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PRZEDMOWA




viii

Przedmowa

Algorytmika i programowanie to podstawy informatyki. Bez nich trudno
méwié o korzystaniu z komputeréw i o informatyce w ogéle. Nie na darmo
David Harel nadal swojej znanej ksiazce tytut ,Rzecz o istocie informatyki.
Algorytmika”[3]. Biorac to pod uwage zaskakujaco czesto programowanie,
a szczegdlnie implementacja mniej lub bardziej zaawansowanych algoryt-
moéw, sprawia duzg trudnosé wielu studentom informatyki. Najpopularniej-
sze podreczniki do algorytmiki zaktadaja, ze ich czytelnikom programowanie
nie sprawia problemu. Stad, dla studentéw, ktorzy nie nauczyli sie jeszcze
dobrze programowaé, a juz musza prébowaé implementowaé proste algoryt-
my, podreczniki te czesto nie sg zbyt uzyteczne. W odrdznieniu od wspo-
mnianych podrecznikéw, ksigzka, ktéra Czytelniku trzymasz w reku, pré-
buje uczy¢ podstaw algorytmiki i programowania jednoczes$nie. Na ile jest
to préoba udana, ocenisz sam.

Niniejszy skrypt nie jest klasycznym wyktadem z algorytmiki. Jest on
raczej pomyslany jako uzupelnienie podstawowego wyktadu z algorytmiki
przeznaczone przede wszystkim dla tych studentéw, ktorzy nie radza so-
bie z implementowaniem prostych algorytmoéw. Bardziej zaawansowanych
czytelnikéw moga nuzy¢ dtugie opisy kolejnych krokéw implementacji pro-
stych funkcji, ale maja one poméc poczatkujacemu czytelnikowi zrozumieé
nie tylko idee algorytmu, ale takze to, jak go zaimplementowaé. Nieprzy-
padkowy jest takze doboér materiatu do ksiazki. Skupiono sie na najprost-
szych strukturach danych i podstawowych metodach konstruowania algoryt-
moéw. Wszystko to z mysla o czytelnikach, ktorzy, aby méc implementowaé
bardziej skomplikowane algorytmy, musza jeszcze popracowaé¢ nad swoimi
umiejetnosciami programistycznymi. Stad rozdziat o listach i prostych algo-
rytmach na nich jest znacznie dhuzszy od rozdzialow o drzewach czy grafach.

Programowanie to przede wszystkim praktyka. Nie da sie nauczyé¢ pro-
gramowaé wylacznie czytajac ksigzki. Tak samo pisanie programéw i nie-
kompilowanie ich albo kompilowanie i nieuruchamianie nie pozwoli nauczy¢
sie programowania. Na koncu poszczegélnych rozdzialéw czytelnik znajdzie
proste zadania dotyczace omawianych zagadnien. Warto sprébowaé je za-
implementowac i przetestowaé ich dziatanie. Ponadto wszystkie algorytmy
przedstawione w ksiazce zostaly zaimplementowane w jezyku C++ w ta-
ki spos6b, aby nadawaly sie do przekopiowania i uzycia po minimalnych
zmianach w programach czytelnikéw. Warto sprébowaé¢ samodzielnie zaim-
plementowaé omawiane algorytmy, a w razie probleméw poréwnywaé swoj
kod z tym zamieszczonym w ksiazce.

Czytelnik, ktéry zechce poszerzyé w swoja wiedze w zakresie algorytmi-
ki, moze siegna¢ po ktoras z pozycji wymienionych w bibliografii. Szczegol-
nie godne polecenia sa dostepne bezptatnie w internecie kursy na stronie
Studiéw Informatycznych [7]. Ci, ktérzy wola obcowaé z papierowa ksiazka,
przede wszystkim moga skorzystac z [2], a takze z [1] i [4]. Jezeli kogo$ zainte-
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resuje generowanie obiektow kombinatorycznych prezentowane w rozdziale
3.1, moze siegnaé¢ po [5], za$ zainteresowani zglebianiem teorii zlozonosci

po [6].
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1. Na dobry poczatek

1.1. Zanim zaczniemy implementowaé algorytmy

Doswiadczenie pokazuje, ze wielu osobom, ktore jako tako opanowa-
ly podstawy swojego pierwszego jezyka programowania, problem sprawia
przejscie od pisania krétkich, kilku- lub kilkunastolinijkowych programéw,
do implementacji prostych algorytmoéw. Niedoswiadczeni programisci maja
problem zaréwno z zaprojektowaniem szczegbloéw implementacji, jak i z za-
panowaniem nad kodem programu, ktory nie miesci sie w standardowym
oknie edytora. Ponizej zostaly przedstawione proste porady, ktorych za-
stosowanie moze oszczedzi¢ wielu probleméw. Znacznie tatwiej pisze sie
programy niz szuka w nich bledéw. Warto wiec pisa¢ w taki sposob, zeby
zminimalizowaé ryzyko popelnienia btedu, a w przypadku jego popelnienia,
utatwié¢ jego odnalezienie.

Przemys$lana implementacja Zanim przystapi sie do pisania programu,
warto zastanowic¢ sie nad tym, co i jak chce sie napisaé¢. Nawet implemen-
tujac stosunkowo krotkie algorytmy warto przemysleé¢ ich implementacje,
aby przyspieszy¢ samo kodowanie i uniknaé¢ btedéw w programie. Poczat-
kujacy programisci stajac przed zadaniem programistycznym czesto pro-
buja je rozwiazywaé piszac programy metoda drobnych losowych zmian.
Pisza kawalek programu i patrza, co on robi. Jezeli program nie dziata,
tak jak powinien, to losowo zmieniaja lub dopisuja niewielkie kawatki
kodu i patrza, jak zmienito sie dzialanie programu. Tak otrzymany ciag
programéw w przypadku prostych zadan bywa zbiezny do poprawnego
rozwigzania, jednak w przypadku bardziej skomplikowanych programéw
taka metoda zupelnie si¢ nie sprawdza.

Podzial programu na funkcje Wielu uczacych sie programowaé caty kod
programu umieszcza w jednym miejscu (na przyktad w przypadku pro-
gramo6w napisanych w C++ w funkcji main). Powoduje to, ze trudno jest
zapanowaé nad kodem i réwnie trudno wyszuka¢ w nim ewentualne ble-
dy. Dzielac kod programu na funkcje nie tylko umozliwiamy wielokrotne
wykorzystanie w programie raz napisanego kodu, ale takze ulatwiamy
sobie analiz¢ programu. Przy dobrze napisanym programie kazda funkcje
mozemy testowaé niezaleznie, co znacznie utatwia nam szukanie btedow.

Sensowne nazwy zmiennych i funkcji Stosowanie jedno-, dwulitero-
wych nazw zmiennych, czy réwnie enigmatycznych nazw funkcji jest po-
wszechna praktyka wérdd uczacych sie programowaé. Oczywiscie nie ma
nic zltego w tym, ze tak jak wiekszos§¢ programistéow calkowitoliczbowa

7 o ile stale tak robimy.

Nie ma bowiem w takim przypadku ryzyka pomylenia tej zmiennej z in-

na. Jednak gdy mamy kilka zmiennych, ktérych nazwy nic nam nie mé-

wia, to przy dluzszym programie bardzo latwo bedzie nam te zmienne

zmienng sterujaca w petli for nazwiemy i
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pomyli¢ (dotyczy to szczegdlnie rzadziej uzywanych zmiennych). Dlatego

warto uzywaé nazw zmiennych i funkcji, ktére moéwig nam, co pod nimi

sie kryje.

Przejrzysty kod Poza efektywnoscig programu powinnismy dbaé¢ takze
o jego czytelnosé. To, ze jakas konstrukcja jest dopuszczalna w uzy-
wanym przez nas jezyku programowania, nie oznacza, ze musimy jej
uzywacé. Nie musimy walczyé o to, zeby nasz kod zajmowal jak naj-
mniej miejsca. Wazne, zebySmy patrzac na jakis fragment kodu wiedzie-
li, co tam sie dzieje. Dzieki temu latwiej si¢ pisze program i szybciej
szuka w nim ewentualnych bledow. Jak zwiekszy¢ przejrzystosé kodu?
Na przyklad:

— uzywajac, tam gdzie jest to mozliwe, instrukcji switch zamiast diu-
gich serii instrukcji if else,

— unikajac zbytniego ,kompresowania’ kodu poprzez robienie wielu
rzeczy na raz. Przykladem tego, jak nie nalezy programowaé jest
chociazby nastepujacy warunek w jezyku C:
++i<(j=f (x)),

— programujac strukturalnie i proceduralnie,

— robigc wciecia w kodzie i oddzielajac bloki instrukcji pustymi liniami.

Komentarze Komentarze utatwiaja zorientowanie si¢ w kodzie dlugich
programéw. Gdy nasz program zawiera kilkadziesiat lub choéby kilkana-
Scie funkcji, tatwo sie pogubié, co ktora z nich robi. Pisanie komentarzy
moze nam znacznie ulatwi¢ prace. Komentarze okazujg sie takze nie-
zwykle przydatne, gdy chcemy wroéci¢ do pisania programu po chociazby
dwutygodniowej przerwie. Niezaleznie od tego jak dlugo i intensywnie
nie pracowalibyémy nad programem, to gdy wrécimy do niego po dwdch
tygodniach, bedziemy musieli wlozy¢ sporo wysitku, aby znowu go zro-
zumie¢. Komentarze znacznie utatwiajg przypomnienie sobie o co chodzi
W programie.

Kompilacja bez ostrzezen Pomimo tego, ze wiele ostrzezen zwracanych
przez kompilatory jezykow C i C++ moze by¢ zupelnie niegroznych
(tak jak na przyklad ostrzezenie o braku znaku konica linii na koncu pro-
gramu zwracane przez kompilator gcc), to warto programowaé tak, zeby
w trakcie kompilacji nie otrzymywaé zadnego ostrzezenia. Po pierwsze
dlatego, ze w gaszczu ,niegroznych” ostrzezen mozna nie zauwazy¢ jakie-
go$ waznego ostrzezenia (na przyklad, ze napisaliSmy funkcje, ktéra jako
warto$é zwraca wskaznik do swojej zmiennej lokalnej). Po drugie, ponie-
waz prawie nie ma ,niegroznych” ostrzezen, wiekszo$¢ ostrzezen moze
swiadczy¢ o tym, ze program zawiera btad. Po trzecie za$, poniewaz
poczatkujacemu programiscie czesto trudno ocenié¢ czy dane ostrzezenie
mozna zignorowaé czy nie.

Zdrowy rozsadek Stosujac sie do powyzszych zasad nalezy przede wszyst-
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kim pamietaé o zdrowym rozsadku. To, ze zaleca sie unikanie instrukcji
goto nie oznacza, ze w zadnej sytuacji nie mozemy jej uzy¢. Czasami,
gdy chcemy wyskoczy¢ z wielokrotnie w sobie zagniezdzonych skompliko-
wanych petli, uzycie instrukcji goto mniej zaktoci czytelnoéé kodu i jest
obarczone mniejszym ryzykiem popelnienia bledu niz takie zorganizo-
wanie kodu, zeby instrukcji goto nie trzeba bylo uzy¢.

Nie mniej wazna od umiejetnosci napisania programu jest umiejetnosé
jego przetestowania oraz zlokalizowania w kodzie ewentualnych btedow. Cze-
sto jest tak, ze testowanie, lokalizowanie i poprawianie btedéw w programie
zajmuje wiecej czasu niz wczesniej jego napisanie.

Testowanie shuzy wykryciu ewentualnych popelnionych przez nas bile-
dow. W trakcie testowania poza kilkoma typowymi przypadkami warto
sprawdzi¢ takze warunki brzegowe, czyli dziatanie programu dla ,skrajnych”
danych. Na przyktad gdy nasz program operuje na liscie, nalezaloby spraw-
dzié¢ miedzy innymi, jak zachowuje sie, gdy lista jest pusta lub ma tylko jeden
element. Wskazane jest tez sprawdzenie tego, jak program dziata dla duzych
danych. Najlepiej jest wygenerowaé dane, o ktérych wiemy, ze moga spra-
wié¢ problem naszemu programowi. Jezeli nie potrafimy wygenerowaé takich
danych, to zwykle niezle w takiej sytuacji sprawdzaja sie losowe zestawy
danych.

Jezeli wykryjemy sytuacje, w ktérej nasz program dziala niepoprawnie,
to, aby méc go poprawié¢, musimy wykry¢ miejsce, w ktérym popelnilidémy
btad. Niezaleznie od tego, czy bledem jest niepoprawny algorytm, pomyltka
w implementacji poprawnego algorytmu czy zwykta literéwka, najprosciej
jest go zlokalizowaé sledzgc dziatanie programu dla feralnych danych. W pro-
stych przypadkach najszybciej mozemy to zrobié, kazac programowi wypi-
sywa¢ w kluczowych momentach dzialania informacje o swoim stanie: na
przyktad wartosci najwazniejszych w danym momencie zmiennych lub in-
formacje o tym, ze doszliSmy do danej linii kodu. W bardziej skompliko-
wanych przypadkach mozemy postuzyé sie debuggerem (z ang. doslownie
odpluskwiaczem, od bug — blad, robak, pluskwa), czyli aplikacja wspoma-
gajaca $ledzenie dzialania innych programoéw. Debuggery umozliwiaja m.in.
wykonywanie programu krok po kroku i jednoczesne $ledzenie wartoéci wy-
branych zmiennych. Uzywajac debuggeréow nalezy pamietaé, ze programy
uruchomione w trybie debugowania moga zachowywaé sie nieco inaczej niz
normalnie: na przyktad program, ktérego dzialanie normalnie dla pewnych
danych testowych przerywa btad wykonania w trakcie debugowania, dla
tych samych danych, moze wykonaé sie do konca. Debuggery sa standar-
dowa czescig zintegrowanych srodowisk programistycznych. Istniejg takze
debuggery uruchamiane z linii komend. Szukanie btedéw, nawet przy uzyciu
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debuggera, bywa zajeciem zmudnym i czasochtonnym. Czesto tatwiej jest

napisaé¢ program od poczatku niz znalez¢ blad w juz istniejacym.

Na zakonczenie tego podrozdziatu przeanalizujemy kilka czestych btedéw

w programach:

Przepelnienie pamieci Wystepuje, gdy program probuje zaalokowaé wie-
cej pamieci niz jest dostepne. Przepelnienie pamieci moze, lecz nie musi,
by¢ przyczyna przerwania dzialania programu (w zaleznosci od sposo-
bu alokacji pamieci). Szczegdlnie trudny do wykrycia jest przypadek,
gdy przekroczenie pamieci wystepuje w wyniku proby utworzenia zbyt
duzej globalnej tablicy automatycznej. Wtedy dziatanie programu jest
przerywane na samym jego starcie.

Wyciek pamieci Jest to sytuacja, gdy program ,zapomina” wskaznikow
do dynamicznie zaalokowanych obszaréw pamieci. W dtuzszej perspek-
tywie wyciek pamieci moze doprowadzi¢ do przepelnienia pamieci. Wy-
ciek pamieci jest czesto wystepujacym i trudnym do wykrycia bledem.
Aby zapobiec wyciekom pamieci w wielu jezykach programowania takich
m.in. jak Java czy Python, wprowadzono odémiecanie pamieci, czyli au-
tomatyczne usuwanie obiektow, na ktére nie wskazuja zadne przechowy-
wane w programie zmienne.

Uzycie niepoprawnego wskaznika Jest kilka typowych przyczyn uzycia
niepoprawnego wskaznika do pamieci:

— uzycie niepoprawnych indekséw przy proébie dostepu do elementéw
tablicy,

— nieumiejetne operowanie na elementach list wskaznikowych, weztach
drzew itd., w wyniku ktérego program nie wstawia pustego wskaznika
zaznaczajacego ostatni element listy, 1i$¢ drzewa itd.

— uzywanie nieaktualnych wskaznikéw, czyli wskaznikow do obiektéw
usunietych juz z pamieci.

W zaleznosci od tego, na jaki obszar pamieci wskazuje uzywany niepo-

prawny wskaznik i czy chcemy tylko przeczytaé¢ zawartos¢ wskazywane-

go obszaru czy tez chcemy tam co$ zapisaé, dziatanie programu moze,
ale nie musi, zosta¢ przerwane. Jest to wyjatkowo nieprzyjemny rodzaj
btedu, gdyz bywa trudny do wysledzenia i moze powodowaé ,nieracjonal-
ne” zachowanie programu. Na przyklad w wyniku uzycia niepoprawnego
wskaznika mozemy zmienié¢ wartosé zupetnie przypadkowej zmiennej. In-
nym skutkiem takiego btedu moze by¢ to, ze dzialanie programu zmieni
sie po dopisaniu teoretycznie nieistotnej instrukeji (na przyktad p=p;).

Podanie niepoprawnych argumentéw funkcji Przykladowo dzielenie
przez 0 lub pominiecie & w argumentach funkcji scanf moze skonczyé
sie bledem wykonywania programu.

Wartosci niemieszczace sie w zmiennych Nalezy pamietaé, ze zmien-
ne danego typu moga przyjmowaé warto$ci wylacznie z okreslonego zbio-
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ru. Wystarczy, ze w jednym miejscu sprobujemy zapisa¢ do zmiennej

wartosci spoza zakresu jej dopuszczalnych wartosci, a wynik dlugiego

ciggu obliczen moze staé sie bezwartosciowy.
Trudnos¢ w szukaniu btedéw polega miedzy innymi na tym, ze moga sie
one znajdowaé¢ w zupelnie innych miejscach kodu niz te, w ktorych wykry-
liSmy niepoprawne dziatlanie programu. Na przyktad dzielenie przez 0 moze
by¢ efektem tego, ze wezesniej, w wyniku uzycia niepoprawnego wskaznika,
»przypadkowo” zmieniliSmy wartoé¢ dzielnika, albo ze w wyniku uzycia zbyt
mato pojemnego typu jakis cigg obliczen zwrdcil niewlasciwy wynik.

1.2. Elementy teorii zlozonosci

Zanim przyjrzymy sie pierwszym algorytmom, poznamy narzedzia, ktére
pozwola nam poréwnywaé miedzy sobg rézne algorytmy i struktury danych.
Takich narzedzi dostarcza nam teoria ztozonosci, ktéra zajmuje sie okresla-
niem ilodci zasobéw potrzebnych do rozwiazywania probleméw obliczenio-
wych [8]. W tym rozdziale czytelnik znajdzie minimum informacji z zakresu
teorii informacji, niezbedne aby ze zrozumieniem przeczytaé kolejne roz-
dziaty skryptu. Czytelnik, ktérego zainteresuje ta tematyka, znacznie wigcej
informacji znajdzie w [6].

Zazwyczaj mierzymy dwa rodzaje zasobow: czas oraz pamiegé. Oczywi-
Scie zuzycie pamieci oraz czas dzialania programu zalezy od wyboru modelu
obliczen, czyli ,maszyny”, na ktérej dokonujemy obliczen. Zuzycie zaso-
béw zalezy tez od danych wejsciowych. Przyjeto sie, ze ztozonoéé algorytmu
okreélamy jako funkcje rozmiaru wejscia, czyli funkcje, ktéra dla podanego
rozmiaru wejécia zwraca ilo$¢ potrzebnych zasobéw. Poniewaz dla réznych
danych o tym samym rozmiarze zapotrzebowanie algorytmu na zasoby moze
by¢ bardzo rézne, rozwazamy nastepujace rodzaje zlozonosci:

— zlozono$¢ pesymistyczna — iloéé zasobdéw potrzebna w najgorszym
wypadku algorytmowi dla danych o rozmiarze n. Jest to najprostszy
do policzenia i najczedciej rozpatrywany rodzaj ztozonosci obliczeniowe;j.

— zlozono$¢ Srednia — warto$¢ oczekiwana ilosci potrzebnych algoryt-
mowi zasobow dla danych o rozmiarze n. Aby moc policzy¢ zlozono$é
srednig danego algorytmu, musimy zalozy¢ jakis rozklad prawdopodo-
bienstwa wystapienia poszczegdlnych instancji rozwiazywanego proble-
mu (czyli danych wejsciowych algorytmu).

— zlozono$¢é zamortyzowana jest miarg ztozonosci operacji na struktu-
rach danych. Zlozono$¢ zamortyzowana operacji to pesymistyczna zto-
zono$é ciggu operacji podzielona przez ilosé operacji. Ztozonosé zamor-
tyzowana jest liczona dla ztozonosci czasowej operacji.
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Mierzac ztozono$é czasows jakiego$ algorytmu nie mozemy mierzyé
po prostu czasu dzialania danego algorytmu zaimplementowanego na ja-
kim$ konkretnym komputerze, gdyz w takim przypadku wyniki otrzymane
na réznych komputerach bylyby ze sobg nieporéwnywalne. Lepszym po-
mystem jest zliczanie liczby wykonanych instrukcji, jednak takze w tym
przypadku otrzymane warto$ci moga sie rézni¢ w zaleznoéci od komputera,
uzytego jezyka programowania itd. W zwiazku z powyzszym zwykle szacuje
sie liczbe krokéw wykonywanych przez ustalong abstrakcyjng maszyne taka
jak maszyna Turinga czy maszyna RAM. Aby jeszcze bardziej uniezalez-
ni¢ sie od konkretnej implementacji algorytmu zamiast wszystkich instruk-
cji zliczamy zwykle tylko instrukcje dominujace, czyli takie, ktorych liczba
decyduje o zlozonosci algorytmu (ich liczba jest proporcjonalna do czasu
dzialania programu). W zaleznosci od algorytmu wybiera sie rézne operacje
dominujace (przykltadowo moga by¢ to operacje arytmetyczne czy poréwny-
wanie elementéw listy). W niniejszym skrypcie bedziemy zazwyczaj zliczaé
instrukcje dominujace lub liczbe wykonanych instrukcji pseudokodu.

Przez ztozonosé pamieciowa rozumiemy ilo$¢ pamieci, jaka potrzebuje
program dla danych wejsciowych o okreslonym rozmiarze. Pamieé¢ mozemy
liczy¢ na rézne sposoby. Czesto wydziela sie pamieé zajmowang przez dane
wejéciowe oraz pamieé¢ zajmowana przez wynik i nie wlicza sie jej do ztozo-
nosci pamieciowej (robi sie tak na przyklad w przypadku liczenia zlozonosci
pamieciowej na maszynie Turinga). My bedziemy szacowali pamieé zajmo-
wang przez wszystkie struktury danych uzywane w programie.

Gdy szacujemy zlozono$¢ obliczeniows, zwykle interesuje nas to, jak al-
gorytm zachowuje sie dla duzych danych. Do tego nie interesuje nas zazwy-
czaj doktadna ztozonoéé algorytmu, ale rzad wielkosci ztozonosci. W zwigz-
ku z powyzszym do szacowania od géry zlozonosci algorytmoéw uzywamy
notacji O (czyt. ,,O duze”), ktéra upraszceza szacowania pozwalajac pominaé
w trakcie obliczen stale i wolniej rosnace sktadniki wzoru.

Definicja 1.1. Mowimy, ze funkcja g : N — N jest O(f(z))
jezeli istniejg a, xg,
takie zZe dla dowolnego x > xy zachodzi g(z) < a - f(x)

Réwnowaznie mozemy zdefiniowaé notacje O w nastepujacy sposéb:
Definicja 1.2. Mowimy, ze funkcja g : N — N jest O(f(z))
jezeli istniejg a, b,
takie ze dla dowolnego x zachodzi g(z) < a - f(x) +b.

Przy szacowaniu dolnego ograniczenia zlozonosci algorytméw uzywamy
notacji €2 analogicznej do notacji O:
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Definicja 1.3. Funkcja g : N — N jest Q(f(x))
wtedy 1 tylko wtedy gdy

f(x) jest O(g(x)).

Zauwazmy, ze jezeli f(n) jest O(a * g(n) + b), gdzie a i b sa dowolnymi
statymi, to f(n) jest O(g(n)). Podobnie gdy f(n) jest O(n® + n®), gdzie a,
b sa dowolnymi stalymi takimi, ze a < b to f(n) jest O(n®).

Teraz uzywajac notacji O mozemy zdefiniowaé kilka najpopularniejszych
funkeji ztozonosci. Powiemy, ze algorytm ma zlozonosé (czasowa lub pamie-
ciowa):

— logarytmiczna, gdy ma zlozono$¢ O(logn),

— liniowa, gdy ma zlozonosé O(n),

— wielomianows, gdy ma zlozono$é O(n*) dla pewnego statego k,
— wykladnicza, gdy ma zlozono$¢ O(k™) dla pewnego stalego k.

Przyjrzymy sie teraz przyktadowi, ktéry pokaze, ze nawet piszac pro-
ste programy, warto zastanowié¢ sie nad ich zlozonoScig obliczeniowa. Zo-
baczymy dwie funkcje, ktore dla podanej w argumencie liczby catkowitej n
zwracaja jako wartosé n-ty element ciggu Fibonacciego zadanego wzorem
rekurencyjnym:

0 n=>0
=91 n=1
Jn1+ fn2 n2=2

Zapewne 9 na 10 poczatkujacych programistow zaimplementowaltoby funk-
cje liczaca wyrazy ciggu Fibonacciego w nastepujacy sposéb:

Listing 1.1. Funkcja liczaca n-ty wyraz ciggu Fibonacciego — wersja 1

1 unsigned int fl (unsigned int n){
if (n==0)||(n==1) return n;
3 return fl1(n—1)+f1(n—-2);

}

Prosta analiza powyzszego kodu pokazuje, ze zlozono$é czasowa funkcji £1
jest wyktadnicza wzgledem wartosci n. Jednoczesnie latwo pokazaé, ze przed-
stawiona ponizej funkcja £2 dziala w czasie O(n)

Listing 1.2. Funkcja liczaca n-ty wyraz ciagu Fibonacciego — wersja 2

1 unsigned int {2 (unsigned int n){
int i,wl,w2,w3;
3 if (n<=1)
return n;
5 wl=0;
w2=1;
7 for(i=2ji<=n;i++){
w3=w2+wl ;
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9 wl=w2;
w2=w3;
i}
return w2;
13}

Na koniec zauwazmy, ze funkcja £2 dziala w czasie wykladniczym wzgledem
rozmiaru wejscia. Dzieje sie tak, gdyz rozmiarem wejscia jest tutaj [logy n],
czyli liczba bitéw potrzebnych do zapisu liczby n.
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2. Struktury danych, abstrakcyjne typy danych, listy

2.1. Abstrakcyjne typy danych

Programujac wielokrotnie spotykamy sie z sytuacja, gdy o efektywno-
$ci dziatania programu decyduje odpowiednia organizacja danych przecho-
wywanych przez program. Sposéb uporzadkowania danych na komputerze
nazywamy struktura danych. Nie trzeba rozwiazywaé skomplikowanych pro-
bleméw obliczeniowych, aby wybor struktury danych mial istotne znaczenie
dla efektywnosci naszego rozwiazania. Rozpatrzymy teraz przyktadowy pro-
sty problem, w ktérym wybor wlasciwej struktury danych ma podstawowe
znaczenie.

Problem 2.1. Przechowujemy dwuelementowe podzbiory liczb calkowitych
z zakresu od O do n—1. Zaktadamy, Ze kazda z liczb od 0 do n— 1 wystepuje
w dokladnie jednym podzbiorze z listy. Mamy napisaé funkcje, ktora dla po-
danej listy podzbioréw oraz liczby k € {0,...,n — 1} zwraca jako warto$é
liczbe, ktora nalezy do tego samego podzbioru z listy co k.

Jednym z rozwiazan jakie mozemy zastosowaé jest przechowywanie listy
podzbioréw jako tablicy struktur.

Listing 2.1. Funkcja szukajaca drugiego elementu podzbioru — wersja 1

struct podzbior {
2 unsigned int eleml, elem2;

}s

unsigned int drugi eleml (struct podzbior tab_ podzl]|],
6 int n, int k){
int i;
8 for(i=0;i<n;i++)
if (tab_ podzl[i].eleml= k)

10 return tab podzl[i].elem2;
else if (tab_podzl[i].elem2 = k)
12 return tab podzl[i].eleml;
}

Powyzsze rozwiazanie, cho¢ moze sie wydawaé naturalne, nie jest optymalne
ani pod wzgledem ztozonoéci czasowej, ani pod wzgledem zlozonosci pamie-
ciowej. Aby zwiekszy¢ efektywnos$é rozwiazania zamiast przechowywac liste
podzbioréw, bedziemy przechowywali tablice, w ktorej element o indeksie ¢
bedzie zawieral informacje o liczbie, ktéra nalezy do tego samego podzbioru
co i. Tak zdefiniowana tablica przechowuje dokladnie te same informacje,
co tablica tab_podzl z listingu 2.1, ale zajmuje o polowe mniej miejsca
i umozliwia rozwigzanie problemu 2.1 przy pomocy funkcji dziatajacej w cza-
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sie stalym, podczas gdy pierwsze rozwigzanie wymagalo w pesymistycznym
przypadku przejrzenia calej tablicy par.

Listing 2.2. Funkcja szukajaca drugiego elementu podzbioru — wersja 2

1 unsigned int drugi elem2(unsigned int tab podz2[], int k){
return tab podz2[k];

3}

Ze wzgledu na ich wptyw na efektywno$é¢ algorytmoéw, struktury danych
sg jedna z intensywnie badanych dziedzin informatyki. Okazuje sie, ze w wie-
lu algorytmach wykorzystuje sie struktury danych o podobnych wtasciwo-
Sciach. Dlatego definiuje sie abstrakcyjne typy danych (inaczej abstrakcyjne
struktury danych), ktére grupuja podobne struktury danych. Abstrakcyjne
typy danych definiujemy podajac wymagane wlasnoéci przechowywanych
danych oraz operacje jakie mozemy na nich wykonywaé¢. Definiujac abs-
trakcyjny typ danych nie okreslamy sposobu jego implementacji. Wiekszo$¢
abstrakcyjnych typéw danych mozemy implementowaé na wiele sposobdéw,
wsréd ktorych czesto nie ma jednego najlepszego we wszystkich zastoso-
waniach. Dzieki uzyciu abstrakcyjnych typéw danych mozemy projektowaé
algorytmy na wyzszym poziomie abstrakcji bez wnikania w szczegdly im-
plementacji struktur danych.

W kolejnych rozdzialach poznamy przyktady abstrakcyjnych typow da-
nych oraz sposoby ich implementacji.

2.2. Listy

Lista jest abstrakcyjnym typem danych stuzacym do przechowywania

skonczonych ciagéw elementéw udostepniajacym nastepujace operacje:

— create — tworzy pusta liste,

— empty(List) — zwraca wartos¢ true, jezeli lista List jest pusta i false
w przeciwnym przypadku,

— first(List) — zwraca pozycje pierwszego elementu listy List,

— front(List) — zwraca pierwszy element listy List,

— last(List) — zwraca pozycje ostatniego elementu listy List,

— back(List) — zwraca ostatni element listy List,

— push_front(List,x) — wstawia element x na poczatek listy List,

— push_back(List,x) — wstawia element x na koncu listy List,

— pop_front(List) — usuwa pierwszy element listy List,

— pop_back(List) — usuwa ostatni element listy List,

— insert(List,p,x) — wstawia do listy List element x na pozycji p,

— erase(List, p) — usuwa z listy List element o pozycji p,
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— mnext(List,p) — zwraca pozycje elementu nastepujacego po elemencie
0 pozycji p,
— at(List, p) — zwraca referencje do elementu listy o podanej pozycji.
Lista jako abstrakcyjny typ danych nie ma jednego ustalonego i po-
wszechnie uznawanego zbioru operacji. Przedstawiona powyzej lista operacji
na liscie stanowi wybdr operacji pojawiajacych sie w literaturze. W wielu
funkcjach operujacych na licie pojawia sie pojecie pozycji elementu. Co kon-
kretnie oznacza to pojecie, zalezy od sposobu implementacji listy.
Istnieja dwa gléwne sposoby implementacji listy: tablicowa i wskazniko-
wa. Oba te sposoby implementacji istnieja w wielu wersjach. Przedstawimy
przyktadowe sposoby implementacji listy liczb catkowitych.

2.2.1. Listy wskaznikowe

Jako pierwsza pokazemy implementacje przy pomocy jednokierunkowej
listy wskaznikowej. W jednokierunkowych listach wskaznikowych kazdy ele-
ment listy przechowywany jest w oddzielnej strukturze, przechowujacej po-
za nim takze wskaznik do struktury przechowujacej nastepny element listy.
Dla uproszczenia bedziemy nazywaé elementem listy calg strukture prze-
chowujaca wlasciwy element listy. Ostatni element listy zamiast wskaznika
na nastepny element przechowuje wskaznik pusty (NULL).

3| —13 10N

Rysunek 2.1. Przyklad jednokierunkowej listy wskaznikowej

Aby mie¢ dostep do dowolnego elementu listy wystarczy pamieta¢ wskaz-
nik na pierwszy element (pierwszy element zawiera wskaznik na drugi, drugi
na trzeci itd.) i dlatego utozsamiamy liste ze wskaznikiem na jej pierwszy
element (tak jak w jezykach C i C++ utozsamiamy tablice ze wskaZznikiem
na jej pierwszy element). Oznacza to, ze gdy mamy gdzies podaé jako argu-
ment liste, to podajemy wskaznik na pierwszy element listy. W wielu opera-
cjach na liscie jako argument podajemy pozycje elementu listy. W przypadku
jednokierunkowych list wskaznikowych przez pozycje elementu e rozumiemy
wskaznik na element poprzedzajacy e. Taka definicja pozycji moze wydawaé
sie nieintuicyjna ale dzieki niej jesteSmy w stanie efektywnie zaimplemento-
waé usuwanie z listy elementu o podanej pozycji.

Pewnym problemem przy listach reprezentowanych przez wskaznik
na pierwszy element jest implementacja wstawiania i usuwania pierwsze-
go elementu. Funkcje wykonujace te operacje musza zwracaé jako wartosé
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wskaznik na pierwszy element uaktualnionej listy (problem ten nie wy-
stepuje w przypadku implementacji listy jako klasy, gdyz wtedy funkcja
modyfikujaca poczatek listy moze sama zaktualizowaé pole przechowujace
wskaznik na pierwszy element listy). Innym problemem jest pozycja pierw-
szego elementu, ktorej nie da si¢ poda¢ zgodnie z nasza definicja. Jest tak,
gdyz pierwszy element nie posiada poprzednika. Aby obej$é ten problem,
ustalamy pozycje pierwszego elementu jako jakas ustalona wartosé np. NULL.

Rozwigzaniem probleméw wspomnianych w poprzednim akapicie jest do-
danie na poczatku listy sztucznego pustego elementu. Element taki, zwany
glowg listy, sprawia, ze wskaznik na liste sie nie zmienia (jest nim zawsze
wskaznik na glowe) oraz nie mamy problemu z pozycja pierwszego elementu
(jest nim wskaznik na glowe). Ponizszy rysunek przedstawia tréjelemen-
towa jednokierunkowsa liste wskaznikowa z glowa.

3 13 10N

Rysunek 2.2. Przyklad jednokierunkowej listy wskaznikowej z glowa

Przyjrzymy sie teraz podstawowym operacjom na lidcie liczb catkowi-
tych zaimplementowanej przy pomocy jednokierunkowej listy wskaznikowej
z glowa. Na poczatku musimy zdefiniowaé typ elementu listy. Powinien on
zawiera¢ dane (w naszym przypadku liczbe catkowita) oraz wskaznik na na-
stepny element:

Listing 2.3. Typ elementu listy

1 struct element {
int dane;
3 element * nastepny;

s

Zaimplementujemy liste jako klase, w ktérej operacje na liscie beda meto-
dami klasy. W zwiazku z tym w metodach implementujacych poszczegol-
ne operacje nie musimy podawac listy jako argumentu. Wszystkie operacje
beda wykonywane na licie przechowywanej w obiekcie, na rzecz ktérego
zostanie wywolana dana metoda. Dodatkowo w obiektowej implementacji
listy nie musimy implementowaé operacji create, jej role bedzie spelnial
konstruktor klasy.

Listing 2.4. Naglowek klasy ListaWsk

class ListaWsk {
2 private:
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4 public:

6

12
14

16

20 };

element x glowa;

ListaWsk () ;
“ListaWska () ;

bool

empty () ;

element* first ();
int front ();
element * last ();
int back();

void
void
void
void
void
void

push front(int e);

push back(int e);

pop_front () ;

pop_back () ;

insert (element % p, int e);
erase (element * e);

element * next(element * p);
int& at(element x p)

Konstruktor tworzy tylko glowe listy i nadaje wartos¢ NULL polu nastepny

glowy.

Listing 2.5. Konstruktor klasy ListaWsk

ListaWsk :: ListaWsk () {
glowa = new element;
glowa—>nastepny = NULL;

2

4}

Destruktor musi zwolni¢ pamieé¢ po elementach listy. Kolejne elementy li-
sty sa usuwane w petli. Uzywamy dwéch zmiennych pom i glowa, gdyz w
momencie zwolnienia pamieci zajmowanej przez jaki$ element nie mozemy
juz odwota¢ si¢ do jego pola nastepny, aby przejs¢ do nastepnego elemen-
tu listy. Dlatego uzywamy zmiennej pom, ktéra przechowuje wskaznik na
element nastepujacy bezposrednio po usuwanym elemencie

Listing 2.6. Destruktor klasy ListaWsk

ListaWska :: 7 ListaWsk () {
element * pom=glowa—>nastepny;
while (pom!=NULL) {

delete glowa;

glowa=pom ;

pom=pom—>nastepny ;

2

}

delete glowa;
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Sprawdzenie, czy lista jest pusta, wymaga jedynie sprawdzenia, czy pole
nastepnik w gltowie jest réwne NULL:

Listing 2.7. Operacja empty

1 bool ListaWsk::empty (){
return (glowa—>nastepny = NULL) ;

3}

Pozycja elementu listy wskaznikowej to zgodnie z definicja wskaznik do po-
przedniego elementu, czyli pozycja pierwszego elementu jest wskaznik do gto-

wy:

Listing 2.8. Operacja first

1 element * ListaWsk:: first ()
return glowa;

3}

Powyzsza funkcja zwraca wskaznik do glowy nawet dla pustej listy. Zacho-
wanie si¢ operacji first w takiej sytuacji jest kwestia umowna i dlatego
wybraliémy najprostsze rozwigzanie.

Zwrbcenie wartosci pierwszego elementu listy wymaga zwrdcenia pola
dane struktury znajdujacej sie na liscie tuz za glowa (wskazywanej przez po-
le nastepny glowy).

Listing 2.9. Operacja front

1 int ListaWsk:: front (){
return glowa—>nastepny—>dane;

3}

Dla listy pustej powyzsza funkcja nie zadziala (najczesciej zakonczy dzia-
lanie programu z bledem wykonania). MoglibysSmy wykrywaé pusta liste
i w takim przypadku rzucaé wyjatkiem, ale nie robimy tego, gdyz niepo-
trzebnie skomplikowatoby to prosta funkcje. Oczywiscie w komercyjnym
programie powinnismy jakos obstuzy¢ sytuacje, gdy lista jest pusta.

Metody z listingéw 2.8 i 2.9, choé proste, dobrze ilustruja réznice po-
miedzy elementem listy a jego pozycja w liscie wskaznikowej. Jezeli ktos
nie do kofica rozumie ta réznice, powinien doktadnie przeanalizowaé te me-
tody.

Analogiczne do first i front operacje last i back sg trudniejsze w im-
plementacji, gdyz wymagaja przejécia calej listy i odszukania jej ostatniego
elementu. Mogliby$Smy tego uniknaé pamietajac poza wskaznikiem do gtowy
takze wskaznik do ostatniego elementu listy.
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Listing 2.10. Operacje last i back

1 element* ListaWsk::last (){
element * pom=glowa ;
3 while ((pom—>nastepny!=NULL)&&(pom—>nastepny —>nastepny!=NULL) )
pom = pom—>nastepny ;
5 return pom;
}
7
int ListaWsk::back(){
9 element * pom=glowa ;
while (pom—>nastepny !=NULL)
11 pom = pom—>nastepny ;
return pom—>dane;
13}

Operacja last zwraca dla pustej listy wskaznik do glowy. Podobnie jak
w przypadku operacji first zachowanie si¢ operacji last w tej sytuacji jest
kwestiag umowy. Podobnie jak nasza implementacja operacji front, takze
metoda back nie sprawdza, czy lista nie jest pusta. Zauwazmy, ze operacje
back mozna takze zaimplementowaé z wykorzystaniem operacji last. Taka
implementacja tej operacji jest znacznie prostsza..

Listing 2.11. Operacja back

1 int ListaWsk :: back () {
return last ()—>next—>dane;
3}

Operacja insert wymaga tylko zaalokowania nowej struktury oraz prze-
piecia dwoch wskaznikéw:

Listing 2.12. Operacja insert

1 void ListaWsk::insert (element x poz, int e){
element * pom = new element ;

3 pom—>dane = e;
pom—>nastepny = poz—>nastepny;

5 poz—>nastepny = pom;

}

Aby lepiej zrozumieé co sie stato, przyjrzyjmy sie rysunkom 2.3, 2.4, 2.5
i 2.6. Rysunek 2.2 zawiera przykladowa liste z gtowa, w ktorej bedziemy
wstawiali element o wartosci 8 za elementem o wartosci 3. Aby to zrobié¢
funkcji insert podajemy jako argument wskaznik na element o wartosci 3
i liczbe 8:
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Rysunek 2.3. Operacja insert

Y

Aby wstawi¢ nowy element najpierw musimy go zaalokowaé¢ w pamieci
operatorem new i nada¢ polu dane wartosé¢ 8 (linie numer 2 i 3 w listingu

2.12).
13 —1ONILL

A

Rysunek 2.4. Operacja insert

Nastepnie przypisujemy polu nastepny nowo utworzonej struktury wskaz-
nik na elementu nastepujacy po elemencie o wartosci 3 (linia numer 4 w li-

stingu 2.12):
13 10Nl
8 '

Rysunek 2.5. Operacja insert

Na koniec polu nastepny w strukturze przechowujacej warto$¢ 3 przy-
pisujemy wskaznik do dodawanego elementu (linia numer 5 w listingu 2.12,
rysunek 2.6).

Przyczyna, dla ktérej w listach jednokierunkowych pozycje elementu
definiuje sie jako wskaznik do jego poprzednika, jest cheé¢ efektywnego za-
implementowania operacji usuwania elementu. Aby usunaé element z listy
musimy przepia¢ wskaznik w jego poprzedniku. Poniewaz przegladajac listy
jednokierunkowe nie mozemy sie cofa¢, musimy podaé jako argument funk-
cji erase wskaznik do poprzednika usuwanego elementu. Alternatywa jest
przejscie listy od poczatku w poszukiwaniu tego poprzednika.
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Rysunek 2.6. Operacja insert

Listing 2.13. Operacja erase

void ListaWsk:: erase (element * poz){
2 element * pom = poz—>nastepny;
poz—>nastepny = pom—>nastepny ;
4 delete pom;

}

Przeanalizujmy teraz dzialanie funkcji erase na przyktadzie. Tym razem
z listy z rysunku 2.2 chcemy usunaé¢ element o wartosci 13. Aby to zrobié
podajemy jego pozycje, czyli wskaznik do poprzedniego elementu listy jako

— 013 10N

Rysunek 2.7. Operacja erase

Y

W funkcji zapisujemy do zmiennej pomocniczej wskaznik do usuwanej
struktury oraz przypisujemy polu nastepny struktury przechowujacej war-
tos¢ 3 wskaznik do elementu nastepujacego po usuwanym elemencie:

- 13 19\|ULL

Rysunek 2.8. Operacja erase

Teraz mozemy zwolni¢ pamie¢ po usuwanym elemencie (rysunek 2.9)
Implementacja funkcji at jest bardzo prosta:

Listing 2.14. Operacja at

1 int& ListaWsk:: at(element * poz){
return poz—>nastepny—>dane ;

s )
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Rysunek 2.9. Operacja erase

7 B3 10N

Rysunek 2.10. Operacja at

Podobnie jak w przypadku dwu poprzednich operacji przeanalizujmy
przyktad. Zalézmy, ze w liscie z rysunku 2.10 chcemy otrzymaé referen-
cje do pola dane w drugim elemencie listy (pole zaznaczone na niebiesko).
Oznacza to, ze jako argument podajemy wskaznik do poprzedniego elementu
listy, a wiec do struktury przechowujacej wartoéé¢ 3 . Aby zwrdci¢ referencje
do interesujacego nas pola dane, musimy przej$¢ na liscie o jeden element
do przodu w stosunku do wskaznika, ktory dostaliémy w argumencie funkcji
at.

Operacje push_front i pop_front réznia si¢ od operacji insert i erase
tylko tym, ze zawsze wstawiamy /usuwamy element, ktérego pozycje opisuje
wskaznik na glowe.

Listing 2.15. Operacje push_front i pop_front

1 void ListaWsk:: push front(int e){
element % nowy = new element;

3 nowy—>dane = e;
nowy—>nastepny = glowa—>nastepny;
5 glowa—>nastepny = nowy;
}
7
void ListaWsk::pop front ()
9 element * pom = glowa—>nastepny;

glowa—>nastepny = pom—>nastepny;
11 delete pom;

}

Zauwazmy, ze dzieki temu, iz implementujemy liste z glowa w metodzie
push_front, nie musimy oddzielnie rozwazaé przypadku, gdy lista jest pu-
sta. W takiej sytuacji do pola nastepny wstawianej struktury zostanie przy-
pisana warto$é¢é NULL z odpowiedniego pola glowy.

Implementujac operacje push_back musimy najpierw odnalez¢ ostatni
element listy.
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Listing 2.16. Operacja push_back
void ListaWsk::push back(int e){

2 element * pom = glowa;
while (pom—>nastepny != NULL)
4 pom = pom—>nastepny ;
6
8 }

Dopiero wtedy mozemy wstawi¢ nowy element.

Listing 2.17. Operacja push_back
void ListaWsk::push back(int e){

2 element * pom = glowa;
while (pom—>nastepny != NULL)
4 pom = pom—>nastepny ;
pom—>nastepny = new element;
6 pom—>nastepny —>dane = e;

pom—>nastepny—>nastepny = NULL;

5 )

Operacje push_back mozemy przyspieszy¢ zapamietujac wskaznik do ostat-
niego elementu listy. Niestety nie przyspieszy to wykonania operacji pop_back
podobnie jak nie przyspieszy jej zapamietanie pozycji ostatniego elementu li-
sty (a wiec wskaznika do przedostatniego elementu listy). Wynika to z faktu,
ze jezeli pamietamy pozycje ostatniego elementu i tenze ostatni element usu-
niemy, to zeby uzyska¢ pozycje nowego ostatniego elementu musimy przejsé
calg liste od poczatku.

Listing 2.18. Operacja pop_back
void ListaWsk::pop back(){

2 element * pom = glowa;
while (pom—>nastepny —>nastepny != NULL)
4 pom = pom—>nastepny ;

delete pom—>nastepny;
6 pom—>nastepny = NULL;

}

Podobnie jak mialo to miejsce w przypadku operacji back, takze ope-
racje push_back i pop_back mozna zaimplementowa¢ wykorzystujac wcze-
$niej zaimplementowanie operacje. W przypadku operacji pop_back znacz-
nie upraszcza to kod funkcji. W przypadku operacji push_back zysk nie jest
tak wyrazny, gdyz oddzielnie trzeba rozwazy¢ przypadek gdy lista jest pusta
(w przypadku pustej listy dzialanie operacji pop_back jest nieokreslone).
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Listing 2.19. Operacje push_back i pop_-back

1 void ListaWsk::push back(int e){
if (glowa
3 —>next=NULL)
insert (glowa, e);

5 else {
element x pom = last ()
7 insert (pom—>next ,e);
}
o}

11 void ListaWsk::pop back(){
erase (last ());

13 }

Na koniec prosta do zaimplementowania operacja next:

Listing 2.20. Operacja next

1 element * ListaWsk:: next(element % poz){
return poz—>nastepny ;

3}

Zlozonosé obliczeniowa wszystkich przedstawionych metod, poza me-
todami operujacymi na koncu listy, byla stata (O(1)). Przedstawione im-
plementacje operacji dzialajacych na koncu listy (last, back, push_back
i pop_back) dzialaly w czasie liniowym, ale przy zalozeniu, ze bedziemy pa-
mietali wskaznik do ostatniego elementu, mozna je, za wyjatkiem operacji
pop_back, zaimplementowaé tak, zeby dziataly w pesymistycznym czasie
stalym. Jezeli zalezy nam na szybkim operowaniu na obu koncach listy,
to warto rozwazy¢ listy dwukierunkowe, czyli takie, w ktorych kazdy ele-
ment listy pamieta zarowno wskaznik do swojego nastepnika, jak i poprzed-
nika. Listy dwukierunkowe zajmuja nieco wiecej miejsca w pamieci od list
jednokierunkowych, ale za to wszystkie operacje na nich wykonuje sie w
czasie stalym. W tabeli 2.1 prezentujemy podsumowanie zlozonosci poszcze-
gblnych operacji w réznych wersjach implementacji listy przy pomocy list
wskaznikowych.

Zadanie 1. Zaimplementuj modyfikacje klasy ListaWsk pamietajaca poza
wskaznikiem na glowe takze wskaznik na ostatni element listy.
Zadanie 2. Zaimplementuj liste przy pomocy dwukierunkowej listy wskaz-
nikowej. Czym w tej implementacji bedzie pozycja elementu?
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Tabela 2.1. Ztozono$¢ operacji na listach wskaznikowych

operacja Lista Lista Lista
jednokierunkowa | jednokierunkowa | dwukierunkowa
+ wskaznik + wskaznik
na koniec na koniec
create 0O(1) O(1) O(1)
empty 0(1) 0(1) O(1)
first 0O(1) O(1) O(1)
front 0(1) O(1) O(1)
last O(n) O(1) O(1)
back O(n) O(1) O(1)
push_front o(1) 0(1) 0(1)
push_back O(n) 0(1) 0(1)
pop_front 0(1) 0O(1) O(1)
pop_back O(n) O(n) 0(1)
insert O(1) O(1) O(1)
erase O(1) O(1) O(1)
next O(1) O(1) O(1)
at 0(1) o(1) 0(1)

2.2.2. Tablicowa implementacja listy

Drugim podstawowym sposobem implementacji listy jest implementacja
tablicowa. W tej implementacji kolejne elementy listy sa przechowywane
w kolejnych komérkach tablicy. Pozycje elementu w tablicowej implementa-
cji listy mozemy zdefiniowaé jako numer pozycji elementu w liscie (zakla-
damy, ze pozycje numerujemy od 0). Na poczatku rozwazymy najprostsza
wersje implementacji tablicowej, w ktorej kolejne elementy listy sa utozone
w tablicy po kolei poczawszy od jej pierwszej komoérki.

Klasa ListaTab bedzie zawiera¢ prywatna tablice dane, w ktorej beda
przechowywane elementy listy oraz pola rozmiar i liczba_el przechowu-
jace odpowiednio rozmiar tablicy i liczbe elementéw listy (aby zmniejszyé
zlozono$é czasowa operacji dodawania do listy, tablica dane bedzie miata
zwykle wiecej komérek niz przechowywana lista elementow).

Listing 2.21. Nagltéwek klasy ListaTab

1 class ListaTab {
private:
3 int x dane;
unsigned int rozmiar, liczba el;
5 public:
ListaTab () ;
7 “ListaTab () ;
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bool empty () ;
9 unsigned int first ();
int front();
11 unsigned int last ();
int back();
13 void push front(int e);
void push back(int e);
15 void pop_ front();
void pop_ back();
17 void insert (unsigned int p, int e);
void erase (unsigned int p);
19 unsigned int next(unsigned int p);
int& at(unsigned int p)

21 };

W konstruktorze musimy tylko zaalokowaé tablice dane oraz zainicjowac
warto$ci pél rozmiar i liczba_el. Jezeli nie znamy zadnego rozsadnego
ograniczenia na maksymalny rozmiar listy, to poczatkowy rozmiar tablicy
nie ma wplywu na asymptotyczna ztozonosé obliczeniowa poszczegdlnych
operacji.

Listing 2.22. Konstruktor klasy ListaTab
1 ListaTab :: ListaTab (){

dane = new int [100];
3 rozmiar = 100;
liczba el =0;

5}

W destruktorze musimy jedynie zwolni¢ pamigé¢ po tablicy dane.

Listing 2.23. Destruktor klasy ListaTab

1 ListaTab::” ListaTab () {
delete [| dane;

3}

Ogromna zaleta tablicowej implementacji listy jest tatwosé dostepu do do-
wolnego elementu listy:

Listing 2.24. Operacje first, front, last, back i at

1 usigned int ListaTab:: first (){
return 0;

3}

5 int ListaTab:: front () {
return dane[0];

7}




26

2. Struktury danych, abstrakcyjne typy danych, listy

9 unsigned int ListaTab::last (){
return liczba el —1;

1}

13 int ListaTab :: back () {
return dane|liczba el —1];

15 }

17 int& ListaTab:: at (unsigned int p){
return dane|p];

19 }

Podobnie jak w przypadku implementacji listowej funkcje empty i next sa
bardzo proste w implementacji:

Listing 2.25. Operacje empty i next

1 bool ListaTab ::empty(){
return (liczba el==0);

3 }

5 unsigned int ListaTab :: next(unsigned int p){
return p+1;

"}

Staba strona tablicowej implementacji listy jest dodawanie i usuwanie ele-
mentéw, zwlaszcza gdy dotyczy to elementéw ze Srodka listy. Musimy wtedy
przesuwaé pozostale elementy listy, co zwieksza zlozonosé czasowa opera-
¢ji. Dodatkowym problemem jest koniecznos¢ powiekszania tablicy w przy-
padku jej przepelnienia (musimy wtedy przepisaé¢ zawarto$¢ starej tablicy
do nowej).

Implementujac funkcje insert musimy rozwazy¢ dwa przypadki. Pierw-
szy przypadek, w ktorym tablica jest wypelniona — trzeba wtedy utworzy¢
nowg wieksza tablice i przepisa¢ do niej zawartosé starej — oraz drugi przy-
padek, w ktérym w tablicy sa jeszcze wolne miejsca. W tym przypadku czesé
elementéw listy musimy przesunaé, aby zrobi¢ miejsce dla nowego elementu.

Zaczniemy od tego pierwszego przypadku. Najpierw musimy utworzy¢
nowa tablice o dwa razy wiekszym rozmiarze niz stara. Wskaznik do nowej
tablicy przypisujemy do zmiennej pomocniczej (warto$é pola dane zaktu-
alizujemy po przepisaniu zawartosci starej tablicy do nowej).

Listing 2.26. Operacja insert

1 void ListaTab:: insert (unsigned int p, int e){
if (lczba el = rozmiar){
3 int * pom = new int[rozmiar 2];



2.2. Listy

Nastepnie przepiszemy zawartosé starej tablicy do nowej. Przepisujac tablice
od razu wstawiamy w $rodku nowy element.

Listing 2.27. Operacja insert

1 void ListaTab::insert (unsigned int p, int e){
if (lczba el=rozmiar){

3 int * pom = new int[rozmiar x2];
for (unsigned int i=0;i<p;i++)
5 pom|[i]=dane|i];
pom |[p]=e;
7 for (unsigned int i=p+1l;i<=liczba_el;i++)

pom|[i]=dane[i—1];

}
13 else {
15
17}

Na koniec tego przypadku musimy zaktualizowaé¢ wartosci p6l rozmiar,
liczba_el i dane oraz zwolni¢ pamieé po starej tablicy.

Listing 2.28. Operacja insert

void ListaTab::insert (unsigned int p, int e){

2 if (lczba el=rozmiar){
int * pom = new int|[rozmiar x2];
4 for (unsigned int i=0;i<p;i++)
pom|i]=dane|i];
s pom[p|=c;
for (unsigned int i=p-+1;i<=liczba_el;i++)
8 pom|[i]=dane[i—1];

rozmiarx=2;
10 liczba _el+4+;
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delete [] dane;
12 dane = pom;
}
14 else {
16
18}

W sytuacji, gdy w tablicy sa jeszcze wolne komérki, musimy najpierw prze-
sunac elementy z konca listy, aby zrobi¢ miejsce dla nowego elementu.

Listing 2.29. Operacja insert

1 void ListaTab::insert (unsigned int p, int e){
if (lczba el=—rozmiar){

3 int % pom = new int|[rozmiar x2];
for (unsigned int i=0;i<p;i++)
5 pom|[i]=dane[i];
pom [p]=e;
7 for (unsigned int i=p+1l;i<=liczba_el;i++)
pom|i|=dane[i—1];
9 rozmiarx=2;
liczba _el++;
11 delete [| dane;
dane = pom;
3}
else {
15 for (unsigned int i=liczba el;i>p;i—)
dane|i]=dane[i —1];
17
19
}
21 }

Na koniec wstawiamy nowy element i aktualizujemy pole 1iczba_el.

Listing 2.30. Operacja insert

1 void ListaTab:: insert (unsigned int p, int e){
if (lczba el=rozmiar){

3 int * pom = new int|[rozmiar*2];
for (unsigned int i=0;i<p;i++)
5 pom|i|]=dane|i];
pom [p]=e;
7 for (unsigned int i=p-+1;i<=liczba el;i++)

pom|i]|=dane[i—1];
9 rozmiar x=2;
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liczba el++;

11 delete [| dane;
dane = pom;
13}
else {
15 for (unsigned int i=liczba el;i>p;i——)
dane[i]=dane[i —1];
17 dane [p]=e;
liczba _el+4+;
v}
}

Jak tatwo oszacowaé ztozonos¢ czasowa powyzszej operacji dla listy o roz-
miarze n jest w pesymistycznym przypadku O(n). Zwrdéémy uwage, ze w przy-
padku przepelnienia tablicy, nowa tablica jest dwa razy wieksza od starej.
Bedzie to miato znaczenie przy szacowaniu zamortyzowanej ztozonosci ope-
racji push_back.

Operacja push_front to w naszej implementacji szczegolny przypadek
operacji insert.

Listing 2.31. Operacja push_front

void ListaTab:: push front(int e){
2 insert (0,e);

}

W dalszej czesci tego rozdziatu pokazemy, jak mozna zmodyfikowaé tablico-

wa implementacje listy, tak zeby przyspieszy¢ dziatanie operacji push_front.
Operacja push_back jest istotnie prostsza od operacji insert, ktéra wy-

korzystuje tylko w przypadku koniecznosci powigkszenia tablicy.

Listing 2.32. Operacja push_back

1 void ListaTab ::push back(int e){
if (liczba_el=—rozmiar)

3 insert (liczba el ,e);
else {
5 dane[liczba _el]=e;
liczba el++;
!
}

Pesymistyczna ztozonosé czasowa operacji push_back dla listy o rozmiarze
n to O(n). Przyczyna tego jest konieczno$¢ przepisywania w przypadku
braku miejsca w tablicy wszystkich jej elementéw do nowej wiegkszej tablicy.
Na szczedcie jednak zamortyzowana zlozono$é operacji push_back to O(1).
Ponizej znajduje si¢ prosty dowdd tego faktu.
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Zauwazmy, ze gdyby nie konieczno$é powiekszania tablicy i co za tym
idzie przepisywania elementéw listy do powigkszonej tablicy, to ztozonosé
czasowa operacji push_back bylaby O(1). Pokazemy, ze sumaryczna zlozo-
nos$é¢ wszystkich powickszen tablicy przechowujacej liste o koncowym roz-
miarze n jest O(n) (czyli ze pojedynczy element jest przepisywany $rednio
O(1) razy).

Zauwazmy, ze co najwyzej polowa elementéw listy przechowywanej w ta-
blicy byta przepisywana przy powiekszaniu listy doktadnie jeden raz. Podob-
nie co najwyzej jedna czwarta elementéw listy byla przepisywana dwa razy
itd. Dla listy o rozmiarze n dostajemy wiec, ze sumaryczna liczba przepisan
elementéw przy wszystkich powiekszeniach tablicy razem wzietych wynosi
€O najwyzej:

1 1 1
~§-n+2~1-n+3-§-n+.... (2.1)
Latwo pokaza¢, ze dla n > 3 zachodzi 5 < (%)n—? Stad otrzymujemy, ze
suma z réwnania (2.1) jest mniejsza od:

L nt o +31 +32 +...=

3\! 3\ 2
2 . ) n4...=4-
n—|—<4> n—|—<4> n + n

7 powyzszego otrzymujemy, ze sumaryczna liczba przepisan elementow listy
przy powickszaniu tablicy byta mniejsza od 4-n, a wiec pojedynczy element
jest Srednio przepisywany nie wiecej niz 4 razy. Powyzsze stwierdzenie im-
plikuje, ze zamortyzowana ztozonosé operacji push_back wynosi w naszej
implementacji O(1).

Jako ostatnie zaimplementujemy operacje stuzace do usuwania elemen-
tow listy w implementacji tablicowej. Usuniecie elementu z dowolnego miej-
sca listy wymaga przesuniecia wszystkich elementéw, ktére w liscie znajduja
sie za usuwanym elementem:

1

Listing 2.33. Operacja erase

void ListaTab:: erase(usigned int p){
2 for(int i=p;i<liczba el —1;i++)
dane|i]=dane[i+1];
4 liczba el ——;

}

Jak tatwo oszacowaé ztozonos$é operacji erase w n-elementowej liScie wynosi
O(n).

Operacja pop_front jest w naszej implementacji szczegdlnym przypad-
kiem operacji erase:
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Listing 2.34. Operacja pop-front

1 void ListaTab ::pop front(){
erase (0);

3}

Podobnie jak operacje push_front takze operacje pop_front mozna zaim-
plementowaé efektywniej, przy pewnej modyfikacji tablicowej implementacji
listy.

W rozwazanej implementacji duzo prostsze od usuwania pierwszego ele-
mentu listy jest usuwanie ostatniego elementu. Zauwazmy, ze w naszej wersji
operacji pop_back nie zamazujemy ani nie usuwamy fizycznie ostatniego
elementu listy, tylko przesuwamy indeks konca.

Listing 2.35. Operacja pop_back

1 void ListaTab ::pop_ back(){
liczba el ——;

3}

Gléwnym mankamentem tablicowej implementacji listy jest koniecznosé
przesuwania elementow listy w trakcie usuwania lub dodawania elementu
w $rodku listy. W przedstawionej implementacji problem ten dotyczy takze
operacji na poczatku listy, tatwo jednak tak poprawi¢ naszg implementacje,
zeby ztozonodci operacji na poczatku i na konicu listy byly takie same. Wy-
starczy zrezygnowaé z warunku, ze pierwszy element listy ma znajdowaé sie
w pierwszej komérce tablicy i pozwoli¢ zeby lista sie ,zawijata”, czyli zeby
po elemencie listy znajdujacym sie w ostatniej koméree tablicy nastepowat
element znajdujacy si¢ w pierwszej komérce tablicy. Na rysunku 2.11 wi-
daé¢ przykltad takiej listy. Pierwszy element przedstawionej na tym rysunku
listy ma wartos¢ 3 i znajduje sie w piatej komoérce tablicy, zas ostatni ele-
ment listy ma wartosé 20 i znajduje sie¢ w drugiej komoérce tablicy. Zwréémy
uwage, ze piaty element listy znajduje sie w ostatniej komédrce tablicy, zas
nastepujacy po nim element szésty w pierwszej komérece tablicy.

7 20 313/ 8/10 5

Rysunek 2.11. | Zawijana” tablicowa implementacja listy

W takiej implementacji listy musimy pamietaé, gdzie znajduje sie pocza-
tek listy (bedziemy pamietali indeks w tablicy pierwszego elementu listy).
Musimy tez pamietaé¢ rozmiar listy oraz rozmiar tablicy. Nagléwek klasy
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przechowujacej nasza ,ulepszona”’ implementacje listy nie bedzie sie zbytnio
réznit od nagtéwka klasy ListaTab:

Listing 2.36. Naglowek klasy ListaTab2

1 class ListaTab2 {
private:
3 int x dane;
unsigned int rozmiar, liczba el , poczatek;
5 public:
ListaTab2 () ;
7 “ListaTab2 () ;
bool empty () ;
9 unsigned int first ();
int front ();
11 unsigned int last ();
int back();
13 void push_ front(int e);
void push back(int e);
15 void pop_ front();
void pop_ back();
17 void insert (unsigned int p, int e);
void erase (unsigned int p);
19 unsigned int next(unsigned int p);
int& at(unsigned int p)

21}

Przedstawimy implementacje tylko wybranych operacji listy. Implementacje
pozostalych operacji zostawimy jako ¢wiczenie do samodzielnego zrobienia.
Na poczatku przyjrzyjmy sie, jak zmienig sie operacje next i at w naszej
ulepszonej implementacji:

Listing 2.37. Operacje next i at

unsigned int next(unsigned int p){
2 return (p+1)%rozmiar;

4
int& at(unsigned int p){
6 return dane[(poczatek+p)%rozmiar |;

}

Jak wida¢ indeks komorki tablicy, w ktérej znajduje sie element listy o po-
danej pozycji w liScie, mozna policzy¢ prostym wzorem.

Podstawowym celem prezentowanej modyfikacji tablicowej implementa-
cji listy jest przyspieszenie dzialania operacji pop_front i push_front.
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Listing 2.38. Operacje pop-front i push_front

1 void pop_ front (){

poczatek = next(poczatek);
3 liczba el ——;
}
void push front(int e){
7 if (liczba_ el = rozmiar)
insert (0,e);
9 else {
poczatek = (poczatek + rozmiar —1)%rozmiar;
11 dane [ poczatek] = e;
liczba el++;
3}
}

Zlozonosé czasowa tak zaimplementowanej operacji pop_front to w pesy-
mistycznym przypadku O(1). Pesymistyczna zlozonosé operacji push_front
to O(n) ze wzgledu na konieczno$¢ powiekszania od czasu do czasu tablicy
przechowujacej liste. Zamortyzowana zlozonosé tej operacji to O(1), a do-
wbd tego faktu jest analogiczny do dowodu zlozonosci operacji push_back
w poprzedniej implementacji listy.

Na zakonczenie pokazemy jeszcze implementacje operacji insert:

Listing 2.39. Operacja insert

void insert (unsigned int p, int e){

2 if (liczba el=—rozmiar){
int % pom = new int[2*rozmiar |;
4 for (unsigned int i=0;i<p;i++)
pom|[i]=at(i);
6 pom|[p]=e;
for (unsigned int i=p+1;i<=liczba_el;i++)
8 pom|[i]=at(i—1);
delete [] dane;
10 dane = pom;
rozmiarx=2;
12}
else {
14 for (i=liczba el;i>p;i—)
at(i)=at(i—1);
16 at(p) = e;

18 liczba el++;

}

Pesymistyczna zlozonosé czasowa operacji insert w naszej implementacji
wynosi O(n). Jest to zwiazane z koniecznoscig zrobienia miejsca dla wsta-
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wianego elementu, co wymaga przesuniecia w tablicy czesci elementéw listy.
Zauwazmy, ze w naszej implementacji wykorzystaliSmy wczesniej zdefinio-
wana metode at, ktérej uzycie znacznie uproscito implementacje funkcji.
Implementacje pozostatych operacji pozostawiamy czytelnikowi jako ¢éwi-
czenie.

W tabeli 2.2 podsumowujemy pesymistyczna ztozonosé czasows operacji
na lidcie zaimplementowanych przy pomocy tablicy. W nawiasach podano
ztozonosé amortyzowana tam gdzie sie ona r6zni od ztozonosci pesymistycz-
nej. Szczegblnie ciekawa jest ostatnia kolumna pokazujaca nieprzekraczal-
ne ograniczenia tablicowej implementacji listy. Nawet znajac maksymalny
potrzebny rozmiar tablicy i stosujac ,zawijana” implementacje listy nie je-
steSmy w stanie istotnie zmniejszy¢ zlozonosci czasowej operacji insert
i erase.

Tabela 2.2. Ztozonos¢ operacji w tablicowych implementacjach listy

operacja Prosta »Zawijana” »Zawijana”
implementacja | implementacja | implementacja
tablicowa tablicowa tablicowa
przy stalym
rozmiarze
tablicy
create 0(1) O(1) o(1)
empty o(1) 0(1) o(1)
first O(1) O(1) 0(1)
front 0O(1) O(1) 0(1)
last O(1) O(1) 0(1)
back 0O(1) O(1) 0(1)
push_front O(n) O(n) (0(1)) 0(1)
push_back O(n) (O(1)) O(n) (O(1)) 0(1)
pop_front O(n) 0(1) 0(1)
pop_back o(1) 0(1) o(1)
insert O(n) O(n) O(n)
erase O(n) O(n) O(n)
next O(1) O(1) 0(1)
at o(1) 0(1) o(1)

Zadanie 3. Zaimplementuj modyfikacje klasy ListaTab, w ktorej rozmiar
tablicy przechowujacej liste jest argumentem konstruktora
i nie ulega zmianie w trakcie uzywania obiektu tej klasy.

Zadanie 4. Zaimplementuj brakujace metody klasy ListaTab2 zawieraja-
cej ,zawijang” tablicowa implementacje listy.
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Zadanie 5. Zmodyfikuj operacje insert z listingu 2.39 w taki sposéb,
zeby robiac miejsce na nowy element przesuwala elementy
sprzed lub zza wstawianego elementu w zaleznosci od tego,
ktérych jest mniej.

2.3. Proste algorytmy sortujace

W tym rozdziale poznamy proste algorytmy operujace na listach. Be-
da to algorytmu sortujace, czyli algorytmy, ktére beda zmienialy kolejnosé
elementéw na lidcie w taki sposéb, zeby elementy wynikowej listy tworzyty
cigg niemalejacy. Inaczej méwiac wynikowa lista bedzie uporzadkowana we-
dhug zadanego porzadku. Niektérzy autorzy nazywaja sortowaniem dowolne
monotoniczne uporzadkowanie listy dopuszczajac w ten sposéb takze upo-
rzadkowanie nierosnace. Przy naszej, przyjetej za [7], definicji sortowania,
sortowanie nierosnace to sortowanie przy odwréconym porzadku.

Algorytmy, ktére poznamy w tym rozdziale sg proste, ale niezbyt efek-
tywne. Szybsze algorytmy sortujace czytelnik pozna w rozdzialach 4.1.1,
4.1.217.3.3.

W przypadku algorytméw sortujacych przyjeto sie uznawaé poréwny-
wanie elementow listy za operacje dominujaca. Dlatego szacujac ztozonoéé
przedstawionych algorytmoéw, oprocz liczby wszystkich operacji, bedziemy
zliczali takze liczbe poréwnan.

2.3.1. Sortowanie przez wybieranie

Algorytm sortowania przez wybieranie jest jednym z najprostszych i naj-
bardziej naturalnych algorytmoéw sortujacych. W algorytmie tym w nie-
posortowanej liScie wyszukujemy kolejne pod wzgledem wielkosci elementy
i przenosimy je po kolei do listy wynikowej. Przenoszone elementy usuwa-
my z listy wejéciowej, co oznacza, ze za kazdym razem w liScie wejSciowej
szukamy najwiekszego z pozostalych elementow.

Implementacje algorytmu sortowania przez wstawianie rozpoczniemy
od funkcji szukajacej pozycji najwiekszego elementu w podanej w argu-
mencie lidcie.

Listing 2.40. Sortowanie przez wybieranie

1 Pozycja Najwiekszy (Lista Wejscie){
3

5}
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W funkcji Najwiekszy bedziemy potrzebowali dwoch zmiennych: pom przyj-
mujacej jako wartosci pozycje kolejnych elementéw otrzymanej w argumen-
cie listy oraz max przechowujacej pozycje elementu listy o najwiekszej do-
tychczas znalezionej wartosci. Do zmiennych max i pom przypiszemy na po-
czatek pozycje pierwszego elementu listy.

Listing 2.41. Sortowanie przez wybieranie

1 Pozycja Najwiekszy (Lista Wejscie){
Pozycja pom, max;
3 pom = max = Wejscie. first ();

5

7}

Najwigkszego elementu listy bedziemy szukali przy pomocy petli while,
w ktérej zmienna pom bedzie przebiegaé pozycje kolejnych elementow listy.
Petla skonczy dzialanie, gdy zmienna pom dojdzie do pozycji ostatniego
elementu. Po zakoficzeniu petli wartoscia zmiennej max bedzie pozycja naj-
wieckszego elementu listy Wejscie:

Listing 2.42. Sortowanie przez wybieranie

1 Pozycja Najwiekszy (Lista Wejscie){
Pozycja pom, max;

3 pom = max = Wejscie. first ();
while (pom != Wejscie.last ()){

ot

}

9 return max;

Pozostalo nam jeszcze uzupelnienie wnetrza petli while. Na pewno musi sie
tam znalez¢ linia, w ktérej bedziemy zmienia¢ wartos¢ zmiennej pom tak,
zeby przyjmowata jako wartosci pozycje kolejnych elementow listy Wejscie.
Wykorzystamy do tego funkcje next. Ponadto dla kazdej wartosci zmiennej
pom (czyli w kazdym obrocie petli), musimy sprawdzié¢ czy element listy,
ktorego pozycje przechowuje pom, jest wiekszy od najwickszego dotychczas
znalezionego elementu listy (jezeli jest, to aktualizujemy warto$é zmiennej
max).
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Listing 2.43. Sortowanie przez wybieranie

Pozycja Najwiekszy (Lista Wejscie){
2 Pozycja pom, max;
pom = max = Wejscie. first ();
4 while(pom != Wejscie.last ()){
pom = Wejscie.next (pom)
6 if (Wejscie.at(max) < Wejscie.at (pom))
max = pom;
s}

return max;
10 }

Zauwazmy, ze najpierw zmieniamy warto$¢ zmiennej pom, a dopiero potem
sprawdzamy, czy na pozycji wskazywanej przez ta zmienna jest element
wiekszy lub réwny najwiekszemu dotychczas znalezionemu. Gdybyémy wy-
konywali te czynnosci w odwrotnej kolejnosci, to nie wzielibyémy pod uwage
wartosci ostatniego elementu listy.

Teraz zaimplementujemy funkcje sortujaca, ktéra bedzie wykorzystywa-
ta funkcje Najwiekszy. Funkcja ta dostanie jako argument nieposortowana
liste 1 zwroci jako wartos¢ posortowang liste o takich samych elementach.
Aby takie rozwiazanie dzialato poprawnie w jezyku C++, nalezy przeciazy¢
operator przypisania dla typu Lista.

Listing 2.44. Sortowanie przez wybieranie

Lista SelectionSort (Lista Wejscie){
2

W funkcji SelectionSort bedziemy potrzebowali dwéch zmiennych: Wyjscie,
ktéra bedzie przechowywala posortowana liste i ktéra na koniec zwrdcimy
jako warto$¢ funkceji oraz pom, ktéra bedzie przechowywala pozycje najwiek-
szego elementu w wejéciowej liscie.

Listing 2.45. Sortowanie przez wybieranie

1 Lista SelectionSort(Lista Wejscie){
Lista Wyjscie;
3 Pozycja pom;

5 return Wyjscie;

}
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Bedziemy przenosili elementy listy Wejscie do listy Wyjscie w petli while
tak dlugo, dopdki lista Wejscie nie bedzie pusta.

Listing 2.46. Sortowanie przez wybieranie

Lista SelectionSort (Lista Wejscie){
2 Lista Wyjscie;
Pozycja pom;
4 while (!Wejscie.empty()){

.

return Wyjscie;

5 }

W kazdym obrocie petli while wykonywamy trzy instrukcje: najpierw znaj-
dziemy najwiekszy w danym momencie element listy Wejscie przy pomocy
funkcji Najwiekszy, nastepnie wstawimy ten element do listy Wyjscie i usu-
niemy go z listy Wejscie.

Listing 2.47. Sortowanie przez wybieranie

Lista SelectionSort (Lista Wejscie){
2 Lista Wyjscie;
Pozycja pom;
4 while (!Wejscie.empty()){
pom = Najwiekszy (Wejscie);
6 Wyjscie.push front(Wejscie.at (pom));
Wejscie. erase (pom) ;
s}
return Wyjscie;

10 }

Teraz oszacujemy zlozonoéé czasowa funkcji SelectionSort. Zrobimy to
szacujac liczbe operacji dominujacych, czyli w tym wypadku poréwnan. FLat-
wo oszacowaé, ze wykonanie funkcji Najwiekszy dla listy o rozmiarze k
wymaga k — 1 poréwnan, za$ petla while w funkcji SelectionSort dla lis-
ty o rozmiarze n wykona sie n razy wywolujac za kazdym razem funkcje
Najwiekszy dla listy mniejszej o jeden niz w poprzednim obrocie petli.
W zwiazku z tym zlozonos¢ algorytmu sortujacego to:

(n—1)+(n—2)+...+1:g-(n—l),

a to jest O(n?). Gdybyémy, zamiast liczby poréwnan, szacowali liczbe wszyst-
kich wykonanych operacji, to przy typowych funkcjach poréwnujacych i do-
wolnej sensownej implementacji listy takze dostaliby$émy O(n?) jako ograni-
czenie na zlozono$é¢ czasowsq sortowania listy o rozmiarze n. Zauwazmy tez,
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ze ztozonoéé algorytmu sortowania przez wybieranie nie zalezy od kolejnosci
elementéw wejsciowej listy.

Na koniec pokazemy, jak zaimplementowaé algorytm sortowania przez wy-
bieranie nie korzystajac z operacji listy, ale operujac wprost na tablicy. Zale-
ta implementacji z listingu 2.48 jest m.in. to, ze sortuje ona elementy tablicy
,w miejscu” bez wykorzystywania tablicy pomocniczej do przechowywania
posortowanej listy.

Listing 2.48. Sortowanie przez wybieranie

void SelectionSort (Element Wejscie[]|, unsigned int rozmiar){
2 unsigned int max;
Element pom;

4  for (unsigned int i=rozmiar;i>1;i——){
max=0;

6 for (unsigned int j=1;j<i;j++)

if (Wejscie [max|<Wejscie[j])

8 max = j;
pom = Wejscie [max];

10 Wejscie [max] = Wejscie[i—1];
Wejscie [i—1]=pom;

12}

}

2.3.2. Sortowanie przez wstawianie

Podobnym algorytmem do algorytmu sortowania przez wybieranie jest
algorytm sortowania przez wstawianie. Tym razem bierzemy po kolei ele-
menty nieposortowanej listy i dodajemy je w odpowiednim miejscu nowej
posortowanej listy.

Nasza funkcja jako argument dostanie nieposortowang liste i zwrdci jako
wartos¢ liste posortowana.

Listing 2.49. Sortowanie przez wstawianie
1 Lista InsertSort(Lista Wejscie){

3

5}

Bedziemy potrzebowali dwu zmiennych: Wyjscie, ktérej uzyjemy do prze-
chowywania posortowanej listy i zwrécimy na koncu jako wartosé funkcji
oraz poz, ktéra bedzie przechowywala pozycje kolejnych elementéw listy
Wyjscie w trakcie wstawiania do niej nowych elementow.
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Listing 2.50. Sortowanie przez wstawianie

1 Lista InsertSort(Lista Wejscie){
Pozycja poz;
3 Lista Wyjscie;

7 return Wyjscie;

}

Funkcja InsertSort bedzie przenosita kolejne elementy listy Wejscie do po-
sortowanej listy Wyjscie tak dtugo, az nie przeniesie wszystkich elementow
listy Wejscie. Uzyjemy do tego petli while, ktora bedzie dziata¢ tak diugo,
dopdki lista Wejscie nie bedzie pusta.

Listing 2.51. Sortowanie przez wstawianie

Lista InsertSort (Lista Wejscie){
2 Pozycja poz;
Lista Wyjscie;
4 while (! Wejscie.empty () ) {

8 Wejscie.pop front();

}

10 return Wyjscie;

}

W kazdym obrocie petli while musimy odnalezé¢ miejsce w tablicy Wyjscie,
w ktérym nalezy wstawi¢ pierwszy element listy Wyjscie. Najpierw rozwa-
zymy przypadek w ktérym wstawiany element jest wiekszy lub réwny od
wszystkich elementéw listy Wyjscie.

Listing 2.52. Sortowanie przez wstawianie

1 Lista InsertSort(Lista Wejscie){
Pozycja poz;
3 Lista Wyjscie;
while (! Wejscie.empty () ) {
5 if (Wejscie.front () >= Wyjscie.back())
Wyjscie.push back(Wejscie. front ());

9 Wejscie.pop front();

}

11 return Wyjscie;
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Teraz mozemy zatozy¢, ze pierwszy element listy Wyjscie jest mniejszy od
ostatniego elementu listy Wyjscie. To zalozenie uprosci nam warunek w
petli while szukajacej miejsce w liScie Wyjscie, na ktore trzeba wstawié
pierwszy element listy Wejscie (mozemy zalozyé, ze znajdziemy to miejsce
przed dojéciem do konica listy Wyjscie).

Listing 2.53. Sortowanie przez wstawianie

Lista InsertSort(Lista Wejscie){

10
12
14
16

18}

Pozycja poz;
Lista Wyjscie;
while (! Wejscie.empty () ){
if (Wejscie.front () >= Wyjscie.back())
Wyjscie.push back(Wejscie. front ());
else {
poz = Wyjscie. first () ;
while (Wejscie. front () <= Wyjscie.at(poz))
poz = Wyjscie.next(poz);

}

Wejscie.pop front();

}

return Wyjscie;

Po wyjsciu z wewnetrznej petli while zmienna poz przechowuje pozycje
w liscie Wyjscie, na ktora nalezy wstawi¢ pierwszy element listy Wejscie.

Listing 2.54. Sortowanie przez wstawianie

Lista InsertSort(Lista Wejscie){

2

12

14

16 }

Pozycja poz;
Lista Wyjscie;
while (! Wejscie.empty () ){
if (Wejscie.front () >= Wyjscie.back())
Wyjscie.push back(Wejscie. front ());
else {
poz = Wyjscie. first () ;
while (Wejscie. front () <= Wyjscie.at (poz))
poz = Wyjscie.next (poz);
Wyjscie.insert (poz, Wejscie.front ());
}
Wejscie.pop front();

}

return Wyjscie;
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Pesymistyczna ztozonosé powyzszego algorytmu dla listy o dtugosci n wyno-
si O(n?). Wynika to z faktu, ze rozpoczynajaca si¢ w czwartej linii listingu
2.54 zewnetrzna petla while obraca si¢ n razy, natomiast w kazdym jej
obrocie wykonywanych jest O(n) poréwnan (taka jest liczba obrotéw we-
wnetrznej petli, taka tez jest liczba poréwnan w wewnetrznej petli). Taka
sama zlozonos¢ dostaniemy jezeli bedziemy zlicza¢ wszystkie kroki powyz-
szego algorytmu i to przy kazdej z poznanych implementacji listy. Nawet
przy takiej, w ktérej operacje push_back, pop_front lub insert maja
ztozonosé liniowa (kazda z tych operacji wykonamy co najwyzej n razy).
Srednia zlozonoéé algorytmu sortowania przez wstawianie (przy takim sa-
mym prawdopodobienstwie wystapienia wszystkich permutacji listy) jest
taka sama, jak jego ztozono$é pesymistyczna, czyli wynosi O(n?). Nieza-
leznie od tego czas dziatania algorytmu sortowania przez wstawianie zalezy
Scidle od sortowanej permutacji. Zauwazmy, ze w przypadku sortowania listy
uporzadkowanej odwrotnie niz tego chcemy, ztozono$é powyzszego algoryt-
mu jest liniowa (o ile zastosujemy implementacje listy, w ktorej ztozonosé
operacji pop_front jest stala, za$ ztozonosé¢ operacji insert jest O(b), gdzie
b jest odlegloscig wstawianego elementu od poczatku listy — warunek ten w
oczywisty sposéb spetniaja listy wskaznikowe, gdyz ztozonosé obu rozwaza-
nych operacji wynosi O(1)). Dzieje sie tak, gdyz w takiej sytuacji program
ani razu nie wejdzie do wewnetrznej petli while.

Teraz zobaczymy jak zaimplementowaé¢ omawiany algorytm tak by sor-
towal jednokierunkowsg list wskaznikowa bez glowy nie uzywajac operacji
listy.

Listing 2.55. Sortowanie przez wstawianie — lista wskaznikowa

struct Lista {
2 Element el;
Lista * next;

4 };

6 Listax InsertSort(Lista = Wejscie){
Lista * Wyjscie = NULL, poml,pom2;
8 while(Wejscie != NULL){
if (Wyjscie = NULL) {

10 Wyjscie = Wejscie;
Wejscie = Wejscie—>next;

12 Wyjscie—>next = NULL:

14 else if (Wejscie—>el < Wyjscie—>el) {
poml1=Wyjscie;

16 Wyjscie = Wejscie;
Wejscie = Wejscie—>next;

18 Wyjscie—>next = poml;
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20 else {
poml = Wyjscie;
22 while ((poml—>next!=NULL)&&
(poml—>next—>el < Wejscie—>el))
24 poml = poml—>next;
pom2 = poml—>next;
26 poml—>next = Wejscie;
Wejscie = Wejscie—>next ;
28 poml—next—>next = pom?2;
}
30}

return Wyjscie;

32 }

Ponizej przedstawiamy funkcje sortujaca ,w miejscu” otrzymana tablice
przy pomocy algorytmu sortowania przez wstawianie. Posortowana juz czes¢
listy jest przechowywana w poczatkowej czedci tablicy, zas jej czesé niepo-
sortowana jest przechowywana na konicu tablicy. W kazdym obrocie gléwnej
petli algorytmu usuwamy pierwszy element znajdujacy sie w nieposortowa-
nej czedci listy i wstawiamy go w odpowiednie miejsce czeSci posortowanej.
Szukajac miejsca dla elementu przenoszonego z nieposortowanej czesci lis-
ty do czesci posortowanej, zamieniamy go z jego kolejnymi poprzednikami
tak dtugo, dopdki nie znajdzie sie¢ on w odpowiednim miejscu. W kazdym
obrocie zewnetrznej petli cze$¢ posortowana zwieksza sie o jeden, a czesé
nieposortowana zmniejsza o jeden.

Listing 2.56. Sortowanie przez wstawianie — tablica

void InsertSort (Element tab[], unsigned int n){
2 unsigned int i,j,k;
Element pom;
4 for(i=1lji<n;i++){

pom=tab [i];
6 for (j=1i;(j>0)&&(tab[j—1]>pom) ;j——)
tab[j]=tab[j —1];
8 tab [ j]=pom;

}
10 }

Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do dwu poprzednich implementacji sor-
towania przez wstawianie, powyzsza funkcja dziala w czasie liniowym dla
listy bliskiej posortowanej (w poprzednich implementacjach taka ztozonosé
programy osiggaly dla danych w odwrotnej kolejnosci).
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2.3.3. Sortowanie bgbelkowe

Ostatnim z prostych algorytméw sortujacych, ktéry zaprezentujemy
w tym rozdziale jest algorytm sortowania babelkowego. Polega on na po-
réwnywaniu ze soba kolejnych par elementéw (pierwszego z drugim, drugie-
go 7z trzecim itd.) i zamienianiu ich miejscami w przypadku, gdy pierwszy
element z pary jest wiekszy. Latwo zauwazy¢, ze po jednej takiej serii po-
réwnan na koncu listy znajdzie sie jej najwiekszy element, po dwéch seriach
poréwnan na przedostatnim miejscu pojawi sie drugi co do wielkosci element
itd., az po co najwyzej n — 1 seriach poréwnan n-elementowa lista bedzie
juz posortowana.

Algorytm sortowania babelkowego jest jednym z najprostszych do imple-
mentacji algorytmoéw sortujacych tablice. Jezeli jednak chcemy posortowaé
liste uzywajac jedynie standardowych operacji listy, to implementacja sie
komplikuje. Dlatego tym razem zaczniemy od wersji sortujacej zawarto$é
zwyktej tablicy, a na koniec zobaczymy, ze sortowanie babelkowe mozna
zaimplementowaé takze operujac wylacznie na standardowych operacjach
na listach.

Nasza funkcja sortujaca jako argumenty otrzyma tablice oraz jej rozmiar
i posortuje ,,w miejscu” otrzymana w argumencie tablice. W zwiazku z tym
implementowana funkcja nie bedzie zwracala zadnej wartosci.

Listing 2.57. Sortowanie babelkowe

void BubleSort (Element Wejscie[|] , unsigned int rozmiar){
2

W funkcji BubleSort bedziemy potrzebowali zmiennej pomocniczej, kto-
ra umozliwi nam zamiane warto$ciami sasiednich elementéw tablicy.

Listing 2.58. Sortowanie babelkowe

1 void BubleSort (Element Wejscie [|, unsigned int rozmiar){
Element pom;
3

Zasadnicza czescig algorytmu sg dwie zagniezdzone w sobie petle for. Zmien-
na sterujaca zewnetrznej petli bedzie przyjmowala jako wartos¢ indeks ostat-
niego elementu nieposortowanej czeéci tablicy.
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Listing 2.59. Sortowanie babelkowe

void BubleSort (Element Wejscie[], unsigned int rozmiar){
2 Element pom;
for (unsigned int i = rozmiar —1;i >0;i——)
4
6
}

Zmienna sterujaca w wewnetrznej petli bedzie przebiegaé po wartoéciach
od 0 do 7 — 1 (czyli po indeksach pierwszych elementéw kolejnych par).

Listing 2.60. Sortowanie babelkowe

1 void BubleSort (Element Wejscie [] , unsigned int rozmiar){
Element pom;
3 for (unsigned int i = rozmiar —1;i>0;i——)

for (unsigned int j=0;j<i;j++)

W wewnetrznej petli zamieniamy miejscami wartosci w kolejnych komor-
kach tablicy, jezeli zakl6caja one porzadek, do ktorego dazymy (czyli jezeli
pierwszy element w parze jest wiekszy od drugiego).

Listing 2.61. Sortowanie babelkowe

void BubleSort (Element Wejscie[|, unsigned int rozmiar){
2 Element pom;
for (unsigned int i=rozmiar —1;i >0;i——)

4 for (unsigned int j=0;j<i;j++)

if (Wejscie|j]>Wejscie[j+1]){
6 pom=Wejscie[j |;

Wejscie [ j]|=Wejscie[j+1]

8 Wejscie [ j+1]=pom;

}
0 }

Z1ozonoéé algorytmu sortowania babelkowego to O(n?) i nie zalezy ona w za-
implementowanej przez nas wersji tego algorytmu od sposobu uporzadko-
wania elementéw nieposortowane;j listy.

Pierwszym usprawnieniem, ktére mozemy wprowadzi¢ w naszym algo-
rytmie jest sprawdzanie, czy w danym obrocie zewnetrznej petli jakies dwa
elementy zostaly zamienione miejscami. Jezeli zadne dwa elementy nie zo-
staly zamienione, to oznacza, ze lista jest juz posortowana. Do sprawdzenia
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faktu, czy zostala dokonana jaka$ zamiana, wykorzystamy zmienna logicz-
ng zamienilem, ktorej warto$¢ bedzie zmieniana po wejsciu do operacji if
(czyli przy kazdej zamianie miejscami elementéw). Aby nasze rozwiazanie
zadziatato, musimy umiesci¢ zmienng zamienilem w warunku zewnetrznej
petli for oraz resetowaé jej warto$é¢ (nadawaé jej wartosé¢ false) przed kaz-
dym wejéciem do wewnetrznej petli.

Listing 2.62. Sortowanie babelkowe

void BubleSort (Element Wejscie[], unsigned int rozmiar){

2 Element pom;
bool zamienilem = true;
4+ for (unsigned int i=rozmiar —1;(i>0)&&(zamienilem) ;i——){
zamienilem = false;
6 for (unsigned int j=0;j<i;j++)
if (Wejscie[j]>Wejscie[j+1]){
8 pom=Wejscie[j |;
Wejscie [ j]|=Wejscie[j+1]
10 Wejscie [ j+1]=pom;
zamienilem = true;
12 }
}
14 }

Innym usprawnieniem, ktére mozemy wprowadzié¢, jest szybsze ogranicza-
nie zakresu wartosci, jakie przebiega zmienna sterujaca wewnetrznej petli
(zmienna j). Zauwazmy, ze jezeli w ktérym$ z wykonan wewnetrznej pe-
tli ostatnia para, dla ktérej dokonamy zamiany, jest para elementéw o in-
deksach (x,z + 1), to oznacza, ze po tej zamianie od elementu o indeksie
x+ 1 az do swojego konca lista osiggnela juz ostateczny ksztatt. W zwiazku
z powyzszym bedziemy zapamietywali miejsce ostatniej zamiany w zmien-
nej ost_zamiana i na koniec kazdego obrotu zewnetrznej petli przypisywali
ta wartos¢ zmiennej i. W nowej wersji nie bedziemy juz potrzebowali zmien-
nej zamienilem i bedziemy mogli uprosci¢ warunek w zewnetrznej petli for
(w przypadku, gdy w ktérym$ wykonaniu wewnetrznej petli for nie do-
konamy zadnej zamiany, zmienna i bedzie miata wartosé¢ 0 i wyjdziemy z
zewnetrznej petli).

Listing 2.63. Sortowanie babelkowe

void BubleSort (Element Wejscie[|, unsigned int rozmiar){
2 Element pom;
unsigned int ost zamiana;
4 for (unsigned int i=rozmiar —1;(i>0);i——){
ost zamiana — O0;
6 for (unsigned int j=0;j<i;j++)
if (Wejscie[j]>Wejscie[j+1]){
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8 pom=Wejscie[j |;

Wejscie [ j]=Wejscie[j+1]
10 Wejscie [ j+1]=pom;

ost zamiana = j+1;
12 }

i—ost _zamiana;
4}
}

Zauwazmy, ze gdybysSmy w jedenastej linii powyzszego kodu do zmiennej
ost_zamiana przypisywali j zamiast j+1, to potem nie potrzebowaliby$my
zmniejsza¢ w zewnetrznej petli wartoéci zmiennej i. Ponizej nieco uprosz-
czony kod, w ktérym zewnetrzna petle for zastapilismy petla while.

Listing 2.64. Sortowanie babelkowe

1 void BubleSort (Element Wejscie[|, unsigned int rozmiar){
Element pom;

3 unsigned int ost zamiana;
unsigned int i=rozmiar —1;

5  while (i>0){

ost zamiana = 0;
7 for (unsigned int j=0;j<i;j++)
if (Wejscie[j]>Wejscie[j+1]){
9 pom=Wejscie[j |;
Wejscie[j]|=Wejscie[j+1]
11 Wejscie [ j+1]=pom;
ost zamiana = j;
13 }
i=ost zamiana;
5}
}

Dokonane przez nas modyfikacje algorytmu sortowania bgbelkowego moga
w wielu przypadkach znacznie przyspieszyé¢ dziatanie algorytmu. Niestety
jego pesymistyczna i $rednia ztozonosé czasowa dla listy o dtugosci n wciaz
wynosi O(n?). Co wiecej algorytm sortowania babelkowego dziata w czasie
O(n?) nawet dla prawie posortowanych danych, jezeli ktéry$ z najmniej-
szych elementéw listy znajduje sie blisko jej konca (na przyklad dla listy
2,3,4,...,n,1 algorytm bedzie potrzebowat % poréwnan).

Na koniec pokazemy, jak zaimplementowaé algorytm sortowania babel-
kowego wylacznie przy pomocy operacji listy. Tym razem do funkcji prze-
kazemy referencje do sortowanej listy i dzieki temu funkcja sortujaca nie
bedzie musiata zwracaé¢ wartosci.
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Listing 2.65. Sortowanie babelkowe

void BubleSort (Lista& Wejscie){
2 Element pom;
Pozycja ost zamiana, poz, koniec=Wejscie.last ();
4 while (koniec!=Wejscie. first ()){

ost _zamiana = Wejscie. first () ;
6 for (poz = Wejscie. first (); poz != koniec ;
poz=Wejscie.next (poz))
8 if (Wejscie.at(poz)>Wejscie.at(Wejscie.next(poz))){
pom=Wejscie . at (poz);
10 Wejscie. at (poz)=Wejscie.at ( Wejscie.next (poz))
Wejscie.at (Wejscie.next (poz) )=pom;
12 ost zamiana = poz;
}
14 koniec = ost_zamiana;
}
16 }

Zlozonos¢ powyzszego algorytmu bedzie podobna dla kazdej rozsadnej im-
plementacji listy.

Zadanie 6. Napisz funkcje, ktéra dowolnym algorytmem sortuje malejaco
(czyli tak, zeby elementy listy byly ulozone od najwiekszego
do najmniejszego) otrzymana w argumencie tablice liczb.

Zadanie 7. Napisz funkcje, ktéra dostaje jako argument liste par liczb
i sortuje otrzymang liste w pierwszej kolejnosci rosnaco
po pierwszej z liczb, a w drugiej kolejnosci (w przypadku réw-
nych pierwszych liczb) malejaco po drugiej z liczb.

2.4. Kolejka, stos, kolejka priorytetowa

Na koniec tego rozdziatu zaprezentujemy trzy proste abstrakcyjne struk-
tury danych, ktore mozemy tatwo zaimplementowaé¢ wykorzystujac do tego
celu listy.

2.4.1. Kolejka

Kolejka to rodzaj listy umozliwiajacy dodawanie elementéw na jednym
koncu listy, a czytanie i usuwanie elementéw na drugim koncu listy. Kolejke
nazywamy tez lista FIFO (z ang. first in first out). Podstawowe operacje
na kolejce to:

— create — tworzy pusta kolejke,
— empty(Queue) — zwraca warto$¢ true, jezeli kolejka Queue jest pusta
i false w przeciwnym przypadku,
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— push(Queue,e) — wstawia element e na konicu kolejki Queue,
— front (Queue) — zwraca pierwszy element kolejki Queue,
— pop(Queue) — usuwa pierwszy element kolejki Queue,

Jezeli przyjrzymy si¢ powyzszym operacjom, od razu widzimy,
ze sa to po prostu wybrane operacje listy. W zwiazku z tym tatwo jest
zaimplementowaé kolejke uzywajac dowolnej gotowej implementacji listy.

Listing 2.66. Naglowek klasy Queue

class Queue {

2 private:
List Lista;

4 public:
bool empty () ;

6 void push(Element e);
Element front ();

8 void pop();

i

W powyzszej implementacji nie potrzebujemy metody create, gdyz zaste-
puje ja domyslny konstruktor klasy Queue. Prywatne pole Lista jest typu
List, o ktérym zakladamy, ze jest implementacja listy. Operacje kolejki
beda bardzo proste, gdyz beda polegaly wylacznie na uruchomieniu odpo-
wiednich metod klasy List.

Listing 2.67. Metody klasy Queue

1 bool Queue::empty(){
return Lista.empty ()
3}

5  void Queue:: push(Element e){
Lista.push back(e);
T}

9  Element Queue:: front (){
return Lista.front();

i}

13 void Queue::pop(){
Lista.pop_front ()

5}

Zlozono$¢ poszczegdlnych operacji zalezy od sposobu implementacji listy.
Jezeli liste zaimplementujemy przy pomocy listy wskaznikowej, to wszystkie
operacje kolejki beda mialy pesymistyczng zlozonos¢ stala. W przypadku
implementacji listy przy pomocy ,zawijanej” tablicy operacja push_back
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bedzie miala pesymistyczng ztozonoéé¢ liniowa, ale zamortyzowana ztozo-
noé¢ stata. Najmniej efektywna bedzie zwykla tablicowa implementacja li-
sty, gdyz wtedy zlozonos¢ operacji pop_front bedzie liniowa zaréwno w
pesymistycznym jak i zamortyzowanym przypadku.

Zadanie 8. Zaimplementuj kolejke bez korzystania z gotowych implemen-
tacji listy.

2.4.2. Stos

Kolejng abstrakcyjng struktura danych, bedaca rodzajem listy z ograni-
czonym zbiorem dostepnych operacji jest stos. Tym razem jest to struktura,
w ktorej wszystkich operacji dokonujemy na jednym koncu listy. Stos nazy-
wamy tez lista LIFO (z ang. last in first out). Podstawowe operacje na stosie
to:

— create — tworzy pusty stos,

— empty(Stack) — zwraca true, jezeli stos Stack jest pusty i false w prze-
ciwnym przypadku,

— push(Stack, e) — poldz na stosie Stack (wstaw na koniec listy) element

e?

— top(Stack) — zwraca wartos¢ z wierzchu stosu Stack (ostatni elementu
listy),

— pop(Stack) — zdejmuje element z wierzchu stosu Stack (usuwa ostatni
element listy).

Podobnie jak w przypadku kolejki do implementacji stosu uzyjemy listy:

Listing 2.68. Nagtowek klasy Stack

1 class Stack {
private:
3 List Lista;
public:
5  bool empty();
void push(Element e);
7 Element top();
void pop () ;

9 };

Podobnie jak w przypadku listy, wszystkie operacje na stosie odpowiadaja
jakims$ operacjom na liscie:

Listing 2.69. Metody klasy Stack

1 bool empty() {
return Lista.empty () ;
s}
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5  void push(Element e){
Lista.push back(e);
T}

9  Element top(){
return Lista.back();

11 }

13 void pop(){
Lista.pop_back();
15}

Tym razem uzywajac tablicowej implementacji listy, zaréwno zwyklej,
jak i ,zawijanej” dostajemy ta samg ztozonos¢ operacji na liscie. W obu tych
implementacjach operacje empty, top oraz pop maja pesymistyczna zlozo-
noé¢ stata, natomiast operacja push ma pesymistyczna zlozonosé liniowa
i zamortyzowang zlozonos¢ stala. Natomiast aby osiagnac¢ stala zlozonosé
czasowa wszystkich operacji przy implementacji listy za pomoca listy wskaz-
nikowej powinniémy operowaé¢ na poczatku listy zamiast jej konca (czyli
uzywac operacji push_front, front i pop_front zamiast push_back, back
i pop_back) lub uzy¢ listy dwukierunkowe;j.

Zadanie 9. Zaimplementuj stos bez korzystania z gotowej implementacji
listy.
Zadanie 10. Napisz program, ktéry wezytuje ze standardowego wejscia licz-
be n oraz n liczb calkowitych i wypisuje na standardowym
wyjéciu wezytane liczby w odwrdconej kolejnosci.

2.4.3. Kolejka priorytetowa

Kolejka priorytetowa jest struktura danych, w ktoérej z kazdym elemen-
tem powigzana jest dodatkowa warto$é¢ nazywana priorytetem. O miejscu
poszczegblnych elementéw w strukturze decyduje nie kolejno$é¢ dodawania
ich do struktury, ale priorytety. Kolejka priorytetowa udostepnia nastepu-
jace operacje:

— create — tworzy pusta kolejke priorytetowa,

— empty(PriorityQueue) —zwraca true jezeli kolejka PriorityQueue jest
pusta, i false w przeciwnym przypadku,

— push(PriorityQueue,e,p) — wstawia do kolejki PriorityQueue ele-
ment e o priorytecie p,

— pop(PriorityQueue) — usuwa z kolejki PriorityQueue element o naj-
wyzszym priorytecie,
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— top(PriorityQueue) — zwraca wartos¢ elementu kolejki PriorityQueue
0 najwyzszym priorytecie.

Co prawda kolejka priorytetowa nie jest po prostu rodzajem zwyktej lis-
ty, ale mozemy ja zaimplementowac¢ uzywajac listy. W niniejszym rozdziale
zobaczymy dwie implementacje kolejki priorytetowej. Pierwsza, w ktorej
elementy kolejki sa przechowywane w nieuporzadkowanej liscie (pozwala
to na szybkie wstawianie elementéw do kolejki, ale wymaga wiecej czasu
przy wyszukiwaniu elementu o najwiekszym priorytecie i jego usuwaniu)
oraz druga, w ktorej kolejke przechowujemy w liScie posortowanej wzgle-
dem priorytetéw (w tej wersji wiecej czasu zabiera wstawianie elementéw
do kolejki, ale za to operacje top i pop mozemy wtedy wykonaé w czasie
stalym). W rozdziale 7.3.2 poznamy najbardziej popularna implementacje
kolejki priorytetowej — implementacje przy pomocy kopcéw.

Pierwsza zobaczymy implementacje kolejki przy pomocy listy nieposor-
towanej. W tej implementacji uzyjemy lekko zmodyfikowanej funkcji
Najwiekszy z listingu 2.43 oraz typu Element_kol, ktéry bedzie struktura
zawierajaca zaréwno przechowywany element, jak i jego priorytet.

Listing 2.70. Nagtéwek klasy PriorityQueueUnsorted

1 class PriorityQueueUnsorted {
private:
3 struct Element kol{
Element el;
5 unsigned int priorytet;
Element kol(Element e, unsigned int p):el(e),
7 priorytet (p){}
}s
9 List Lista;
Pozycja Najwiekszy () ;
11 public:
bool empty () ;
13 void push(Element e, unsigned int p);
Element top () ;
15 void pop();

}s

Zakladamy, ze elementy prywatnego pola Lista beda typu Element_kol.
Prywatna metoda Najwiekszy bedzie réznita sie od funkcji o tej samej
nazwie z listingu 2.43 tym, ze bedzie szukata najwigkszego elementu zawsze
tej samej listy przechowywanej w polu Lista i ze przy wyszukiwaniu bedzie
brala pod uwage wylacznie warto$¢ pola priorytet:
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Listing 2.71. Operacja Najwickszy

Pozycja PriorityQueueUnsorted :: Najwiekszy (){
2 Pozycja pom, max;
pom = max = Wejscie. first () ;
4+ while(pom != Wejscie.last ()){

pom = Wejscie.next (pom)
6 if (Wejscie.at(max).priorytet <Wejscie.at(pom).priorytet)
max = pom;
s}
return max;
10 }

Majac zaimplementowang metode Najwiekszy implementacja pozostatych
metod jest prosta:

Listing 2.72. Metody klasy PriorityQueueUnsorted

bool PriorityQueueUnsorted ::empty () {
2 return Lista.empty () ;

}

void PriorityQueueUnsorted :: push(Element e,
6 unsigned int p){
Lista.push back(Element kol(e,p));
8}

10 Element PriorityQueueUnsorted ::top(){
return Lista.at (Najwiekszy ()).el;

12}

14 void PriorityQueueUnsorted :: pop () {
Lista.erase(Najwiekszy ());

16}

Zlozonosé poszczegdlnych operacji w powyzszej implementacji kolejki prio-
rytetowej jest podobna dla typowych implementacji listy. Operacje top i pop
maja zlozonoéé¢ liniowa zaréwno przy tablicowej implementacji listy, jak i
w implementacji listy przy pomocy listy wskaznikowej (o ile, w tej imple-
mentacji pamietamy wskaznik na ostatni element listy, w innym przypadku
metoda Najwiekszy, a co za tym idzie operacje top i pop, maja zlozonosé
kwadratowa). Operacja push ma pesymistyczna zlozono$¢ stala w przypad-
ku list wskaznikowych i liniowa w przypadku list implementowanych przy
pomocy tablic. W tym drugim przypadku zlozonos¢ zamortyzowana operacji
push jest stala.

Jako druga przedstawimy implementacje kolejki priorytetowej przy wy-
korzystaniu posortowanej listy. Deklaracja klasy bedzie podobna jak w przy-



54 2. Struktury danych, abstrakcyjne typy danych, listy

padku posortowanej listy, z ta réznica, ze tym razem nie bedziemy potrze-
bowali pomocniczej funkcji Najwiekszy.

Listing 2.73. Naglowek klasy PriorityQueueSorted

class PriorityQueueSorted {
2 private:
struct Element kol{

4 Element el;
unsigned int priorytet;
6 Element kol(Element e, unsigned int p):el(e),
priorytet (p){}
8 s
List Lista;
10 public:

bool empty () ;

12 void push(Element e, unsigned int p);
Element top();

14 void pop();

} )

Zakladamy, ze zmienna Lista zawiera elementy kolejki priorytetowej upo-
rzadkowane nierosnaco ze wzgledu na priorytety. W takiej sytuacji operacje
top i pop sa bardzo proste:

Listing 2.74. Operacja empty, top i pop

1 bool PriorityQueueSorted ::empty (){
return Lista.empty () ;
s}

Element PriorityQueueSorted ::top () {
return Lista.front ();
T}

o

9 void PriorityQueueSorted ::pop(){
Lista.pop front();

i}

W operacji push mozemy wykorzystaé¢, po niewielkich zmianach, fragment
kodu algorytmu sortowania przez wstawianie:

Listing 2.75. Operacja push

1 void PriorityQueueSorted :: push(Element e, unsigned int p){
if (e >= Lista.back().priorytet)

3 Lista.push back(Element kol(e,p));
else {
5 Pozycja poz = Lista. first ();

while(p < Lista.at(poz).priorytet))
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7 poz = Lista.next(poz);
Lista.insert (poz, Element kol(e,p));
o}

}

Ze wzgledu na konieczno$¢ przejrzenia w najgorszym przypadku catej lis-
ty, przy dowolnej z poznanych implementacji listy pesymistyczna ztozono$é
operacji push jest liniowa. Mniejsza zlozonos¢ maja operacje empty, top
i pop. Przy implementacji listy za pomoca listy wskaznikowej lub w ,zawi-
janej” implementacji tablicowej zlozono$¢ tych operacji to O(1).

Kolejke priorytetowa mozna wykorzysta¢ do sortowania listy. Wystar-
czy umiedci¢ wszystkie elementy listy w kolejce priorytetowej z prioryte-
tami réwnymi ich wartosci i potem pobieraé¢ je w posortowanej kolejnosci
operacja top. Jezeli do sortowania uzyjemy kolejki priorytetowej zaimple-
mentowanej przy pomocy listy nieuporzadkowanej, to jako wynik dosta-
niemy algorytm podobny do algorytmu sortowania przez wybieranie. Jezeli
za$ uzyjemy kolejki priorytetowej zaimplementowanej przy pomocy listy
posortowanej, to w efekcie dostaniemy algorytm przypominajacy algorytm
sortowania przez wstawianie.

Zadanie 11. Zaimplementuj kolejke priorytetows nie wykorzystujac goto-
wych implementacji listy.

Zadanie 12. Zaimplementuj funkcje sortujaca podang w argumencie liste
przy pomocy kolejki priorytetowe;j.
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3. Przeszukiwanie wyczerpujace

Wszelkie dane sa zapisywane na komputerach w postaci ciagéw zer i je-
dynek. W szczegdlnosci rozwiazania wszelkich probleméw obliczeniowych
to z punktu widzenia komputera skonczone ciggi zer i jedynek, do tego
zwykle o ograniczonym z géry rozmiarze. Stad pomyst, zeby sprébowaé roz-
wigzywacé problemy obliczeniowe poprzez sprawdzenie wszystkich mozliwych
ciagoéw zer i jedynek nie dtuzszych niz k, gdzie k jest pewna wartoscia zalez-
na od rozmiaru danych wejsciowych i struktury problemu. Wazne, zeby$my
potrafili szybko sprawdzi¢, czy dany ciag zer i jedynek jest rozwigzaniem
danego problemu.

Cho¢ rozwigzywanie probleméw algorytmicznych poprzez implementacje
przeszukiwania wszystkich mozliwoéci moze wydawaé sie bardzo nieefek-
tywne, to w wielu przypadkach nie znamy istotnie lepszego rozwiazania.
Tym bardziej, ze czesto poprzez analize problemu jesteSmy w stanie znacz-
nie ograniczy¢ zbiér potencjalnych rozwigzan, ktére musimy rozwazyc¢.

3.1. Przeszukiwanie wszystkich mozliwosci

Umiejetnosé generowania wszystkich potencjalnych rozwigzan jest waz-
na czescia warsztatu kazdego programisty. W tym rozdziale przyjrzymy sie
temu, jak mozna generowaé¢ podstawowe obiekty kombinatoryczne.

3.1.1. Elementy iloczynu kartezjanskiego

Chyba najprostszymi obiektami kombinatorycznymi sa elementy iloczy-
nu kartezjanskiego. Iloczyn kartezjanski dwoch zbioréw X oraz Y ozna-
czymy przez X x Y i definiujemy jako zbiér wszystkich par (z,y) takich,
ze x € X iy € Y. lloczyn trzech zbioréw X X Y x Z definiujemy jako
ztozenie dwéch iloczynéw kartezjanskich X x (Y x Z) itd.

Aby wygenerowaé wszystkie liczby catkowite z zakresu domknietego od p
do k najprosciej jest uzy¢ petli for takiej jak w ponizszym listingu.

Listing 3.1. Generowanie wszystkich liczb z okreslonego zakresu

for (int i=p; i<=k;i++){
2

//tutaj jest miejsce na zrobienie z i tego
4 //co chcemy zrobic
//z kazda liczba z zakresu od p do k

Jezeli chcemy wygenerowac¢ wszystkie mozliwe pary liczb, takie ze pierw-
sza liczba jest z domknigtego przedziatu od p1 do k1, za$ druga liczba jest
z zakresu od p2 do k2, to mozemy to zrobié¢ za pomocg petli w petli:
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Listing 3.2. Generowanie wszystkich par

1 for (int i=pl; i<=kl;i++)
for (int j=p2;j<k2;j++){
3

5 //tutaj jest miejsce na zrobienie z para (i,j)
//tego co chcemy zrobic
7 //z kazda para liczb z odpowiednich zakresow
}

Stosujac dalej ta metode, chcac generowaé wszystkie elementy iloczynu
kartezjanskiego k zbioréw, musimy uzy¢ k petli. Dla duzych k jest to nie-
wygodne, a w przypadku, gdy k nie jest stala znana w momencie pisania
programu, to uzycie powyzszej metody jest niemozliwe.

Innym sposobem generowania wszystkich elementéw iloczynu kartezjan-
skiego jest zdefiniowanie funkcji, ktora dla podanego w argumencie elementu
iloczynu kartezjanskiego generuje nastepny element w jakiej$ ustalonej ko-
lejnosci. W naszym przypadku bedzie to kolejnosé leksykograficzna, czyli
uogdlniona kolejnosé alfabetyczna, w ktérej porownujac dwa ciagi najpierw
poréwnujemy ich pierwsze elementy, w przypadku, gdy sa réwne, porownu-
jemy drugie elementy itd.

Stworzymy dwie funkcje, Pierwszy, ktéra nadaje podanej w argumen-
cie zmiennej wartos¢ elementu pierwszego w kolejnosci leksykograficznej
i Nastepny, ktéra zmienia warto$¢ podanej w argumencie zmiennej na ko-
lejng w kolejnoéci leksykograficznej. Dla ostatniej leksykograficznie wartosci
funkcja Nastepny wygeneruje pierwsza leksykograficznie warto$é. Zacznie-
my od najprostszego przypadku, czyli od pojedynczej zmiennej. Zaktadamy,
ze przyjmuje ona wartosci z przedzialu od p do k oraz, ze p i k sg zmiennymi
globalnymi.

Listing 3.3. Generowanie wszystkich liczb z zakresu

void Pierwszy (int& wart){
2 wart = p;
}
4
void Nastepny (int& wart){
6 if (wart = k)
wart = p;
8 else
wart+4-+;

10 }

W powyzszym programie uzyliémy referencji, aby zmieni¢ warto$¢ zmiennej
podanej jako argument. Bardziej naturalnym rozwiazaniem byloby zapew-
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ne, gdyby funkcje Pierwszy i Nastepny po prostu zwracaly wartos¢ odpo-
wiednio pierwszego lub nastepnego elementu przedziatu. Jednak w przypad-
ku uzywania struktur z dynamicznie alokowanymi tablicami (a bedziemy
za chwile takich uzywaé), wymagaloby to od nas przeciazania operatora
przypisania.

Teraz zaimplementujemy funkcje, ktére mozna wykorzysta¢ do genero-
wania wszystkich par elementéw z dwoch przedzialéw. Do przechowywania
par bedziemy potrzebowali specjalnego typu.

Listing 3.4. Typ do przechowywania pary

struct paraf{
2 int pierwsza, druga, pl, p2, kl, k2;

}s

Pola p1, p2, k1 i k2 oznaczaja odpowiednio poczatki i konice przedziatu,
z ktorego pochodza pierwsza i druga wartos¢ pary.

Poniewaz bedziemy generowaé pary w porzadku leksykograficznym, to pierw-

szg para bedzie para poczatkowych wartosci obu przedziatdéw:

Listing 3.5. Generowanie wszystkich par

1 void Pierwszy (para& wart){
wart . pierwsza = wart.pl;
3 wart.druga = wart.p2;

}

Generujac nastepng pare bedziemy uzywali algorytmu podobnego do al-
gorytmu inkrementacji liczby zapisanej w dowolnym systemie pozycyjnym.
Najpierw bedziemy prébowali zwigkszy¢ o jeden druga liczbe.

Listing 3.6. Generowanie wszystkich par

void Nastepny (para& wart){
2 if (wart.druga < wart.k2)
wart . druga++;

Jezeli nie mozemy zwiekszy¢ drugiej liczby pary, gdyz ma warto$é k2, to na-
dajemy jej wartosé p2 i probujemy zwiekszy¢ o jeden pierwszg liczbe.

Listing 3.7. Generowanie wszystkich par

1 void Nastepny (para& wart){
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if (wart.druga < wart.k2)

3 wart . druga+-+;
else {
5 wart .druga = wart.p2;
if (wart.pierwsza < wart.kl)
7 wart . pierwsza-++;
9
i}
}

Jezeli pierwsza liczba tez ma maksymalng dopuszczalng wartodé, to na-
dajemy jej wartos¢ wart.pl (to jest przypadek, gdy jako argument otrzy-
malisémy ostatnig leksykograficznie pare i generujemy pare pierwsza leksy-
kograficznie).

Listing 3.8. Generowanie wszystkich par

void Nastepny (para& wart){
2 if (wart.druga < wart.k2)
wart . druga-+-+;

4 else {
wart .druga = wart.p2;
6 if (wart.pierwsza < wart.kl)
wart . pierwsza—+-+;
8 else
wart . pierwsza = wart.pl;
w0}
}

Jako ostatni rozpatrzymy przypadek generowania elementéw iloczynu
kartezjanskiego n zbioréw. Podobnie jak w przypadku generowania par, zde-
finiujemy nowy typ do przechowywania elementéw iloczynu kartezjanskiego.

Listing 3.9. Typ do przechowywania elementéw iloczynu kartezjanskiego

1 struct element{
int sxwspolrzedne, * poczatki, x konce, n;

3 };

Tym razem wspolrzedne oraz poczatki i konice przedziatéw, do ktérych ma-
ja nalezeé poszczegdlne wspoltrzedne, bedziemy przechowywali w tablicach.
Pole n bedzie przechowywalo liczbe wspotrzednych.

Funkcja Pierwszy, tak jak w przypadku par bedzie nadawata wszystkim
wspolrzednym najmniejsze dopuszczalne wartosci.
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Listing 3.10. Generowanie elementéw iloczynu kartezjanskiego

1 void Pierwszy (element& wart){
for (int i=0;i<wart.n;i++)
3 wart . wspolrzedne [i] = wart.poczatki[i];

}

Funkcja Nastepny, podobnie jak jej wersja dla par, bedzie dzialata analo-
gicznie do inkrementacji liczb zapisanych w dowolnym systemie pozycyj-
nym. Bedziemy przegladali od tytu wartosci poszczegélnych wspotrzednych.
Bedziemy to robi¢ tak dlugo, dopdki nie znajdziemy wspotrzednej, ktorej
warto$¢ jest mniejsza od maksymalnej mozliwej na tej wspotrzednej lub do-
péki nie przejrzymy wszystkich wspoélrzednych.

Listing 3.11. Generowanie elementéw iloczynu kartezjanskiego

void Nastepny (element& wart){
2 unsigned int i = wart.n—1;
for (;(1i>=0)&&(wart.wspolrzedne [i|==wart.konce[i]);i——)

Kolejnosé warunkéw w petli for nie jest przypadkowa. Jezeli i bedzie mniej-
sze od 0, to zgodnie z zasadami dzialania operator && w jezyku C++, druga
cze$é warunku nie zostanie sprawdzona (nie ma wiec ryzyka, ze bedziemy
prébowali sprawdzi¢ wartosé elementéw tablicy o indeksach spoza zakresu).

Przegladajac wspotrzedne osiagajace wartosci z koncow przedziatéw, be-
dziemy im nadawali wartosci poczatkéw przedzialéw (podobnie jak dodajac
1 do zapisanej w systemie dziesietnym liczby 129999 zamieniamy wszystkie
znajdujace sie na koncu dziewiatki na zera).

Listing 3.12. Generowanie elementéw iloczynu kartezjanskiego

1 void Nastepny (element& wart){
unsigned int i = wart.n—1;
3 for (;(1i>=0)&&(wart.wspolrzedne [i]==wart.konce[i]);i——)
wart . wartosci|[i|=wart.poczatki[i];

Na koniec, jezeli znalezliSmy wspolrzedna, ktérej wartosé mozemy zwiek-
szy¢, to robimy to.
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Listing 3.13. Generowanie elementéw iloczynu kartezjanskiego

void Nastepny (element& wart){

2 unsigned int i = wart.n—1;
for (;(1i>=0)&&(wart . wspolrzedne [i|==wart.konce[i]) ;i——)
4 wart . wartosci[i]=wart.poczatki[i];
if (i>=0)
6 wart . wspolrzedne [1]++;
}

Zwrdéémy uwage, ze w powyzszej funkeji zmienng i celowo zadeklarowaliSmy
przed petla for (a nie wewnatrz tej petli). Dzieki temu mogliSmy odczytaé
jej wartos¢ takze po zakonczeniu dziatania petli for.

Pesymistyczna zlozonos$é czasowa funkcji Nastepny to O(wart.n) (tyle
razy w pesymistycznym przypadku obréci sie petla for). Prosta analiza
podobna do tej, ktorej dokonywalidémy juz szacujac ztozonoéci operacji na
listach pokazuje, ze zamortyzowana ztozonosé powyzszej funkcji jest stala.

Zadanie 13. Uprosé listingi 3.9, 3.10 i 3.13, tak zeby funkcje Pierwszy
i Nastepny generowaly iloczyn kartezjanski n zbiorow
{0,1,...,k — 1}, gdzie k i n sa polami poprawionej struktury
element.

Zadanie 14. Napisz funkcje, ktéra dla otrzymanych w argumencie tablicy
dwuwymiarowej tab o wymiarach 3 x 3 oraz liczby n, szuka
takiego ciagu liczb x(1), x(2), ..., x(n), zeby speliony byt
nastepujacy warunek:
tab[... tab[tab[x(1)][x(2)]1]1[x(3)]...1[x(®)]=
=tab[x(1)] [tab[x(2)][...tab[x(n-1)]1[x@®)]...]]

3.1.2. Podzbiory

Innymi podstawowymi obiektami kombinatorycznymi przydatnymi w in-
formatyce sa podzbiory. Od elementéw iloczynu kartezjanskiego odrdzniaja
je trzy podstawowe roznice, ktére bedg miaty wpltyw na sposob ich genero-
wania:

— wszystkie elementy podzbioru pochodza z tego samego zbioru,

— kolejnosé elementéw podzbioru nie ma znaczenia ((0,1) i (1,0) to dwie
rézne pary, ale {0,1} 1 {1,0} to dwa sposoby opisu tego samego zbioru),

— kazdy element moze wystepowaé w podzbiorze co najwyzej jeden raz

((1,1) jest poprawna para, ale {1, 1} to niepoprawny sposéb zapisu zbio-

ru {1}).

Pierwsza z powyzszych wlasnosci upro$ci nam generowanie wszystkich pod-
zbiorow. My uproscimy ja sobie jeszcze bardziej poprzez zatozenie, ze gene-
rujemy podzbiory przedzialu domknietego od 0 do k—1, gdzie k jest dowolna
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warto$cig wicksza od 0. Przypadek podzbioréw dowolnego przedziatu liczb
catkowitych zostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Zaczniemy od podzbioréw dwuelementowych. Podobnie jak miato to miej-
sce w przypadku par, dwuelementowe podzbiory najprosciej jest wygenero-
waé przy pomocy dwu petli. Aby zagwarantowaé sobie, ze nie rozwazamy
wielokrotnie tego samego podzbioru, zmienna sterujaca wewnetrznej petli
bedzie zawsze wigksza od zmiennej sterujacej zewnetrznej petli (osiagamy
to dzieki temu, ze dla kazde wartosci i inicjujemy j wartoscig i+1):

Listing 3.14. Generowanie dwuelementowych podzbioréw

1 for (int i=0; i<k—1;i++)
for (int j=i+1;j<k;j++){

3 //tutaj jest miejsce na zrobienie z podzbiorem {i,j}
//tego co chcemy zrobic
5 //z kazdym dwuelementowym podzbiorem
//zbioru {0,1,...,k—1}
7
}

Gdybys$my chcieli generowa¢ w ten sposéb podzbiory o wickszej liczbie
elementéw, musielibyémy zagniezdzi¢ w sobie wieksza liczbe petli. Oczywis-
cie jest to mozliwe tylko wtedy, gdy liczno$é¢ generowanych podzbioréw jest
znana przed kompilacja programu.

Teraz bedziemy generowaé¢ dwuelementowe podzbiory uzywajac funkcji
Pierwszy, Nastepny oraz specjalnej struktury stuzacej do przechowywania
dwuelementowych podzbioréw. Najpierw zdefiniujemy strukture, ktéra be-
dzie zawierala pola przechowujace pierwszy i drugi element zbioru oraz ogra-
niczenie k na koniec przedziatu, z ktérego maja byé¢ elementy podzbioru.

Listing 3.15. Struktura do przechowywania dwuelementowych podzbioréw

1 struct podzbior2el {
unsigned int pierwszy , drugi, k;

3}

Pierwszym podzbiorem bedzie podzbiér {0,1}. Bedziemy porzadkowali
elementy zbioru ze wzgledu na ich wartos¢. W zwiazku z tym w pierwszym
zbiorze pierwszym elementem bedzie 0, a drugim 1.

Listing 3.16. Pierwszy spo$réd dwuelementowych podzbioréw

1 void Pierwszy (podzbior2el& podzbior) {
podzbior. pierwszy = 0;
3 podzbior.drugi = 1;

}
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Funkcja generujaca nastepny podzbiér w pierwszej kolejnoéci bedzie pro-
bowala zwigkszy¢ drugi element podzbioru.

Listing 3.17. Generowanie dwuelementowych podzbioréw

void Nastepny (podzbior2el& podzbior) {
2 if (podzbior.drugi<podzbior.k—1)
podzbior.drugi++;
4

6 }

Jezeli drugi element podzbioru bedzie mial juz maksymalna mozliwa
wartosé, sprobujemy zwiekszyé pierwszy element zbioru, a drugiemu ele-
mentowi zbioru nadaé¢ warto$é¢ o jeden wieksza od pierwszego.

Listing 3.18. Generowanie dwuelementowych podzbioréw

void Nastepny (podzbior2el& podzbior) {
2 if (podzbior.drugi<podzbior.k—1)
podzbior.drugi++;
4 else if (podzbior.pierwszy<podzbior.k—2){
podzbior . pierwszy-++;
6 podzbior.drugi = podzbior. pierwszy+1;

}

Zauwazmy, ze pierwszy element podzbioru moze mieé¢ warto$é co najwyzej
k-2. Wynika to z faktu, ze drugi element zbioru ma by¢ wiekszy od pierw-
szego, a wiec gdyby pierwszy element byl réwny k—1, to drugi musiatby by¢
rowny k, a ta wartos¢ nie nalezy do zbioru, ktérego podzbiory generujemy.

W przypadku gdy oba elementy otrzymanego podzbioru maja swoje
maksymalne dopuszczalne wartoéci, funkcja Nastepny jako nastepny wy-
generuje pierwszy podzbidr.

Listing 3.19. Generowanie dwuelementowych podzbioréow

1 void Nastepny (podzbior2el& podzbior) {
if (podzbior.drugi<podzbior.k—1)

3 podzbior.drugi++;
else if (podzbior.pierwszy<podzbior.k—2){
5 podzbior . pierwszy++;
podzbior.drugi = podzbior.pierwszy+1;
-
else
9 Pierwszy (podzbior) ;
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Na koniec pokazemy funkcje stuzace do generowania podzbioréw o dowol-
nej liczbie elementéw. Do tego celu zdefiniujemy typ podzbiornel, w kto-
rym bedziemy przechowywali elementy podzbioru, licznos¢ podzbioru oraz gor-
ne ograniczenie na wartos¢ elementéw podzbioréw.

Listing 3.20. Struktura do przechowywania dowolnych podzbioréw

struct podzbiornel{
2 unsigned int x elementy,
unsigned int n; //licznosc podzbioru
4 unsigned int k; //ograniczenie wartosci elementow podzb.

}

Analogicznie do rozwiazania, ktore zastosowaliémy w przypadku pod-
zbioréow dwuelementowych, elementy podzbioru o dowolnej licznoéci bedzie-
my przechowywali w posortowanej rosnaco tablicy. Dzicki temu, ze tablica
bedzie rosnaco posortowana, bedziemy mieli pewno$é, ze elementy tablicy
sie nie powtarzaja i ze nie rozwazamy dwa razy tego samego podzbioru tylko
inaczej utozonego w tablicy (kazdej rosnaco uporzadkowanej tablicy odpo-
wiada inny podzbiér). Pierwszym podzbiorem bedzie podzbiér zawierajacy
n najmniejszych elementéw zbioru {0,1,...,k — 1}.

Listing 3.21. Pierwszy sposréd podzbiordéw

1 void Pierwszy(podzbiornel& podzbior) {
for (unsigned int =0;i<podzbior.n;i++)
3 podzbior.elementy[i] = i;

}

Generujac nastepnik podanego w argumencie elementu, w pierwszym
kroku odnajdziemy pierwsze miejsce, liczac od tytu, w ktérym nie znajduje
sie najwieksza dopuszczalna w danym miejscu wartosc.

Listing 3.22. Generowanie podzbioréw o dowolnej ustalonej licznoéci

void Nastepny(podzbiornel& pdzb) {

2 unsigned int i=1;

for (; (i<=pdzb.n)&&(pdzb.elementy [pdzb.n—i]==pdzb.k—i);
* i++);
6
s }

W przypadku gdy znajdziemy taki element, zwiekszamy go o jeden,
za$ elementom znajdujacym sie za nim nadajemy najmniejsze mozliwe war-
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tosci, przy ktorych tablica elementéw bedzie uporzadkowana rosnaco (czyli
kolejne elementy beda o jeden wieksze od swoich poprzednikéw).

Listing 3.23. Generowanie podzbioréw o dowolnej ustalonej licznosci

void Nastepny(podzbiornel& pdzb) {

2 unsigned int i=1;
for (;(i<=pdzb.n)&&(pdzb.elementy [pdzb.n—i|==pdzb.k—i);

4 i++);
if (i<=pdzb.n) {

6 pdzb.elementy [pdzb.n—i|++;

for (i=i—1;i >0;i—)

8 pdzb.elementy [ pdzb.n—i|=pdzb.elementy [pdzb.n—i —1]+1;
}

10

12

}

Na koniec jezeli okaze sig¢, ze wszystkie elementy osiagaja swoja maksy-
malna dopuszczalna wartosé, generujemy pierwszy podzbior.

Listing 3.24. Generowanie podzbioréw o dowolnej ustalonej licznoéci

1 void Nastepny (podzbiornel& pdzb) {
unsigned int i=1;
3 for (;(i<=pdzb.n)&&(pdzb.elementy [pdzb.n—i]==pdzb.k—i);
i++);
5 if (i<=pdzb.n) {
pdzb.elementy [ pdzb.n—i|++;
7 for (i=i—1;i >0;i——)
pdzb.elementy [pdzb.n—i|=pdzb.elementy [pdzb.n—i —1]+1;
9
}

else
1 Pierwszy (pdzb) ;

Pesymistyczna ztozonosé czasowa funkcji Nastepny to O(pdzb.n). Wynika
to z faktu, ze powyzszy algorytm sklada sie z dwoch niezaleznych petli,
z ktérych kazda wykona co najwyzej pdzb.n obrotéw oraz wywotania funkcji
Pierwszy o zlozonosci O(pdzb.n). Szacujac nieco dokladniej mozna pokazacd,
ze zamortyzowany czas operacji Nastepny jest staly. Jak czesto w takich
sytuacjach wynika to z faktu, ze najczesciej bedziemy zmieniaé tylko ostatni
element podzbioru, rzadziej przedostatni itd.

Zadanie 15. Napisz funkcje generujaca kolejne podzbiory dwuelementowe
domknietego przedziatu liczb catkowitych od p do k, gdzie pi k
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moga przyjmowaé dowolne wartoéci catkowitoliczbowe, takie
ze p < k.

Zadanie 16. Napisz funkcje generujaca kolejne podzbiory o dowolnej zada-
nej liczbie elementu domknigtego przedziatu liczb catkowitych
od p do k, gdzie p i k moga przyjmowaé dowolne wartosci
catkowitoliczbowe, takie ze p < k.

Zadanie 17. Wymys$l i zaimplementuj sposéb generowania wszystkich pod-
zbior6w podanego zbioru (do tej pory generowali$émy tylko
podzbiory o ustalonej licznosci).

3.1.3. Permutacje

Permutacja to formalnie wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie zbioru
na samego siebie (réznowartosciowa funkcja f: A — A taka, ze f(A) = A).
Kazda taka funkcja na zbiorze skoficzonym moze by¢ utozsamiona z pewnym
liniowym porzadkiem na elementach tego zbioru. Dla nas permutacje beda
wlasdnie liniowymi porzadkami na zbiorach, czyli inaczej méwiac sposobami
ustawienia w ciag wszystkich elementéw zbioru.

W tym rozdziale bedziemy rozwaza¢ permutacje zbioru {0,1,...,
n—1}, gdzie n jest dowolna dodatnia liczba catkowita. Permutacje bedziemy
przechowywali w tablicy, w ktoérej kazdy element zbioru bedzie wystepowal
dokltadnie raz, a kolejnos¢ elementéw zbioru w tablicy bedzie wyznaczata
permutacje. Zdefiniujemy typ do przechowywania permutacji:

Listing 3.25. Typ do przechowywania permutacji

struct permutacja {
2 unsigned int x elem, n;

}s

Permutacje bedziemy generowaé w kolejnoéci leksykograficznej,
wiec pierwsza permutacja bedzie taka, w ktorej elementy zbioru sa upo-
rzadkowane rosnaco.

Listing 3.26. Funkcja generujaca pierwsza permutacje

1 void Pierwsza(permatucja & perm){
for (unsigned int i=0;i<perm.n;i++)
3 perm.elem [i]=1;

}

Algorytm generujacy kolejna permutacje jest nieco bardziej skompliko-
wany niz dotychczas rozwazane algorytmy generujace rézne obiekty kombi-
natoryczne. Stowami mozna go opisa¢ w nastepujacy sposéb:
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Algorytm 3.1.

1. Znajdz maksymalny sufiks (koricowy fragment) permutacji uporzadkowa-
ny malejgco.

2. Jezeli znaleziony sufiks jest réwny calej permutacji, to wygeneruj pierw-
szq permutacje i zakoricz dzialanie.

3. Niech e bedzie elementem zbioru bezposrednio poprzedzajgcym znaleziony
sufiks.

4. ZnajdZ najmniejszy element sufiksu wiekszy od e i zamien go miejscams
z e.

5. Odwroc kolejnosé elementow sufiksu.

Przyjrzyjmy sie na przykladowi dziatania powyzszego algorytmu.

Przyktad 3.1.
Zatozmy, zZe generujemy permutacje nastepujgcg po permutacyi

a=(21,4,3,0).
Nagpierw znajdujemy maksymalny uporzgdkowany malejgco sufiks a:
(2,1,4,3,0).

Liczba 1 do tego sufiksu nie nalezy gdyz 4 jest wieksze od 1. Nastepnie szu-
kamy najmniejszego elementu sufiksu wiekszego od elementu bezposrednio
poprzedzajgcego sufiks. W naszym przypadku bezposrednio przed sufiksem
znajduje sie 1, a wiec szukamy najmniejszego elementu sufiksu wiekszego
od 1. W rozwazanym przypadku jest to liczba 3:

(2,1,4,3,0).
Teraz zamieniamy miejscami 1 ¢ 3:

(2,3,4,1,0)
oraz odwracamy kolejno$c¢ elementow sufiksu:

(2,3,0,1,4).

W ten sposob otrzymalismy w wyniku permutacje kolejng w porzgdku leksy-
kograficznym wzgledem a.

Omawiany algorytm generujacy kolejne permutacje zaimplementujemy
krok po kroku. Zaczniemy od odnalezienia maksymalnego uporzadkowanego
malejaco sufiksu.
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Listing 3.27. Funkcja generujaca nastepna permutacje

void Nastepna(permutacja & perm){
2 int i,j;
for (i=perm.n—2;(i>=0)&&(perm.elem[i+1]<perm.elem[i]);i——);

Jezeli i po przejsciu petli jest mniejsze od zera, to oznacza, ze cala
permutacja jest posortowana malejaco i mamy wygenerowaé pierwsza per-
mutacje.

Listing 3.28. Funkcja generujaca nastepna permutacje

1 void Nastepna(permutacja & perm){

int i,j;

3 for (i=perm.n—2;(i>=0)&&(perm.elem[i+1]<perm.elem[i]);i——);
if (i<0){

5 Pierwsza (perm) ;
}

7 else {

9

11 }

Jezeli i jest wigksze lub réwne zeru, to szukamy najmniejszego elemen-
tu prefiksu wigkszego lub rownego od elementu perm.elem[i], po czym
zamieniamy miejscami oba wspomniane elementy.

Listing 3.29. Funkcja generujaca nastepna permutacje

void Nastepna(permutacja & perm){
2 int i,j;
for (i=perm.n—2;(i>=0)&&(perm.elem [i+1]<perm.elem[i]) ;i——);
i if (i<0){
Pierwsza (perm) ;

6}
else {
8 for (j=perm.n—1;(perm.elem|[j|<perm.elem|[i]));j——);
Zamien (perm.elem[i],perm.elem|[j]);
10
12
}
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Funkcje Zamien zaimplementujemy na koncu.
To, co nam zostalo do zrobienia w funkcji Nastepna, to odwrdcenie
kolejnosci elementéw nalezacych do prefiksu.

Listing 3.30. Funkcja generujaca nastepna permutacje

void Nastepna(permutacja & perm){
2 int i,j;
for (i=perm.n—2;(i>=0)&&(perm.elem [i+1]<perm.elem[i]);i——);
2 if (i<0){
Pierwsza (perm) ;

6}
else {
8 for (j=perm.n—1;(perm.elem|[j]<perm.elem|[i]));j——);
Zamien (perm.t[i],perm.t[j]);
10 for (unsigned int k=1;k<=(perm.n—i-1)/2;k++)
Zamien (perm.elem [ i+k] , perm.elem [perm.n—k]|) ;
12}
}

Na koniec zaimplementujemy jeszcze funkcje Zamien:

Listing 3.31. Funkcja zamieniajace wartosci

1 void Zamien (unsigned int & a, unsigned int & b){

unsigned int pom = a;
3 a = b;
b = pom;

5}

Latwo pokazaé, ze w pesymistycznym przypadku funkcja Nastepna z li-
stingu 3.30 wykonuje O(perm.n) operacji. Wynika to z faktu, ze wewnatrz
funkcji Nastepna znajduja sie trzy niezalezne petle for, z ktorych kazda
moze wykonaé¢ co najwyzej perm.n obrotow. Uwaznego czytelnika nie zdzi-
wi tez informacja, ze zamortyzowana zlozonosé powyzszej funkeji to O(1).
Tradycyjnie wynika to z faktu, ze co drugie wywotanie funkcji Nastepna
zamieni tylko dwa ostatnie elementy w permutacji, co czwarte wywolanie
funkcji zamieni 3 ostatnie elementy itd.

Zadanie 18. Napisz program, ktéry wezytuje ze standardowego wejscia licz-
be n oraz n réznych imion i wypisuje na standardowym wyj-
Sciu wszystkie mozliwe permutacje wczytanych na wejsciu
imion.
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3.2. Przeszukiwanie z nawrotami

Przeszukiwanie z nawrotami (ang. backtracking) to algorytm, ktéry stop-
niowo generuje kandydatéw do bycia rozwigzaniem problemu (kolejne coraz
pelniejsze potencjalne ,czesciowe rozwiazania” problemu). Gdy na jakims
etapie generowania potencjalnego rozwiazania algorytm odkryje, ze dana
Sciezka obliczen nie prowadzi do poprawnego rozwiazania, to cofa sie krok
wstecz 1 prébuje innej mozliwosci. Przeszukiwanie z nawrotami w natural-
ny sposob implementuje sie przy pomocy funkcji rekurencyjnej. Na kaz-
dym poziomie rekurencji generujemy kolejna cze$¢ rozwiazania. W przy-
padku, gdy w ktéoryms rekurencyjnym wywolaniu funkcji okazuje sie, ze
konstruowane potencjalne rozwigzanie nie prowadzi do poprawnego rozwia-
zania problemu (méwiac nieformalnie gdy zabrniemy w $lepa uliczke), dane
wywolanie funkcji konczy swoje dziatanie, co automatycznie cofa nas na
wyzszy poziom rekurencji. Implementacje algorytmu przeszukiwania z na-
wrotami przeanalizujemy na przykladzie problemu ustawiania hetmanéw
na szachownicy:

Problem 3.1. Problem ustawienia hetmandéw na szachownicy to problem,
w ktorym na wejsciu otrzymujemy liczbe n, a na wyjsciu wypisujemy sposob
ustawienia n hetmandw na szachownicy n X n tak, Zeby zZadne dwa hetmany
sie mie szachowaly lub informacje, ze takie ustawienie nie istnieje.

W naszym rozwiagzaniu problemu hetmanéw uzyjemy rekurencyjnej im-
plementacji backtrackingu. Zauwazmy, ze jezeli na szachownicy n x n chce-
my ustawi¢ n hetmandéw, tak zeby sie wzajemnie nie szachowaly, to musimy
postawi¢ po jednym hetmanie w kazdej linii. Wykorzystujac ten fakt na kaz-
dym kolejnym poziomie rekurencji bedziemy ustawiali hetmana w linii o nu-
merze odpowiadajacym poziomowi rekurencji w taki sposéb, zeby nie sza-
chowal sie z wczesniej postawionymi hetmanami. Pola, na ktérych stoja
hetmany, beda przechowywane w tablicy tab_hetmany. Komorka o indeksie
i bedzie zawierata numer kolumny, w ktérej stoi hetman w linii o numerze
i. Nasza funkcja bedzie zwracata wartosé¢ logiczng true, jezeli da sie ustawié
hetmany zgodnie z wymaganiami zadania i false w przeciwnym wypadku.
Jezeli warto$¢ funkcji bedzie true, to tablica tab_hetmany bedzie zawierala
poszukiwane ustawienie hetmanéw.

Implementowana rekurencyjna funkcja hetmany_rek otrzyma jako argu-
menty stan planszy (a wiec tablice tab_hetman), jej rozmiar oraz poziom
rekurencji, na ktérym sie znajduje i bedzie zwracata wartos¢ logiczng infor-
mujaca, czy udato sie znalezé odpowiednie ustawienie hetmanow.
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Listing 3.32. Rozwiazanie problemu ustawienia hetmandw

1 bool hetmany rek(unsigned int xtab hetmany, unsigned int n,
unsigned int poziom rek){
3

5

} //hetmany

Na i-tym poziomie rekurencji bedziemy prébowali postawi¢ hetmana
w i-tym wierszu. W tym celu bedziemy sprawdzali, ktore z kolejnych pdl
i-tego wiersza nie sa szachowane przez dotychczas postawione hetmany.
Do sprawdzania, czy dane pole nie jest szachowane, wykorzystamy funkcje
szachowane, ktéra zaimplementujemy po6zniej. Funkcja szachowane bedzie
otrzymywac jako argumenty wspotrzedne pél, na ktoérych sa ustawione het-
many oraz wspoOlrzedne sprawdzanego pola i bedzie zwracaé¢ true wtedy
i tylko wtedy, gdy sprawdzane pole jest szachowane przez ktoregos z wcze-
$niej postawionych hetmandw.

Listing 3.33. Rozwiazanie problemu ustawienia hetmanow

bool hetmany rek(unsigned int stab_ hetmany, unsigned int n,

2 unsigned int poziom rek){
for (int i=0;i<n;i++){

4 if (!szachowane(tab_hetmany,i,poziom rek)){

6

8 y /s
} //for

w0 } //hetmany

Jezeli sprawdzane pole nie jest szachowane, to stawiamy tam hetma-
na. Zauwazmy, ze poziom rekurencji méwi nam, ktéry na liscie bedzie ten
hetman.

Listing 3.34. Rozwiazanie problemu ustawienia hetmandw

bool hetmany rek(unsigned int xtab hetmany, unsigned int n,
2 unsigned int poziom rek){
for (int 1i=0ji<n;i++){
4 if (!szachowane(tab hetmany,i,poziom rek)){
tab hetmany [poziom rek|=1i;

s i
} //for
10 } //hetmany
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Jezeli postawiliémy wtasnie hetmana w ostatnim wierszu, to znaczy,
ze znalezliémy rozwiazanie i mozemy zakonczy¢ poszukiwania.

Listing 3.35. Rozwiazanie problemu ustawienia hetmandw

bool hetmany rek(unsigned int xtab hetmany, unsigned int n,

2 unsigned int poziom rek){
for (int 1=0;i<n;i++){
4 if (!szachowane(tab_hetmany,i,poziom rek)){
tab hetmany [poziom rek|=1i;
6 if (poziom rek=—n-1)

return true;

y /s
 } //for
} //hetmany

W przeciwnym wypadku sprawdzamy, czy da si¢ do obecnego ustawie-
nia tak dostawié¢ hetmany, zeby uzyskaé¢ rozwiazanie problemu (robimy to
przy pomocy rekurencyjnego wywolania funkcji hetmany_rek).

Listing 3.36. Rozwiazanie problemu ustawienia hetmandw

1 bool hetmany rek(unsigned int xtab hetmany, unsigned int n,
unsigned int poziom rek){
3 for(int i=0;i<n;i++){
if (!szachowane(tab hetmany,i,poziom rek)){

5 tab__hetmany [ poziom rek|=1i;
if (poziom rek—n-1)
7 return true;

hetmany rek(tab hetmany, n, poziom rek+1);

u y /i
} //for
13 } //hetmany

W przypadku gdy rozwazane rozwigzanie da sie uzupetni¢ do pelnego
rozwiazania, konczymy dziatanie algorytmu. Jezeli nie da sie uzupetnié¢ ak-
tualnego potencjalnego ,czeéciowego rozwiazania”, szukamy kolejnego nie-
szachowanego pola w rozwazanym na danym poziomie rekurencji wierszu
i préobujemy tam postawi¢ hetmana.
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Listing 3.37. Rozwiazanie problemu ustawienia hetmandw

1 bool hetmany rek(unsigned int xtab hetmany, unsigned int n,
unsigned int poziom rek){
3 for(int 1=0;i<n;i++){
if (!szachowane(tab_ hetmany,i,poziom rek)){

5 tab_hetmany [ poziom rek|=1i;
if (poziom rek=—n-—1)
7 return true;
if (hetmany rek(tab hetmany, n, poziom rek+1))
9 return true;
Y /it
no ) //for

Y //hetmany

Na koniec jezeli rozwazymy wszystkie pola w danym wierszu i posta-
wienie hetmana na zadnym z nich nie doprowadzilo nas do sukcesu, to
zwracamy warto$¢ false.

Listing 3.38. Rozwiazanie problemu ustawienia hetmandw

bool hetmany rek(unsigned int xtab hetmany, unsigned int n,

2 unsigned int poziom rek){
for (int 1=0ji<n;i++){
4 if (!szachowane(tab_ hetmany,i,poziom rek)){
tab_hetmany [poziom rek|=1i;
6 if (poziom rek=—n-1)
return true;
8 if (hetmany rek(tab hetmany, n, poziom rek+1))
return true;
w o} /i
} //for

12 return false;
} //hetmany

Musimy jeszcze zaimplementowaé funkcje szachowane. Funkcja ta przejrzy
liste hetmandéw i sprawdzi, czy ktorys z nich nie szachuje podanego w argu-
mencie pola. Jezeli okaze sig, ze ktorys z hetmandow szachuje rozwazane pole,
zwrocimy warto$é¢ true. Jezeli sprawdzimy wszystkie postawione wczedniej
hetmany i zaden z nich nie szachuje podanego w argumencie funkcji pola,
to zwrécimy false. W funkcji szachowane wykorzystamy fakt, iz wszystkie
rozwazane hetmany lezg na polach o indeksach wierszy mniejszych niz in-
deks wiersza, w ktorym lezy sprawdzane pole (dzieki wspomnianemu faktowi
mozemy rozwazy¢ mniej przypadkéw).
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Listing 3.39. Rozwiazanie problemu ustawienia hetmandw

1 bool szachowane (unsigned int xtab hetmany, unsigned int x,
unsigned int y){
3 for (unsigned int i=0;i<y;i++)
if ((tab_hetmany[i]==x) || (y—i==abs(tab_hetmany[i]—x)))
5 return true;
return false;
7}

Do zaimplementowania zostala nam jeszcze funkcja, ktoéra otrzymuje ja-
ko argument liczbe n i wypisuje na standardowym wyjéciu wynik dzia-
tania funkcji hetmany_rek. Funkcja ta musi takze zadeklarowaé tablice
tab_hetmany wykorzystywang przez funkcje hetmany_rek.

Listing 3.40. Rozwiazanie problemu ustawienia hetmandw

1 void hetmany (unsigned int n){
unsigned int tab_hetmany|[n];
3 if (hetmany rek(tab_ hetmany, n, 0)){

cout<<"Hetmany_nalezy_ustawic_na_polach_____:"<<endl;
5 for (unsigned int i=0;i<n;i++)
cout<<tab hetmany[i]<<"_"<<i<<endl;
T}
else
9 cout<<"Nie_da_sie_ustawic_hetmanow"<<endl;
}

Zadanie 19. Napisz funkcje, ktéra dla podanej na wejéciu liczby catkowitej
n wypisuje na wyjsciu wszystkie mozliwe rozwigzania proble-
mu n hetmandw.

Zadanie 20. Napisz funkcje, ktora dostaje jako argument czeSciowo wy-
pelniong plansze sudoku (tablice dwuwymiarowa liczb catko-
witych, w ktérej wolne pola maja wartos¢ ujemna) i wypi-
suje na standardowym wyjsciu poprawnie uzupeiniong plan-
sze otrzymana w argumencie lub stowo NIE, jezeli otrzymanej
w argumencie planszy nie da sie uzupeltnié.
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4. Metoda dziel i zwyciezaj

4.1. O metodzie

Metoda dziel i zwycigzaj to metoda tworzenia algorytmdw, w ktorej pro-
blem dzielimy na podproblemy tego samego lub podobnego rodzaju i roz-
wigzujemy je rekurencyjnie tak dtugo, az dojdziemy do podprobleméw tak
prostych, ze potrafimy je rozwiazaé¢ wprost. Wyniki dla podprobleméw sca-
lamy uzyskujac wynik dla calego problemu.

Metoda dziel i zwyciezaj jest jedna z najpopularniejszych metod kon-
strukcji algorytméw. Przyjrzymy sie jej na przykladzie sortowania listy.
Zastanéwmy sie, jak mogtby wygladaé¢ algorytm sortowania wykorzystu-
jacy strategie dziel i zwyciezaj. Na wysokim poziomie abstrakcji mozemy
stwierdzié¢, ze taki algorytm musiatby mieé nastepujacy schemat:

Algorytm 4.1.

1. Jezeli lista jest wystarczajgco mata, na przyklad jednoelementowa, sor-
tujemy jg w jakikolwiek nierekurencyjny sposéb i konczymy dzialanie al-
gorytmau.

2. W przectwnym wypadku dzielimy liste na dwie lub wiecej rozlgeznych
podlist.

3. Wszystkie podlisty sortujemy wywotujgc rekurencyjnie tqg samg funkcje
sortujgcg.

4. Posortowane listy w jakis sposob lgczymy uzyskujgc posortowang wyj-
sciowgq liste.

Korzystajac z powyzszego schematu mozna skonstruowac rézne algoryt-
my o roéznej ztozonoéci obliczeniowej. To, w jaki spos6b podzielimy na po-
czatku liste na podlisty, bedzie wplywalo na to, w jaki sposéb na koncu
bedziemy scalaé posortowane podlisty i jaki w efekcie otrzymamy algorytm.
Ponizej prezentujemy dwa najpopularniejsze algorytmy sortujace, oparte na
powyzszym schemacie.

4.1.1. Sortowanie szybkie

Sortowanie szybkie (ang. quicksort), to jeden z najpopularniejszych i naj-
prostszych w implementacji algorytmow sortujacych. W algorytmie tym liste
dzielimy na dwie czeéci wzgledem jej wybranego elementu: dokonujemy po-
dziatu na elementy wieksze i mniejsze od wybranego, obie czesci sortujemy
rekurencyjnie ta sama metoda i na koniec sklejamy wstawiajac pomiedzy
nie element dzielacy.

Ponizej idea algorytmu quicksort w punktach:

Algorytm 4.2.

1. Jezeli lista jest jednoelementowa, to zwracamy jg bez zmian.
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2. Wybieramy dowolny element e listy i dzielimy liste na dwie podlisty:
— A — elementow mniejszych od e,
— B — elementow wiekszych réwnych e (ale bez e).

3. Sortujemy rekurencyjnie liste A i liste B.

4. Wynikowgq liste uzyskujemy sklejajgc ze sobg posortowang liste A, ele-
ment e i posortowang liste B (w takiej kolejnosci).

Zanim przystapimy do implementacji algorytmu sortowania szybkiego,
przyjrzyjmy sie przykladowi jego dzialtania:

Przyktad 4.1. Zalozimy, zZe chcemy posortowaé liste
(6,2,4,7,5,1,9,8,3,6).

Najpierw dokonamy podziatu tej listy wzgledem jej wybranego elementu.
Niech tym wybranym elementem bedzie 6, czyli pierwszy element list. W ta-
kim przypadku w wyniku podzialu otrzymamy nastepujgce dwie listy:

A=(2,4,5,1,3), B=(7,9,8,6).
Nastepnie sortujemy rekurencyjnie listy A i B:
A=(1,2,3,4,5), B=(6,7,8,9).
Na koniec sklejamy A, (6) i B:
A+ (6)+ B =(1,2,3,4,5)+ (6)+(6,7,8,9) = (1,2,3,4,5,6,6,7,8,9).

Teraz zaimplementujemy algorytm sortowania szybkiego uzywajac do te-
go gotowej implementacji listy. Najpierw, zeby zwiekszy¢ przejrzystoéé ko-
du, napiszemy funkcje sklejajaca dwie listy otrzymane w argumencie. Nasza
funkcja dostanie referencje do dwoch list i doklei druga liste na koniec pierw-

szej.

Listing 4.1. Sortowanie szybkie

void Sklej(Lista & Listal, Lista & Lista2){
2

4

}

Na poczatku sprawdzimy, czy druga lista nie jest pusta (jezeli jest, to nic
nie musimy robi¢).
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Listing 4.2. Sortowanie szybkie

1 void Sklej(Lista & Listal, Lista & Lista2){
if (!Lista2.empty()){

3

5

}
7}

Jezeli druga lista nie jest pusta, to bedziemy przegladali kolejne elementy
drugiej listy dodajac je na koniec pierwszej listy.

Listing 4.3. Sortowanie szybkie

1 void Sklej(Lista & Listal, Lista & Lista2){
if (!Lista2.empty()){

3 Pozycja poz = Lista2. first ();
while (poz!=Lista2.last ()){
5 Listal.push back(Lista2.at(poz));
poz = Lista2.next (poz);
7 }
9
i}
}

Zauwazmy, ze w powyzsze]j funkcji na koniec listy Listal nie dodamy ostat-
niego elementu listy Lista2. Stanie sie tak, gdyz zaraz po tym, jak zmienna
poz otrzyma jako wartos¢ pozycje ostatniego elementu, program wyskoczy
z petli while. Aby tego uniknaé moglibyémy zamieni¢ miejscami linie ko-
du numer 5 i 6, ale wtedy nie dodaliby$my do pierwszej listy pierwszego
elementu drugiej listy. Rozwiazaniem w tej sytuacji jest dodanie do listy
Listal ostatniego elementu listy Lista2 poza petla.

Listing 4.4. Sortowanie szybkie

void Sklej(Lista & Listal, Lista & Lista2){
2 if (!Lista2.empty()){
Pozycja poz = Lista2. first ();

4 while (poz!=Lista2.last ()){
Listal.push back(Lista2.at(poz));
6 poz = Lista2.next (poz);
}
8 Listal.push back(Lista2.at(poz));
}
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Teraz napiszemy funkcje sortujaca, ktora dostaje jako argument liste
i zwraca jako warto$¢ posortowana liste:

Listing 4.5. Sortowanie szybkie
Lista QuickSort(Lista Wejscie){

2

Jezeli lista jest pusta albo zawiera jeden element, to nie ma czego sortowac.

Listing 4.6. Sortowanie szybkie

1 Lista QuickSort(Lista Wejscie){
if ((!Wejscie.empty () )&&(Wejscie. first ()!=Wejscie.last ())){

3

}

7 else
return Wejscie;

9}

W przeciwnym wypadku musimy wybrac element, wedtug ktérego bedziemy
dzieli¢ liste Wejscie (w naszym przypadku bedzie to pierwszy element listy)
i zainicjowaé puste listy ListaA i ListaB.

Listing 4.7. Sortowanie szybkie

1 Lista QuickSort(Lista Wejscie){
if ((!Wejscie.empty () )&&(Wejscie. first ()!=Wejscie.last ())){
3 Element e = Wejscie. front ()
Lista ListaA , ListaB;

}

9 else
return Wejscie;

1}

Nastepnie musimy przejrzeé cala liste Wejscie.

Listing 4.8. Sortowanie szybkie

1 Lista QuickSort(Lista Wejscie){
if ((!Wejscie.empty () )&&(Wejscie. first ()!=Wejscie.last ())){
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3 Element e = Wejscie. front ()
Lista ListaA , ListaB;

5 Pozycja poz = Wejscie. first () ;
while (poz!=Wejscie.last ()) {

7 poz = Wejscie.next (poz);

9
}

11

13}

else
15 return Wejscie;
}

Przegladajac liste Wejscie dzielimy jej elementy na dwie czesci (elementéw
mniejszych i wiekszych réwnych e)

Listing 4.9. Sortowanie szybkie

Lista QuickSort(Lista Wejscie){
2 if ((!Wejscie.empty () )&&(Wejscie. first ()!=Wejscie.last ())){
Element e = Wejscie. front ()

4 Lista ListaA , ListaB;
Pozycja poz = Wejscie. first () ;
6 while (poz!=Wejscie.last ()) {
poz = Wejscie.next(poz);

8 if (Wejscie.at(poz)< e)

ListaA .push back(Wejscie.at (poz));
10 else

ListaA .push back(Wejscie.at (poz));
12 }
14

}

16 else

return Wejscie;

18}

Na koniec musimy posortowaé¢ rekurencyjnie tg sama metodg listy ListaA
i ListaB oraz sklei¢ Listal, e i ListaB.

Listing 4.10. Sortowanie szybkie

Lista QuickSort(Lista Wejscie){
2 if ((!Wejscie.empty () )&&(Wejscie. first ()!=Wejscie.last ())){
Element e = Wejscie. front ()
4 Lista ListaA , ListaB;
Pozycja poz = Wejscie. first () ;
6 while (poz!=Wejscie.last ()) {
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poz = Wejscie.next(poz);

8 if (Wejscie.at(poz)< e)
ListaA .push back(Wejscie.at (poz));
10 else
ListaA .push back(Wejscie.at (poz));
12 }
14 ListaA = QuickSort (ListaA);
ListaB = QuickSort(ListaB);
16 ListaA .push back(e);
sklej (ListaA , ListaB);
18 return ListaA ;
}
20 else

return Wejscie;

22 }

Analizujac powyzszy kod czytelnik moze sie zaczaé zastanawiad,
czy to na pewno jest jeden z najprostszych algorytmoéw sortujacych. Za chwi-
le przekonamy sie, ze mozna zaimplementowaé algorytm sortowania szyb-
kiego prosciej. W ponizszej implementacji algorytmu quicksort sortujemy
w miejscu elementy tablicy. Argumentami funkcji oprécz sortowanej ta-
blicy sa poczatek i koniec sortowanego przedzialu tablicy (dokladnie in-
deks pierwszego elementu przedziatu i indeks elementu znajdujacego sie tuz
za ostatnim elementem przedziatu). W rekurencyjnych wywolaniach funkcji
bedziemy podawali jako argumenty tg sama tablice ale mniejsze przedzialty
do posortowania.

Listing 4.11. Sortowanie szybkie

void QuickSort (Element Wejscie[], unsigned int p,
2 unsigned int k){
if (k—p>1){
4 Element pom;
unsigned int podzial=p;
6 for (i=p+1;i<k;i++)
if (Wejscie|podzial]|>Wejscie[i]){
8 pom=Wejscie [ podzial |;
Wejscie [ podzial]=Wejscie[1i];
10 Wejscie[i]=Wejscie [ podzial +1];
Wejscie [ podzial+1]=pom;
12 podzial+-+;
}
14
QuickSort (Wejscie ,p, podzial);
16 QuickSort (Wejscie , podzial +1,k);
}

18}
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Najistotniejsza czes¢ kodu w listingu 4.11 znajduje sie od trzeciej do dwuna-
stej linii, w ktérych to zamieniamy miejscami elementy tablicy w taki spo-
s6b, ze w komorkach o indeksach od 0 do podzial-1 znajduje sie lista A,
w komorce Wejscie[podzial] element wedtug ktorego dokonujemy podzia-
tu, zas w komérkach o indeksach od podzial+1l do k-1 lista B. Dzigki temu
po posortowaniu list A i B nie musimy ich juz sklejaé¢, gdyz sa na dobrych
miejscach.

Pesymistyczna ztozonoéé algorytmu quicksort to O(n?). Taka ztozonogé
sortowanie szybkie osiaga przykladowo dla posortowanej listy. Wtedy
we wszystkich kolejnych podziatach sortowanej listy wszystkie elementy tra-
fiaja do jednej podlisty. Daje nam to liczbe poréwnan réwna:

n-(n-—1
(n—1)+(n—2)+...+1:(2),
a to jest O(n?). Z drugiej strony $rednia zlozonoéé sortowania szybkiego
przy rownym prawdopodobienstwie wystapienia wszystkich permutacji wy-
nosi O(n - logn). Co wiecej dla losowych danych quicksort okazuje sie byé
jednym z najszybszych znanych algorytmow.

4.1.2. Mergesort

Innym algorytmem implementujacym schemat z algorytmu 4.1 jest algo-
rytm sortowania przez scalanie. Tym razem, inaczej niz w przypadku algo-
rytmu quicksort, sortowana liste podzielimy na dwie réwne czesci. Potem,
zgodnie ze schematem, obie podlisty posortujemy rekurencyjnie ta sama
funkcja, a na koniec scalimy obie posortowane podlisty. Scalanie jest w tym
przypadku nieco trudniejsze niz w przypadku sortowania szybkiego, ale jest
mozliwe do wykonania w czasie liniowym. Ponizej opis algorytmu:

Algorytm 4.3.

1. Jezeli lista ma nie wiecej niz jeden element, to zwracamy jg bez zmian
1 konczymy dzialanie algorytmu.

2. W przeciwnym wypadku dzielimy liste na dwie podlisty A i B réznigce sie
rozmiarem co najwyzej o jeden (na przyklad na pierwszq polowe listy
i drugq polowe listy, ).

3. Sortujemy oddzielnie liste A i liste B.

4. Wynikowgq liste uzyskujemy przez scalenie ze sobg posortowanych list A
1 B.

Implementacje algorytmu zaczniemy od implementacji funkcji scalajacej
dwie posortowane listy. Przy uzyciu nastepujacego algorytmu mozna to zro-
bi¢ w czasie liniowym:
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Algorytm 4.4.

1. Utwdrz pustq liste C.

2. Dopoki Zadna z list A i B nie jest pusta, wykonuj kroki 3 i 4.

3. Wybierz mniejszy sposrod najmniejszych (pierwszych) elementow list A
i B (niech to bedzie e).

4. Usun e z listy, na ktorej sie znajduje i wstaw na koniec listy C.

5. Doklej na koniec listy C tg sposrod list A i B, ktéra nie jest pusta.

6. Zwroc liste C' jako wynik.

Na przyktadzie dwéch krotkich list zobaczymy dzialanie algorytmu sca-
lajacego:

Przyktad 4.2. Bedziemy scalali dwie listy A = (1,4,5) 1 B = (2,4,6,7)
przenoszgc pojedynczo elementy list A i@ B do mowo utworzonej listy C'.
Porownujemy ze sobq pierwsze elementy list A i B:

A=(1,4,5), B=1(2,4,6,7), C = ().
Jedynka jest mniejsza od dwadjki, wiec przenosimy jgo do listy C':
A=(4,5), B=(2,4,6,7), C =(1).

W kolejny poréownaniu poréownujemy 4 z 2 i przenosimy 2, jako mniejszg
z porownywanych wartosci, na koniec listy C':

Teraz mamy ciekawq sytuacje, gdyz pierwsze elementy list A i B sq
rowne. W takiej sytuacji na koniec listy C' mozemy przenie$é ktorgkolwiek
z czworek. Zatdimy, Ze przenosimy pierwszy element listy A:

A=(5), B=(4,6,7), C =(1,2,4).

Po kolejnym poréwnaniu pierwszych elementéw list A i B na koniec listy C
trafia druga z czworek:

A=(5), B=(6,7), C=(1,2,4,4).

I znowu mamy ciekawq sytuacje, gdyz porownujemy ze sobg jedyny element
listy A z pierwszym elementem listy B:

A= (5), B=(6,7), C=(1,2,4,4).

W wyniku tego poréwnania 5 trafia na koniec listy C' 1 lista A jest juz pusta.
A=(), B=(6,7), C =(1,2,4,4,5).

W tej sytuacji doklejamy na koniec listy C calg pozostalg cze$c listy B:
A=()B=()C=(1,2,4,4,5,6,7)

1w ten sposob konczymy scalanie list A i B.
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Funkcja scalajaca otrzyma jako argumenty dwie posortowane listy i zwro-
ci jako wartosé posortowang liste zawierajaca wszystkie elementy z obu list
otrzymanych w argumentach:

Listing 4.12. Sortowanie przez scalanie
Lista Merge(Lista ListaA, Lista ListaB){

2

W funkcji Merge bedziemy przebiegaé jednoczesnie listy ListaA i ListaB
zaczynajac od ich poczatkow. Elementy tych list bedziemy przenosi¢ do listy
ListaC wewnatrz petli while, ktéra bedzie sie krecié, dopoki ktéras z otrzy-
manych w argumentach list nie bedzie pusta.

Listing 4.13. Sortowanie przez scalanie

1 Lista Merge(Lista ListaA, Lista ListaB){
Lista ListaC;
3 while ((!ListaA .empty () ) &&(!ListaB .empty () ))

5

v}

W kazdym obrocie petli while bedziemy przenosi¢ do listy ListaC mniejszy
z pierwszych elementéw list ListaA i ListaB.

Listing 4.14. Sortowanie przez scalanie

1 Lista Merge(Lista ListaA, Lista ListaB){
Lista ListaC;
3 while ((!ListaA .empty () )&&(!ListaB .empty()))
if (ListaA.front ()<=ListaB.front ()){

5 ListaC.push back(ListaA . front ());
ListaA .pop_front () ;
7 }
else {
9 ListaC.push back(ListaB.front ());
ListaB.pop front();
11 }

13
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Pozostalo nam jeszcze doklei¢ na koniec listy ListaC ta z list ListaA i ListaB,
ktéra nie jest jeszcze pusta. Do sklejania dwu list uzyjemy funkcji sklej
z listingu 4.4.

Listing 4.15. Sortowanie przez scalanie

1 Lista Merge(Lista ListaA, Lista ListaB){
Lista ListaC;
3 while ((!ListaA .empty () ) &&(!ListaB .empty () ))
if (ListaA.front ()<=ListaB.front ()){

5 ListaC.push back(ListaA . front ());
ListaA .pop_front();
7 }
else {
9 ListaC.push back(ListaB . front ());

ListaB.pop front();
11
if (!ListaA .empty())

13 sklej (ListaC, ListaA);
else
15 sklej (ListaC, ListaB);
return ListaC
17
}

Teraz zaimplementujemy funkcje sortujaca, ktéra dostanie jako argument
liste i zwréci jako warto$é posortowang liste:

Listing 4.16. Sortowanie przez scalanie

Lista MergeSort (Lista Wejscie){
2

W przypadku, gdy otrzymana w argumencie lista bedzie co najwyzej jed-
noelementowa, funkcja zwrdéci ja od razu jako wartosé

Listing 4.17. Sortowanie przez scalanie

1 Lista MergeSort(Lista Wejscie){
if ((!Wejscie.empty () )&&(Wejscie. first!=Wejscie.last ())){

3

}

7 else
return Wejscie;

0 }
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Na poczatku musimy podzieli¢ liste Wejscie na dwie réwne podlisty. Ponie-
waz nie znamy rozmiaru listy Wejscie, to bedziemy umieszczali jej elementy
na zmiane w listach ListaA i ListaB, i w ten sposob uzyskamy podzial listy
na dwie réwne czesci .

Listing 4.18. Sortowanie przez scalanie

1 Lista MergeSort(Lista Wejscie){

3

11

13

if ((!Wejscie.empty () )&&(Wejscie. first!=Wejscie.last ())){
Lista ListaA , ListaB;
while (! Wejscie.empty () ){
ListaA .push back(Wejscie. front ());
Wejscie.pop front();
if (!Wejscie.empty()){
ListaB .push back(Wejscie. front ());
Wejscie.pop _front ()
}
}

}

else
return Wejscie;

Zwrdéémy uwage, ze w momencie dodawania elementu do listy ListaA lista
Wejscie na pewno nie jest pusta (inaczej nie rozpoczelibySmy kolejnego
obrotu petli while), natomiast nie mamy takiej pewnosci w momencie do-
dawania nowego elementu do listy ListaB i dlatego sprawdzamy wczesniej
warunek, czy lista Wejscie nie jest pusta.

Majac podzielong liste Wejscie na dwie czesci sortujemy te czesci reku-
rencyjnie tg samg metoda i scalamy wynikowe listy. Wynik scalenia posor-
towanych podlist zwracamy jako wartos¢ funkcji.

Listing 4.19. Sortowanie przez scalanie

10

12

Lista MergeSort (Lista Wejscie){
if ((!Wejscie.empty () )&&(Wejscie. first!=Wejscie.last ())){
Lista ListaA , ListaB;
while (! Wejscie.empty () ){
ListaA .push back(Wejscie. front ());
Wejscie.pop front();
if (!Wejscie.empty()){
ListaB .push back(Wejscie. front ());
Wejscie.pop front ()
}
}

ListaA = MergeSort (ListaA);
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ListaB = MergeSort (ListaB);
14 return Merge(ListaA , ListaB)
}
16 else
return Wejscie;

18}

Podobnie jak w przypadku sortowania szybkiego takze algorytm sor-
towania przez scalanie tatwiej jest zaimplementowaé¢ gdy nie ograniczamy
sie do podstawowych operacji listy. Ponizej prezentujemy implementacje al-
gorytmu mergesort sortujaca elementy tablicy. Podobnie jak w przypadku
tablicowej implementacji algorytmu quicksort jako argumenty funkcji sortu-
jacej, poza sama sortowana tablica, podajemy poczatek i koniec (doktadnie
indeks tuz za kohcem) sortowanego przedziatu.

Listing 4.20. Sortowanie przez scalanie

void Merge (Element Wejscie [] , unsigned int p,
2 unsigned int k){
unsigned int sr,s;
4 sr =s = (ptk)/2;
Element % pom = new Element[k—p];
6 for (unsigned int i=0;i<k—p;it+)
if (p— sr){

8 pom|[i]|=Wejscie[s];
S+
10 } else if (s = k) {
pom|[i]=Wejscie[p];
12 p++;
} else if (Wejscie[p]<=Wejscie[s])
14 pom|[i]=Wejscie[p];
p++;
16 else {
pom[i] = Wejscie[s];
18 k++
}

20 for (unsigned int i=0; i<k—p;i++)
Wejscie[i+p] = pom|[i];
22 delete [] pom;
}
24 void MergeSort (Elementy Wejscie [| , unsigned int p,
unsigned int k){
26 if (p<k—1){

unsigned int s= (p+k)/2;
28 mergesort (Wejscie ,p,s);

mergesort (Wejscie ,s k) ;
30 merge ( Wejscie ,p,k);
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Jak widzimy, w przypadku, gdy liste przechowujemy w tablicy, operacja
podziatu listy na dwie czeéci jest trywialna. Funkcja Merge wykorzystuje
tablice pomocnicza pom do zapisania scalonej listy, ktéra nastepnie przepi-
suje z powrotem do tablicy Wejscie.

Na koniec oszacujemy zlozono$é algorytmu sortowania przez scalanie.
Zauwazmy, ze ztozonos¢ czasowa funkcji MergeSort, jezeli nie liczy¢ jej reku-
rencyjnych wywolan , jest liniowa. Zauwazmy réwniez, ze na kazdym pozio-
mie rekurencji suma dlugosci wszystkich rozwazanych list jest co najwyzej
taka, jak dlugos$¢ startowej listy (wynika to z faktu, ze za kazdym razem
dzielimy liste na roztaczne podlisty). Oznacza to, ze zlozono$¢ wykonania
wszystkich operacji na danym poziomie rekurencji dla listy o dtugosci n wy-
nosi O(n). Poniewaz pozioméw rekurencji jest O(logn) (wynika to z faktu,
ze na kazdym kolejnym poziomie rekurencji sortujemy listy o potowe krétsze
niz na poprzednim poziomie), to pesymistyczna czasowa zlozonosé calego
algorytmu jest O(n -logn). Latwo pokazaé, ze Srednia ztozono$é sortowania
przez scalanie tez wynosi O(n-logn) (jest to konsekwencja faktu, ze podzialy
na podlisty nie zaleza od kolejnosci elementéw listy).

4.2. Zmniejsz i zwyciezaj

Szczegbdlnym przypadkiem metody dziel i zwyciezaj jest przypadek, kie-
dy rozwiazywany problem udaje nam sie sprowadzi¢ do analogicznego pro-
blemu, ale dla mniejszych danych. Przypadek ten nazywany jest ,zmniejsz
i zwyciezaj”. Przyjrzymy sie¢ dwém przypadkom, w ktorych taka strategia
dziata.

4.2.1. Wyszukiwanie binarne

Wyszukiwanie binarne to algorytm wyszukiwania danych w posortowa-
nej licie przechowywanej w tablicy. Algorytm dla danej tablicy i poszukiwa-
nego elementu zwréci indeks w tablicy szukanego elementu lub informacje,
ze poszukiwanego elementu nie ma w tablicy. Algorytm wyszukiwania bi-
narnego mozna opisa¢ w nastepujacy sposob:

Algorytm 4.5. Szukamy elementu e w liscie L

1. Jezeli lista L jest pusta lub jednoelementowa, zwracamy informacje czy
element e nalezy do L i konczymy dziatanie algorytmu.

2. W przeciwnym wypadku poréwnujemy element e z elementem s znajdu-
jacym sie w polowie listy L.

3. Jezeli element e jest rowny elementowi s, to koriczymy dzialanie algo-
rytmu.
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4. Jezeli element e jest mniejszy od elementu s, to rekurencyjnie przeszu-
kujemy pierwszq polowe listy L. W przeciwnym wypadku przeszukujemy
jej drugq potowe.

Zanim przejdziemy do implementacji powyzszego algorytmu przeanali-
zujemy jego dzialanie dla przykladowej listy.

Przyktad 4.3. Bedziemy wyszukiwali wartosé 8 w liscie przechowywanej
w tablicy

(3]4]6]7][9]11]15]23[30]31]

Najpierw porownujemy 8 z wartoScig srodkowq listy. PoniewaZ lista ma pa-
rzystq liczbe elementéw (a wiee nie ma elementu znajdujacego sie dokladnie
w $rodku), bierzemy element znajdujgcy sie tuz za $rodkiem czyli 11:

13]4]6]7]9]11]15]23[30]31

Poniewaz 8 jest mniejsze od 11 to w dalszej czesci algorytmu bedziemy prze-
szukiwacé tylko pierwszq potowe tablicy:

[(3[4]6]7[9]

Teraz 8 porownujemy z 6 i poniewaz 8 jest wieksze, to ograniczamy poszu-
kiwania do listy:

[7]9]

Po porownaniu 9 ¢ 8 pozostaje nam do przetworzenia jednoelementowa lista

1 poniewai nie zawiera on 8, to algorytm zwraca jako wynik informacje,
ze przeszukiwana lista nie zawiera 8.

Algorytm wyszukiwania binarnego implementujemy tylko dla tablicowe;j
implementacji listy, gdyz tylko wtedy mamy mozliwos¢ szybkiego dostepu
do elementu za pomoca jego indeksu (numeru miejsca, na ktérym wystepu-
je).

Napiszemy funkcje, ktoéra otrzymuje jako argumenty szukany element e,
posortowang, tablice We jscie, w ktorej szukamy elementu e oraz p i k pocza-
tek i koniec przedzialu, w ktérym mamy szukaé¢ elementu e. Tradycyjnie p
oznacza indeks pierwszego elementu przedziatu, zas k indeks pierwszego ele-
mentu tuz za przeszukiwanym przedzialem. Indeks poszukiwanego elementu
zwrocimy jako wartosé funkcji. W przypadku, gdy e nie jest przechowywane
w tablicy, nasza funkcja zwrdci wartosé -1.
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Listing 4.21. Wyszukiwanie binarne

1 int BinSearch (Element e, Element Wejscie[], unsigned int p,
unsigned int k){
3

Implementowana przez nas funkcja bedzie sktadala sie z serii instrukcji wa-
runkowych rozwazajacych rézne przypadki. Pierwszy przypadek, ktéry roz-
wazamy to sytuacja, gdy p jest wicksze lub réwne k. Jest to przypadek,
gdy mamy przeszuka¢ pusty przedzial i wynikiem w takiej sytuacji jest -1.

Listing 4.22. Wyszukiwanie binarne

int BinSearch(Element e, Element Wejscie|[], unsigned int p,
2 unsigned int k){
if (p>=k)
4 return —1;
6
8 }

Drugi przypadek, ktéry rozwazymy, to taki, gdy element tablicy znajdujacy
sie w srodku przeszukiwanego przedziatu jest poszukiwanym przez nas ele-
mentem. W takim wypadku nasza funkcja powinna zwroci¢ indeks $rodka
przedziatu.

Listing 4.23. Wyszukiwanie binarne

int BinSearch(Element e, Element Wejscie|[], unsigned int p,
2 unsigned int k){
if (p>=k)
4 return —1;

unsigned int s = (pt+k) /2;
6 if (Wejscie[s]==e)
return s;

10

Przedostatni przypadek to taki, w ktorym w érodku przedziatu lezy ele-
ment wiekszy od poszukiwanego. W takiej sytuacji przeszukujemy pierwsza
potowe przedziatu
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Listing 4.24. Wyszukiwanie binarne

1 int BinSearch(Element e, Element Wejscie[], unsigned int p,
unsigned int k){
s if (p>=k)
return —1;
5 unsigned int s = (pt+k)/2;
if (Wejscie[s]==e)

7 return s;
if (Wejscie[s]<e)
9 return BinSearch (Wejscie, p, s);
11
13}

W przeciwnym przypadku przeszukujemy druga polowe przedziatu.

Listing 4.25. Wyszukiwanie binarne

1 int BinSearch(Element e, Element Wejscie[], unsigned int p,
unsigned int k){
3 if (p>=k)
return —1;
5 unsigned int s = (ptk)/2;
if (Wejscie[s|==e)

7 return s;
if (Wejscie[s]>e)
9 return BinSearch (Wejscie, p, s);
return BinSearch (Wejscie, s+1,k)
11
}

Algorytmy zmniejsz i zwyciezaj zazwyczaj daja sie tatwo zaimplemento-
waé w spos6b iteracyjny (nierekurencyjny). W takiej implementacji, kolej-
nym poziomom rekurencji z implementacji rekurencyjnej odpowiadaja za-
zwycza] kolejne obroty petli. Ponizej iteracyjna wersja funkcji BinSearch.

Listing 4.26. Wyszukiwanie binarne

1 int BinSearch(Element e, Element Wejscie[],
unsigned int rozmiar){
3 unsigned int p,k,s;

p=0;
5 k=rozmiar;
while (p<k) {
7 s = (ptk)/2
if (Wejscie[s] =— e)
9 return s;

if (Wejscie[s] < e)
11 k = s;
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else
13 p = s+1;
}
15 return —1;

Iteracyjne wersje algorytméw sg zazwyczaj szybsze, wymagaja mniej pamie-
ci i tatwiej znalezé w nich ewentualne btedy. Stad, gdy poziom skompliko-
wania wersji rekurencyjnej i iteracyjnej jest porownywalny, warto stosowacé
wersje iteracyjna.

Na koniec oszacujemy zlozonosé czasowa algorytmu wyszukiwania bi-
narnego. Zauwazmy, ze na kolejnych poziomach rekurencji (lub w kolejnych
obrotach petli w wersji iteracyjnej) rozmiar przeszukiwanego przedziatu
zmniejsza sie o potowe. Stad wniosek, ze dla przedziatu zawierajacego n le-
mentéw funkcja BinSearch wywola sie rekurencyjnie O(logn) razy (petla
while wykona sie O(logn) razy). Poniewaz na kazdym poziomie rekurencji
(w kazdym obrocie petli while) wykonujemy stala liczbe operacji, to pe-
symistyczna ztozonos$é czasowa algorytmu wyszukiwania binarnego wynosi

O(logn).

4.2.2. Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa znajduje najwickszy wspdlny dzielnik dwdch liczb
naturalnych. W algorytmie wykorzystamy nastepujace proste wtasnosci liczb
naturalnych:

— NWD(a,b) = NWD(b,a),
— jezeli a > b, to NWD(a,b) = NWD(b,a%b),
— jezeli a%b =0, to NW D(a,b) = b.

Napiszemy funkcje, ktora dla réznych przypadkéw zastosuje ktoras z po-
wyzszych wlasnosci. Nasza funkcja dla dwéch dodatnich liczb catkowitych
a i b zwréci jako wartos¢ NW D(a,b)

Listing 4.27. Algorytm Euklidesa

unsigned int Euklid (unsigned int a, unigned int b){
2

Aby uprosci¢ dalsza cze$é¢ funkcji chcielibySmy moéc zatozyé, ze drugi argu-
ment funkcji jest mniejszy lub réwny pierwszemu
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Listing 4.28. Algorytm Euklidesa
1 unsigned int Euklid (unsigned int a, unigned int b){
if (a<b)
3 return Euklid(b,a);

5

7}

Ponadto chcemy sprawdzié, czy mniejszy z argumentéw przypadkiem nie
dzieli wiekszego.

Listing 4.29. Algorytm Euklidesa

1 unsigned int Euklid (unsigned int a, unigned int b){

if (a<b)

3 return Euklid(b,a);
if (a%b = 0)

5 return b;

7

9}

W pozostatych przypadkach korzystamy z drugiej sposréd wymienionych
na poczatku wtasnosci NWD.

Listing 4.30. Algorytm Euklidesa

1 unsigned int Euklid (unsigned int a, unigned int b)

if (a<b)

3 return Euklid(b,a);
if (a%b = 0)

5 return b;
return Euklid (b, a%b) ;

7}

Do oszacowania pozostala nam jeszcze zlozonos¢ obliczeniowa tego al-
gorytmu. Za operacje dominujace w tym algorytmie uznajemy operacje
arytmetyczne. Zauwazmy, ze jezeli a > b, to a%b < a/2. Z tego wynika,
ze co dwa poziomy rekurencji wieksza z pary liczb zmniejsza sie co naj-
mniej o potowe. To z kolei oznacza, ze maksymalna glebokos¢ rekurencji
jest O(logn). Poniewaz na kazdym poziomie rekurencji wykonujemy O(1)
operacji, to zlozono$¢ calego algorytmu to O(log max(m,n)), gdzie m i n
sg liczbami podanymi na wejsciu. Oznacza to, ze algorytm ma zlozonosé
liniowg wzgledem rozmiaru wejscia (rozmiar wejscia to w tym przypadku
suma logarytmoéw obu liczb, bo tyle potrzebujemy miejsca do ich zapisu).
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Zadanie 21. Zaimplementuj iteracyjna wersje algorytmu Euklidesa.
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5. Programowanie dynamiczne

5.1. O metodzie

Programowanie dynamiczne jest metodg konstruowania algorytmow,
w ktérej wynik dla danego problemu otrzymujemy poprzez rozwiazywa-
nie podprobleméw od przypadkéw najprostszych do bardziej ztozonych,
az po rozwiazanie calego problemu. Uzyskane wyniki zapisujemy w tablicy.
Programowanie dynamiczne stosujemy zazwyczaj do rozwiazywania pro-
bleméw optymalizacyjnych, czyli takich, w ktérych szukamy najlepszego
rozwigzania ze zbioru rozwigzan dopuszczalnych. Aby méc zastosowaé pro-
gramowanie dynamiczne problem musi mie¢ wtasnosé optymalnej podstruk-
tury, czyli optymalne rozwiazanie problemu musi by¢ funkcja optymalnych
rozwigzan podproblemoéw. Inaczej méwigc posiadajac optymalne rozwiagza-
nia podprobleméw powinnis§my by¢ w stanie na ich podstawie uzyskaé opty-
malne rozwigzanie catego problemu.

W przypadku konstruowania algorytmu wykorzystujacego programowa-
nie dynamiczne kluczowe sg dwie rzeczy: wymyslenie podprobleméw, na kto-
re mozemy podzieli¢ nasz problem i odkrycie rekurencyjnej zaleznosci po-
miedzy problemami i ich podproblemami. Majac te dwie rzeczy implemen-
tacja algorytmu jest zwykle bardzo prosta. Dobrze jezeli podproblemy sa
sparametryzowane nieujemnymi liczbami catkowitymi. Wtedy tatwo jest za-
pisywaé w tablicy rozwiazania poszczegdlnych podprobleméw, gdyz mozemy
uzy¢ parametréw poszczegdlnych podprobleméw jako indeksow komoérek ta-
blicy przechowujacych ich rozwigzania.

W przypadku gdy mamy dane podzial na podproblemy i rekurencyjna
zalezno$¢, mozemy sie zastanowié¢ dlaczego nie rozwiazaé¢ problemu za po-
moca metody ,dziel i zwyciezaj”. Programowanie dynamiczne stosujemy
wtedy, gdy podproblemy na siebie nachodza i w trakcie obliczen wielokrot-
nie potrzebujemy tych samych wynikéw. W takiej sytuacji klasyczna metoda
»dziel i zwyciezaj” jest nieefektywna gdyz wielokrotnie rozwiazuje te same
podproblemy. Prosty przypadek, w ktérym rozwiazanie ,dziel i zwyciezaj”
jest nieefektywne ze wzgledu na wielokrotne liczenie tych samych wartosci,
analizowaliSmy w rozdziale 1.2 na przykladzie listingu 1.1 zawierajacego
funkcje liczaca elementy ciagu Fibonacciego. Raz jeszcze przeanalizujemy
ten przypadek i przy okazji zobaczymy, jak mozna rozwigzaé ten problem
w sposéb wykorzystujacy programowanie dynamiczne. Ponizej prezentuje-
my raz jeszcze prosta funkcje, ktora dla otrzymanej w argumencie liczby n
liczy wprost ze wzoru rekurencyjnego n-ty element ciagu Fibonacciego.
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Listing 5.1. Funkcja liczaca n-ty wyraz ciagu Fibonacciego — wersja 1

1 int f1(unsigned int n){
if (n==0)||(n==1) return n;
3 return fl1(n—1)+f1(n—-2);

}

Funkcja z listingu 5.1 dziala w czasie wyktadniczym wzgledem wartosci n,
gdyz wielokrotnie liczymy w niej te same wartosci funkcji (przyktadowo
£1(1) liczymy wykladnicza liczbe razy).

W programowaniu dynamicznym wyniki dla podprobleméw liczymy ite-
racyjnie od najprostszych do bardziej skomplikowanych zapisujac wyniki
w tablicy:

Listing 5.2. Funkcja liczaca n-ty wyraz ciagu Fibonacciego — wersja 2

1 int {2 (unsigned int n){

if (n<2)
3 return n;

unsigned int xt= new unsigned int|[n];
5  t[0]=0;

t[1]=1;

7 for (unsigned int i=2;i<=n;i++)
t{i]=t[i-1]+t[1—2];

9 unsigned int pom = t[n];
delete [| t;
11 return pom;
}

Widzimy, ze w powyzszym rozwigzaniu kazda warto$¢ liczymy doktadnie
raz, a ztozono$¢ powyzszego programu to O(n).

Staboscia programowania dynamicznego jest duze zapotrzebowanie na pa-
mieé. Aby zmniejszy¢ choé troche zapotrzebowanie na pamieé¢ mozemy
zmniejszy¢ do stalego rozmiaru jeden z wymiaréw tablicy z wynikami.
To, do jakiego rozmiaru mozemy zmniejszy¢ dany wymiar tablicy, zalezy
od tego jak gteboko do tylu siggamy we wzorze rekurencyjnym. W naszym
przypadku potrzebujemy tablicy tréjelementowej (dwie komérki na prze-
chowywanie juz obliczonych przypadkdéw i jedna komorki na wlasnie wyli-
czana warto$¢). Zmiane wersji programu pamietajacej wszystkie rozwiazania
na taka, z ograniczonym rozmiarem jednego wymiaru mozna zrobi¢ zupelnie
mechanicznie. Wystarczy zamieni¢ we wszystkich odwotaniach do tablicy
wynikéw indeks redukowanego wymiaru na jego reszte z dzielenia przez roz-
miar tego wymiaru. My dodatkowo zrezygnujemy ze sprawdzania czy n < 2.
W listingu 5.2 potrzebowalidmy tego warunku, gdyz rozmiar tablicy t zale-
zal od n.
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Listing 5.3. Funkcja liczaca n-ty wyraz ciagu Fibonacciego — wersja 3

int f3(unsigned int n){
2 int 1,t[3];

t[0]=0;

4 t[1]=1;
for (i=2;i<n;i++){

6 t[1%3]=t [(i—1)%3]+t[(i—2)%3];
}

s return t[(n—1)%3];

W przypadku wielowymiarowej tablicy zapisujacej rozwigzania podproble-
moéw i kilku zagniezdzonych petli, przebiegajacych indeksy tej tablicy, mo-
zemy skrocié tylko ten wymiar, po ktorym przebiega najbardziej zewnetrzna
petla (w przypadku, gdy pamietamy rozwiazania wszystkich podprobleméw,
kolejnosé petli przebiegajacych indeksy tablicy rozwiazan jest zwykle obo-
jetna).

5.1.1. Problem plecakowy
Problem plecakowy definiujemy w nastepujacy sposob:

Problem 5.1.

Wejscie Na wejsciu otrzymujemy liste przedmiotéw (kazdy z przedmiotéw
ma swojg cene, wage oraz dostepng ilo$é) oraz maksymalng wage W
przedmiotow, jakie mozemy schowac do plecaka. Zakladamy, Ze wagi
1 ceny przedmiotow sq liczbami dodatnimi.

Wyjscie Lista przedmiotow o maksymalnej mozliwej sumie warto$ci, kto-
rych suma wag nie przekracza W. Kazdy przedmiot mozemy wybraé
w ilosci nieprzekraczajgcej jego dostepng ilosé.

My rozwiazemy przy pomocy programowania dynamicznego dyskretny
problem plecakowy — wersje problemu plecakowego, w ktérej przedmioty
wystepuja pojedynczo (jest dostepna jedna sztuka kazdego przedmiotu z lis-

ty).

Tabela 5.1. Przyktadowe dane dla dyskretnego problemu plecakowego

numer przedmiotu 0 1 2 3 4
cena przedmiotu | 70zt | 40zt | 5zt | 50zt | 40zt
waga przedmiotu | 3kg | 2kg | 1kg | 4kg | 2kg

Przyktad 5.1. Dla przyktadowych danych wejsciowych dyskretnego proble-
mu plecakowego znajdujgcych sie w tabeli 5.1 i ograniczeniu na wage row-
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nemu 4kg, optymalnym rozwigzaniem jest wybor przedmiotéow numer 1 1 4,
ktore w sumie wazg 4kg © majg wartosé 8zi.

Na poczatku rozwiazemy problem, w ktérym pytamy sie tylko o mak-
symalng mozliwa do uzyskania sume wartosci przedmiotéw, a potem zo-
baczymy jak zmieni¢ funkcje tak, zeby generowata takze optymalny wybér
przedmiotow.

Najpierw musimy zdefiniowaé podproblemy i rekurencyjng zaleznosé¢ po-
miedzy nimi. W programowaniu dynamicznym czesto definiujemy podpro-
blemy, w ktérych bierze sie pod uwage tylko czesé danych wejsciowych gléw-
nego problemu. Tak postapimy w tym przypadku. Naszymi podproblemami
beda dyskretne problemy plecakowe, ktore na wejéciu dostaja pierwszych
k przedmiotéw z pelnego problemu. Drugim parametrem podprobleméw
bedzie ograniczenie na pojemnos¢ plecaka, ktore bedzie przyjmowato war-
tosci od 0 do W (znowu jest to typowe rozwiazanie w przypadku liczbowych
ograniczen wystepujacych w tresci zadania). Podsumowujac, podproblemem
o parametrach i, j bedzie dyskretny problem plecakowy, w ktérym bierze-
my pod uwage i pierwszych spoéréd otrzymanych na wejsciu przedmiotéw,
za$ ograniczenie na sumaryczng wage wybranych przedmiotow wynosi j.
Wyniki bedziemy zapisywali w dwuwymiarowej tablicy A. W komorce
A[i] [j] bedziemy zapisywali optymalng sume wartosci przedmiotéw w pod-
problemie o parametrach 1, j.

Teraz poszukamy rekurencyjnej zaleznosci, ktéra wykorzystamy do roz-
wigzania problemu. Zauwazmy, ze A[0] [j]1=0 (przypadek kiedy mamy
do wyboru 0 przedmiotéw) i A[1] [0]1=0 (przypadek, w ktérym plecak ma
pojemnos$é 0). Zastanéwmy sie, ile moze byé réwne A[i] [j] dla 4,7 > 0.
Sa dwie mozliwosci: albo przedmiot i-ty przedmiot (czyli przedmiot o nu-
merze i — 1) nalezy do optymalnego wyboru, albo do niego nie nalezy.
W sytuacji gdy -ty przedmiot nie nalezy do optymalnego wyboru, zachodzi
ATi] [j1=A[i-1]1[j], natomiast w przeciwnym wypadku mamy
ATi][j1=A[i-1][j-wli-11]+c[i-1], gdzie w[i-1] jest waga, za$ c[i-1]
ceng i-tego przedmiotu (jezeli wybierzemy i-ty przedmiot, to zostanie nam
jeszcze j—wl[i-1] miejsca w plecaku, ktére mozemy wykorzysta¢ do schowa-
nia jednego z i-1 pierwszych przedmiotéw). Oczywiscie nie wiemy z gory,
czy dany przedmiot nalezy do optymalnego wyboru czy nie, dlatego roz-
wazamy obie opcje i wybieramy ta, ktéra daje lepszy wynik (wyzsza sume
cen). Przy powyzszych rozwazaniach musimy dodatkowo sprawdzié, czy i-ty
przedmiot miesci sie w plecaku (czy wli-11<=j), gdyz jezeli sie nie miesci,
to A[i] [j1=A[i-1][j].

Napiszemy funkcje plecak, ktéra otrzymuje jako argumenty tablice c i w
zawierajace odpowiednio ceny i wagi poszczegolnych przedmiotéw, zmienng
liczba przechowujaca liczbe przedmiotéw oraz ograniczenie na sume wag
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Tabela 5.2. Wypelnienie tablicy A dla danych z Przyktadu 5.1.

o112 |3 |4
0/0]0]0 |0 |O
11000 |70] 70
210104070170
3105 |40]70 |75
4105 [40| 70|75
5105|4070 80

przedmiotéow w plecaku W i wypisuje na standardowym wyjsciu maksymalna
mozliwag warto$é¢ przedmiotéw w plecaku.

Listing 5.4. Problem plecakowy — programowanie dynamiczne

void plecak (unsigned int c[], unsigned int wl[],
2 unsigned int liczba , unsigned int W){

4

6 }

W funkcji plecak uzyjemy dwuwymiarowej tablicy A, w ktorej bedziemy za-
pisywali rozwiazania dla wszystkich podprobleméw jak réwniez rozwiazanie
catego problemu. Poniewaz standard jezyka C++ nie wspiera automatycz-
nych tablic o rozmiarach podanych przez zmienne, A bedzie dynamiczna
dwuwymiarowsg tablica tablic, ktora na koniec dziatania funkcji usuniemy.

Listing 5.5. Problem plecakowy — programowanie dynamiczne

void plecak (unsigned int c[], unsigned int w|],
2 unsigned int liczba , unsigned int W){
//tworzenie tablicy A
4 unsigned int #x A = new unsigned int[liczba +1];
for (unsigned int i=0;i<=liczba;i++)
6 A[i] = new unsigned int [W+1];

10 cout<<A[liczba | [W];

12 //usuwanie z pamieci tablicy A

for (unsigned int i=0;i<=liczba;i++)
14 delete [] A[i];

delete [] A;
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Pierwszy wiersz i pierwsza kolumne tablicy A trzeba na poczatku wyzerowaé
(wynika to z faktu, ze przy braku przedmiotéw do wyboru albo zerowej
pojemnosci plecaka nie da sie wybraé¢ zadnego przedmiotu):

Listing 5.6. Problem plecakowy — programowanie dynamiczne

void plecak (unsigned int c[], unsigned int w[],

2 unsigned int liczba , unsigned int W){
//tworzenie tablicy A

4 unsigned int *x A = new unsigned int|[liczba +1];
for (unsigned int i=0;i<=liczba;i++)

6 A[i] = new unsigned int [W+1];
//inicjowanie tablicy A

8 for (unsigned int i = 0; i<=liczba;i++)

A[L][0] = 0;
10 for(unsigned int i = 0; i<=W;i++)
A[O]Ti] = 0;

14
cout<<A[liczba | [W];
16
//usuwanie z pamieci tablicy A
18 for (unsigned int i=0;i<=liczba;i++)
delete [] A[i];
20 delete [| A;

Nastepnie wypelniamy tablice A, uzywajac poznanej rekurencyjnej zalezno-
Sci. Tablice A wypelniamy od najmniejszych indekséw do najwiekszych (wy-
nika to z faktu, ze we wzorze rekurencyjnym siegamy do komérek o mniej-
szych indeksach niz ta, ktérej warto$é wyliczamy).

Wszystkie mozliwe pary parametréow podprobleméw bedziemy genero-
wali w dwoch zagniezdzonych petlach for, ktérych zmienne sterujace beda
przebiegaly wartosci od 1 w gére (pierwszy wiersz i pierwsza kolumne tablicy
A wczesniej wypeilismy).

Listing 5.7. Problem plecakowy — programowanie dynamiczne

1 void plecak (unsigned int c[], unsigned int w|],
unsigned int liczba , unsigned int W){

3 //tworzenie tablicy A

unsigned int ** A = new unsigned int|[liczba+1];
5 for (unsigned int i=0;i<=liczba;it+)

Al[i] = new unsigned int [W+1];

7 //inicjowanie tablicy A

for (unsigned int i = 0; i<=liczba;i++)
o Ali][0] = 0

for (unsigned int i = 0; i<=W;i++)
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11 A[0][i] = 0;
13 //wlasciwa czesc algorytmu

for (unsigned int i=1;i<=liczba;it++)
15 for (unsigned int j=1;j<=W;j++)

17

19 cout<<A[liczba | [W];

21 //usuwanie z pamieci tablicy A

for (unsigned int i=0;i<=liczba;i++)
23 delete [| A[i];

delete [| A;
25 }

Dla kolejnych par parametréw podprobleméw zastosujemy wzér rekurencyij-
ny.

Listing 5.8. Problem plecakowy — programowanie dynamiczne

1 void plecak (unsigned int c[], unsigned int w|],
unsigned int liczba , unsigned int W){

3 //tworzenie tablicy A

unsigned int xx A = new unsigned int[liczba +1];
5 for (unsigned int i=0;i<=liczba;it+)

A[i] = new unsigned int [W+1];

7 //inicjowanie tablicy A

for (unsigned int i = 0; i<=liczba;i++)

9 A[i][0] = 03
for (unsigned int i = 0; i<=W;i++)
11 Af0][i] = 0;

13 //wlasciwa czesc algorytmu
for (unsigned int i=1;i<=liczba;it+)

15 for (unsigned int j=1;j<=W;j++)
19 Ali][]= max(A[i =1][j],A[i =1][j-w[i—-1]]+-c[i—1]);

cout<<A[liczba | [W];
21
//usuwanie z pamieci tablicy A
23 for (unsigned int i=0;i<=liczba;i++)
delete [] Ali];
25 delete [| A;

Wezesniej musimy jednak sprawdzié, czy j>=w[i]
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Listing 5.9. Problem plecakowy — programowanie dynamiczne

void plecak (unsigned int c[|, unsigned int w][],

2 unsigned int liczba , unsigned int W){
//tworzenie tablicy A

4 unsigned int xx A = new unsigned int[liczba +1];
for (unsigned int i=0;i<=liczba;i++)

6 A[i] = new unsigned int [W+1];
//inicjowanie tablicy A

8 for (unsigned int i = 0; i<=liczba;i++)

A[i][0] = 0;
10 for (unsigned int i = 0; i<=W;i++)
A[O0][i] = 0;

12
//wlasciwa czesc algorytmu
14 for (unsigned int i=1;i<=liczba;i++)
for (unsigned int j=1;j<=W;j++)

16 if (j<wl[i-—-1])

AlTTTII=ALL =110 1
18 else

AL TT]= max(ALG—1][j ], Al —1][j-wli—1]]+c[i—1]);
20 cout<<A[liczba | [W];

22 //usuwanie z pamieci tablicy A

for (unsigned int i=0;i<=liczba;i++)
24 delete [] A[i];

delete [] A;
2 }

Ztozonos¢ czasowa powyzszej funkcji to O(liczba-W), co wynika z faktu,
ze najbardziej pracochlonng czedcia programu sg zagniezdzone petle for
przebiegajace jedna liczba, a druga W wartoéci. Wbrew pozorom nie jest
to zlozono$é wielomianowa, gdyz dlugoéé zapisu liczby W jest O(log W).
Jezeli chcemy wypisaé¢ optymalny wybér, a nie tylko jego wartosé, to be-
dziemy potrzebowali do tego dodatkowej tablicy B. Komdrka B[i] [j] bedzie
przechowywata informacje o przedmiocie o najwiekszym numerze nalezacym
do optymalnego wyboru w podproblemie o parametrach i, j. W przypadku
gdy dla jakiegos podproblemu rozwigzanie nie zawiera zadnego przedmiotu
odpowiadajaca mu komérka tablicy B bedzie miata warto$é¢ —1. Zauwazmy,
ze gdy A[i] [j1=A[i-1][j], toB[i] [j1=B[i-1]1[j] (bo w obu przypadkach
mozemy wzigé ta sama liste przedmiotow), natomiast,
gdy A[i] [j1=A[i-1] [j-w[i-1]1]1+c[i-1],toB[i] [j1=i-1 (bo wtedy przed-
miot o numerze i-1 nalezy do optymalnego wyboru i skoro rozwazamy tylko
pierwszych i przedmiotéw, to ma w tym wyborze najwyzszy numer).
Wersja funkcji plecak wypisujaca optymalny wybér przedmiotéw
przy kazdej zmianie warto$ci komorki tablicy A bedzie zmieniaé wartosé
odpowiedniej komorki tablicy B. Poniewaz od tego, czy w 19 linii listingu 5.9
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Tabela 5.3. Wypelnienie tablicy B dla danych z Przykladu 5.1.

0 1 2 3 4
o|-1|-1|-1|-1|-1
1|-1|-1|-1]0 0
2| -1|-11|1 0 0
3| -1|2 1 0 2
4| —-1|2 1 0 2
5| —-1|2 1 0 4
komoérce ATi1 5] nadamy wartosé Ali-11T[;]

czy A[i-1] [j-w[i-1]]1+c[i-1], zalezy warto$¢ B[i] [j], to najpierw zmo-
dyfikujemy funkcje z listingu 5.9 w taki sposéb, zeby uzywala operacji wa-
runkowych zamiast funkcji max.

Listing 5.10. Problem plecakowy — programowanie dynamiczne

void plecak (unsigned int c[], unsigned int w|],

2 unsigned int liczba , unsigned int W){
//tworzenie tablicy A

4 unsigned int #x A = new unsigned int[liczba +1];
for (unsigned int i=0;i<=liczba;i++)

6 A[i] = new unsigned int [W+1];
//inicjowanie tablicy A

8  for (unsigned int i = 0; i<=liczba;i++)

Ali][0] = 0;
10 for (unsigned int i = 0; i<=W;i++)
AlO][i] = 0;

12
//wlasciwa czesc algorytmu
14 for(unsigned int i=1;i<=liczba;i++)
for (unsigned int j=1;j<=W;j++)

16 if ((j<w[i-=1])]]
((A[1=1][jl>=A[i =1][j-w[i-1]]+c[i—-1]))
18 Ali][jl=Al1=1][i];
else
20 ALil1i]= Ali—1][i-wli—1]]+eli—1];

cout<<A[liczba | [W];
22
//usuwanie z pamieci tablicy A
24 for (unsigned int i=0;i<=liczba;it+)
delete [] A[i];
26 delete [] A;

Zwr6éémy uwage, ze w powyzszym listingu do drugiej czesci alternatywy
z warunku instrukcji if wejdziemy wylacznie wtedy, gdy j>=wli-1] (tak
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dziala alternatywa w jezyku C++). Jest to wazne, gdyz w przeciwnym wy-
padku j-wl[i-1] jest liczba ujemna i co za tym idzie nie jest poprawnym
indeksem tablicy.

Teraz juz tatwo przeksztalci¢ funkcje plecak w taki sposob, zeby wypi-
sywala optymalny wyboér przedmiotéw. Samo wypisywanie wynikéw prze-
niesliémy do oddzielnej funkcji, zeby nie komplikowaé niepotrzebnie funkcji
plecak:

Listing 5.11. Problem plecakowy — programowanie dynamiczne

1 void plecak (unsigned int c[|, unsigned int w[],
unsigned int liczba , unsigned int W){
3 //tworzenie tablic
unsigned int ** A = new unsigned int[liczba+1];
for (unsigned int i=0;i<=liczba;it++)
A[i] = new unsigned int [W+1];
7 int xx B = new int[liczba +1];
for (unsigned int i=0;i<=liczba;i++)
9 B[i] = new int [W+1];
//inicjowanie tablic
1 for (unsigned int i = 0; i<=liczba;i++)
Ali][0] = B[i][0] = 0;
13 for (unsigned int i = 0; i<=W;i++)
Al0][i] = Blo][i] = 0

ot

//wlasciwa czesc algorytmu
17 for (unsigned int i=1;i<=liczba;i++)
for (unsigned int j=1;j<=W;j++)

19 if ((j<w[i-=1])]]
((A[i=1][il==Al1 —1][j—w[i-1]]+c[i—1])){
21 Ali][j]=Al1-1][i];
Bli][j]=B[i-1][j];
23 }
else {
25 Ali][jl= A1 —-1][i-w[i-1]]+c[i—1];
Bli][j]=1-1;

27 }

Wypisz (B,w, liczba W) ;
29

//zwalnianie pamieci po tablicach
31 for (unsigned int i=0;i<=liczba;i++)

delete [| A[i];

33  delete [| A;

for (unsigned int i=0;i<=liczba;i++)
35 delete [| B[i];

delete [| B;

Chcac wypisaé¢ optymalny wybér przedmiotow zaczynamy od tytu



108

5. Programowanie dynamiczne

— B[liczbal [W] zawiera numer ostatniego przedmiotu z listy wybranych.
Aby wypisaé przedostatni przedmiot musimy wzia¢ 1iczba rowne numerowi
ostatniego przedmiotu (czyli 1iczba=B[liczba] [W]), ograniczenie na wage
pomniejszone o wage ostatnio wypisanego przedmiotu (W=W-w[liczbal) i
wypisa¢ warto$é B[liczbal [W]. Postepujemy w ten sposob tak diugo, do-
poki B[liczbal [W] jest wieksze od —1.

Listing 5.12. Problem plecakowy — programowanie dynamiczne

1 void Wypisz(int *x B, unsigned int w][],
unsigned int liczba , unsigned int W){

3 while(B[liczba |[W!=—-1){
cout<<B|[liczba | [W<<endl;

5 liczba = B[liczba | [W];
W =W — w[liczba|;

T}

}

Na koniec zobaczymy na przykladzie programu rozwiazujacego problem
plecakowy, jak mozna zaoszczedzi¢ pamieé poprzez ograniczenie jednego
z wymiaréw. Zrobimy to na przyktadzie funkcji z listingu 5.9, gdyz w przy-
padku wersji algorytmu wypisujacej optymalny wybdér przedmiotow
i tak nie ma mozliwosci zaoszczedzenia pamieci na tablicy B. W przypad-
ku rozwazanej funkcji tylko pierwszy wymiar mozemy ograniczyé¢. Wyni-
ka to z tego, ze w pierwszym wymiarze wzor rekurencyjny cofa sie tylko
o jeden, zas§ w drugim wymiarze wzor rekurencyjny moze siega¢ dowolnie
daleko do tylu (we wzorze odejmujemy w[i-1]). O ile we wczeéniejszych
wersjach algorytmu kolejnosé petli przebiegajacych po pierwszej i drugiej
wspolrzednej tablicy A byla obojetna, to teraz zmienna sterujaca najbar-
dziej zewnetrznej petli musi przebiega¢ po wymiarze, ktéry skracamy.

Listing 5.13. Problem plecakowy — programowanie dynamiczne

void plecak (unsigned int c[|, unsigned int w][],
2 unsigned int liczba , unsigned int W){
//tworzenie i inicjowanie tablicy A
4 unsigned int %% A = new unsigned int|[2];
A[0] = new unsigned int [W+1];
6 A[l] = new unsigned int[W+1];

for (unsigned int i = 0; i<=W;i++)
s Afo][i] — 05
A[1][0] = 0;

10
//wlasciwa czesc algorytmu
12 for(unsigned int i=1;i<=liczba;i++)
for (unsigned int j=1;j<=W;j++)
14 if (j<wl[i-1])
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Ali%2][J1=ALG =1 %2][] |5
16 else
ALL%2][j]= max(A[(i-1)%2][j],
18 Al(i=-1)%2][j—w[i-=1]]+c|i—-1]);
cout<<A[liczba %2|[W]|;
//usuwanie z pamieci tablicy A
22 delete [] A[0];
delete [|] A[1l];
24 delete [| A;

5.1.2. Najdluzszy wspdlny podciag

Przyjrzyjmy sie jeszcze jednemu przyktadowi wykorzystania programo-
wania dynamicznego. Tym razem bedzie to rozwigzanie problemu najdtuz-
szego wspolnego podciagu dwdéch stéw. Zaczniemy od wprowadzenia pojeé
potrzebnych do zdefiniowania problemu. Stowem a nad alfabetem X nazywa-
my dowolny skonczony ciag elementéw ze zbioru .. Dla uproszenia bedziemy
traktowali stowa jako tablice o elementach typu char. Niech a bedzie sto-
wem, przez ali..j] bedziemy oznaczaé stowo al[i]al[i+1]...a[j-1]alj]
(stowo zlozone ze wszystkich znakéw slowa a od znaku o indeksie i do
znaku o indeksie j). Podciagiem danego stowa a nazywamy dowolne stowo
b, takie ze istnieje rosnagca funkcja f, taka ze b[il=al£f(i)] dla i od 0 do
Ibl-1 (przez |b| oznaczamy liczbe znakéw stowa b). Méwiac mniej formal-
nie podciag slowa a jest dowolnym ciagiem znakéw ze stowa a zachowujacym
ich oryginalng kolejnos¢. Przyktadowo ,cce” jest podciggiem stowa ,,cdce”,
za$ ,cec” nie jest podciagiem tego stowa, gdyz w oryginalnym stowie ,e”
wystepuje po obu wystapieniach ,c”.

W tym podrozdziale pokazemy rozwiazanie nastepujacego problemu.

Problem 5.2.

Wejscie Dwa stowa a i b.

Wyjscie Najdiuzszy wspdlny podcigg stow a i b(najdluziszy skoriczony cigg,
ktory jest jednoczesnie podciggiem stowa a i stowa b)

Zanim sprobujemy stworzy¢ algorytm rozwiazujacy powyzszy problem
przeanalizujmy nastepujacy przyktad:

Przyktad 5.2. Dla danych wejsciowych a= .efede” i b=, cedfef” istniejg
trzy wspdlne podciggi o tej samej maksymalnej dlugosci: efe”, ,ede” i ,cde”.

Najpierw rozwiazemy uproszczona wersje problemu 5.2, w ktorej pytamy
sie tylko o dtugosé najdtuzszego wspodlnego podciggu dwdbch stéw. Pierwsza
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rzecz, jaka musimy zrobié¢, to zdefiniowaé podproblemy, jakie bedziemy roz-
wiazywacé. Pamietamy, ze najwygodniej jest sparametryzowaé podproble-
my liczbami catkowitymi. W naszym przypadku dla danych dwéch stow a
i b podproblemem o parametrach i, j bedzie problem najdluzszego wspdl-
nego podciaggu stéw a[0..i-1] i b[0..j-1]. Rozwiazania poszczegdlnych
podprobleméw bedziemy zapisywali w dwuwymiarowej tablicy A (komérka
A[i] [j] bedzie zawierala rozwiazanie problemu o parametrach i, j). Oczy-
wiscie A[i] [0]=A[0][i]=0, za$ Al[lal]l[lbl] zawiera rozwiazanie calego
problemu.

Zastanéwmy sie teraz nad rekurencyjna zaleznoscia, jaka zachodzi po-
miedzy zdefiniowanymi podproblemami. Rozwazmy, ile moze by¢ réowne
ATil1[j] dla i,3>0. Jezeli ali-1]1=b[j-1], to mozemy zaltozy¢, ze alil
nalezy do najdtuzszego wspdlnego podciagu stéw al0..i-1] i b[O0..j-1]
icozatym idzie A[i] [j1=A[i-1]1[j-1]1+1. Jezeli a[i-1] i b[j-1] sa rozne,
to wiadomo, ze jeden z tych znakéw nie nalezy do najdtuzszego wspolnego
podciagu, co implikuje, ze A[1] [j1=max (A[i-1][j],A[i][j-11).

Tabela 5.4. Wypelnienie tablicy A dla danych z Przykladu 5.2.
0|1,2(3|4|5

WIN NN O

e Rl e K== =) Nan)

N~ =Rk O

TR WN-=O
(=] Rl o) Nenl Nl Nan)
NN RO
NN NN O
WIN NN =D

Teraz zaimplementujemy omowione powyzej rozwiazanie. Napiszemy
funkcje, ktora jako argumenty dostanie tablice zawierajace stowa, ktorych
najdtuzszego wspdlnego podciggu szukamy oraz rozmiary tych tablic.

Listing 5.14. Najdluzszy wspélny podciag

1 void podciag(char a[], unsigned int rozmiara,
char b[|, unsigned int rozmiarb){
3

Wyniki bedziemy zapisywali w dwuwymiarowej tablicy A o wymiarach
rozmiara+1l na rozmiarb+1, ktérej komérka A[rozmiara] [rozmiarb] be-
dzie na koniec zawierala rozwiagzanie
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Listing 5.15. Najdluzszy wspélny podciag

void podciag(char a[|, unsigned int rozmiara,
2 char b[|, unsigned int rozmiarb){
\\tworzenie tablicy A
4 unsigned int %% A = new unsigned int=x[rozmiara+41];
for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++)
6 A[i] = new unsigned int[rozmiarb+1];

10 cout<<A[rozmiara || rozmiarb|<<endl;

12 //usuwanie z pamieci tablicy A

for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++)
14 delete [] A[i];

delete [] A;
16 }

Jak wczeéniej zauwazyliSmy A[i] [0]=A[0] [i]=0.

Listing 5.16. Najdluzszy wspélny podciag

void podciag(char a[|, unsigned int rozmiara,

2 char b[|, unsigned int rozmiarb){
\\tworzenie tablicy A

4 unsigned int %% A = new unsigned int=x[rozmiara+41];
for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++)

6 A[i] = new unsigned int[rozmiarb+1];
\\inicjowanie tablicy A

8 for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++)

Ali][0] = 0;
10 for (unsigned int i=0;i<=rozmiarb;i++)
AlO0][i] = 0;

12

14
cout<<A[rozmiara |[rozmiarb]<<endl;
16
\\usuwanie z pamieci tablicy A
18 for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++)
delete [] A[i];
20 delete [] A;

Tablice A bedziemy wypekiali w zagniezdzonych petlach for, z ktorych
jedna bedzie przebiegaé po pierwszym, a druga po drugim wymiarze tablicy
A. Kolejnosé petli jest w tym przypadku obojetna:
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Listing 5.17. Najdluzszy wspdélny podciag

1 void podciag(char a[], unsigned int rozmiara,

11
13
15
17
19
21

23

25 }

char b[|, unsigned int rozmiarb){
\\tworzenie tablicy A
unsigned int xx A = new unsigned intx[rozmiara+1];
for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++)
A[i] = new unsigned int|[rozmiarb+1];
\\inicjowanie tablicy A
for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++)

A[1][0] = 0;
for (unsigned int i=0;i<=rozmiarb;i++)
A[O][i] = 0;

\\wlasciwa czesc algorytmu
for (unsigned int i=1;i<=rozmiara;i++)
for (unsigned int j=1;j<=rozmiarb;j++)

cout<<A[rozmiara|[rozmiarb]<<endl;

\\usuwanie z pamieci tablicy A

for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++)
delete [| A[i];

delete [| A;

Wewnatrz petli for uzyjemy naszego wzoru rekurencyjnego do wypetnienia

tabeli A.

Listing 5.18. Najdluzszy wspdélny podciag

1 void podciag(char a[], unsigned int rozmiara,

11

13

17

char b[|, unsigned int rozmiarb){
\\tworzenie tablicy A
unsigned int xx A = new unsigned intx[rozmiara+41];
for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++)
A[i] = new unsigned int[rozmiarb+1];
\\inicjowanie tablicy A
for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++)

AlL][0] = 0;
for (unsigned int i=0;i<=rozmiarb;i++)
AfO]Ti] = 0;

\\wlasciwa czesc algorytmu
for (unsigned int i=1;i<=rozmiara;i++)
for (unsigned int j=1;j<=rozmiarb;j++)
if (ali-ll——b[j—1])
AL = Al =11 -1] + 15
else if (A[i—-1][jl<A[i][j—-1])
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19 Ali][j]=Ali][j—-1];
else
21 A[i”j]:A[i_l][j];

cout<<A[rozmiara |[rozmiarb]<<endl;
23
\\usuwanie z pamieci tablicy A
25 for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++)
delete [] A[i];
27 delete [] A;

Aby méc wypisaé najdtuzszy wspoélny podcigg dwdch stéw, a nie tylko
jego dlugosé, uzyjemy dodatkowej tablicy B, ktorej komoérka B[i] [j]1 be-
dzie przechowywala indeks w stowie a[0..i-1] ostatniego elementu naj-
dhuzszego wspoélnego ciagu stéw al0..i-1] i b[0..j-1]. To, jaka war-
tos¢ wstawimy do komérki B[i] [j], zalezy od tego, ktéry z przypadkow
wybralismy przy wypelnianiu komoérki A[i] [j]. Jezeli ali-1]1==b[j-11,
to B[il[jl=i-1. W przeciwnym razie w zaleznoSci od tego,
czy A[i-11[jI1<A[i]1[j-1] do BI[il[jl, przepisujemy B[i][j-1]
lub B[i-1] [j]. W przypadku gdy A[i] [j] jest réwny O (a wiec najdluzszy
wspdlny podciag jest pusty), element B[i] [j] bedzie mial wartosé -1.

Tabela 5.5. Wypelnienie tablicy B dla danych z Przykladu 5.2.

0 1 2 3 4 5 6
o|-1}-1}-1}-1|-1|-1|-1
1|-1|-1|0 0 0 0 0
2| -11-110 0 1 1 1
3| -1|2 0 0 1 1 1
4| -1]2 0 3 1 1 1
5| —-1|2 4 3 1 4 4

Listing 5.19. Najdtuzszy wspdélny podciag — wypisywanie podciagu

void podciag(char a[|, unsigned int rozmiara,
2 char b[|, unsigned int rozmiarb){
\\tworzenenie tablic A i B
4 unsigned int xx A = new unsigned intx|[rozmiara-+1];
unsigned int %% B = new unsigned intx[rozmiara+41];
6 for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++){
A[i] = new unsigned int[rozmiarb+1];
8 B[i] = new unsigned int|[rozmiarb+1];
}
1 //inicjowanie tablic A ¢ B
for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++){
12 A[i][0] = 0;
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Bli][0] = -1
1}
for (unsigned int i=0;i<=rozmiarb;i++){
16 Af0][i] = 0;
BlO][i] = —1;
18}

20 //wlasciwa czesc algorytmu
for (unsigned int i=1;i<=rozmiara;i++)
22 for (unsigned int j=1;j<=rozmiarb;j++)
if (ali-1]==b[j-1]){
24 AlT][3] = Al =1][5 =1] + 13
Bli][j] = i-1;

else if (A[i—1][j]<A[i][j—-1]){
28 Ali][j]=Ali][j—-1];
Bli][j|=B[i][j-1];
30

else{
32 A[T][J]=AlT =11 15
, Bli][jl=B[i-1][jl;

wypisz (B,a,rozmiara, b, rozmiarb);
36
//usuwanie z pamieci tablic A i B
38 for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++){
delete [|] A[i];

40 delete [| B[i];
}

42 delete [] A;
delete [] B;

44 }

Wypisywanie wyniku ze wzgledu na czytelnoéé przenieéliSmy do funkcji
wypisz. Idea algorytmu wypisywania jest taka, ze najpierw szukamy ostat-
niego znaku najwiekszego wspoélnego podciagu stéw a i b oraz indeksow,
pod ktérymi wystepuje w stowach a i b (niech beda to miejsca o indeksach
i oraz j). Nastepnie szukamy ostatniego elementu najwiekszego wspdlnego
podciagu stéw a[0..i-1] i b[0..j-1] itd.

Bardziej doktadnie — aby poznaé ostatni znak szukanego podciagu — wy-
starczy sprawdzi¢ a[B[rozmiara] [rozmiarb]]. Zeby poznaé¢ przedostatni
znak tego podciagu trzeba wzia¢ rozmiara=B[rozmiara] [rozmiarb], naj-
wieksze rozmiarb mniejsze od dotychczasowej wartosci takie,
ze b[rozmiarb]=al[rozmiara] i wtedy Znowu wziacé
a[B[rozmiara] [rozmiarb]] itd. W ten sposéb uzyskamy poszukiwany ciag,
ale w odwréconej kolejno$ci. Aby poprawnie go wypisaé¢ uzyjemy stosu
do odwrdcenia kolejnosci znakow.
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Przeanalizujmy dzialanie powyzszego algorytmu na przyktadzie danych
z Przykladu 5.2 i wygenerowanej dla nich tablicy B prezentowanej w Tabeli
5.5.

Przyktad 5.3. Ostatnim znakiem znalezionego najdiuzszego wspdlnego pod-
ciggu jest znak, ktory w tablicy przechowujgcej stowo a ma indeks B[5] [6].
Jest to znak o indeksie 4 czyli ,e”. Teraz szukamy ostatniego wystgpienia
e’ w stowie b o indeksie mniejszym niz 6. To wystgpienie ma indeks 4.

Zgodnie z algorytmem kolejnym znakiem znalezionego podciggu jest znak,
ktory w stowie a ma indeks B[4] [4]1=1. Znakiem tym jest znak ,f”. Indeks
ostatniego wystgpienia ,f” w stowie b o indeksie mniejszym niz 4 jest rowny
3 (zwréémy uwage, Ze nie jest to ostatnie wystapienie ,f” w stowie b).

W kolejnym kroku algorytmu wyznaczamy nastepny element najdiuzszego
wspdlnego podciggu stéw a i b. Analogicznie jak poprzednio robimy to spraw-
dzajgc znak stowa a o indeksie B[1] [3]1=0. Ten znak to ,e”, za$ indeks
ostatniego wystgpienia ,e” w stowie b o indeksie mniejszym niz 3 to 1.

Na koniec dostajemy, ze B[0] [1]1=-1, co oznacza, Ze wygenerowalismy
Juz wszystkie znaki najdluzszego wspdlnego podciggu stow a ¢ b. Teraz wy-
starczy odwrdcié kolejnos$é wygenerowanych znakéw (w naszym przypadku
ze wzgledu na symetryczno$é otrzymanego podciggu niczego to mie zmienia)

1 otrzymujemy najdiuzszy wspolny podcigg: efe”.

Kod implementujacy powyzszy algorytm wyglada nastepujaco:

Listing 5.20. Najdluzszy wspélny podciag

void wypisz (unsigned int xx B, char al],

2 unsigned int rozmiara,
char b[|, unsigned int rozmiarb){
4 Stos s}
while (B[rozmiara | [ rozmiarb]>=0){
6 rozmiara=B[rozmiara | [ rozmiarb |;
s.push(a[rozmiaral]) ;
8 do
rozmiarb ——;
10 while (b [rozmiarb|!=a[rozmiara]) ;
12}
while (!'s.empty () ){
14 cout<<s.top();
s.pop () ;
6}

Na koniec zobaczymy modyfikacje programu 5.18, w ktérej ograniczymy
rozmiar pierwszego wymiaru tablicy A. Poniewaz we wzorze rekurencyjnym
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siegamy co najwyzej o jedna komoérke do tytu, wystarczy, aby pierwszy
wymiar mial rozmiar 2.

Listing 5.21. Najdluzszy wspélny podciag

2

10

12

14

16

18

20

22

24

26

void podciag(char a[|, unsigned int rozmiara,

char b[|, unsigned int rozmiarb){

\\tworzenie tablicy A
unsigned int *%x A = new unsigned intx[2];
A[0] = new unsigned int []rozmiarb+1
A[i] = new unsigned int[rozmiarb+1];
\\inicjowanie tablicy A
for (unsigned int i=0;i<=rozmiarb;i++)

Alo][i] — 05
Al1][0] = 05

\\wlasciwa czesc algorytmu
for (unsigned int i=1;i<=rozmiara;i++)
for (unsigned int j=1;j<=rozmiarb;j++)
if (a[i-1]==b[j—1])
Ali%2][5] = A[(I-D%2][j 1] + 1;
else if (A[(i-1)%2][j]<A[i%2][]—-1])
Ali%2][j]1=Al1%2][j —1];
else
AL %211 1=A LG —1) %215 ]
cout<<A[rozmiara%2]|[rozmiarb]<<endl;

\\usuwanie z pamieci tablicy A

for (unsigned int i=0;i<=rozmiara;i++)
delete [] A[i];

delete [| A;

Zadanie 22. Napisz program rozwiazujacy przy pomocy programowania

dynamicznego problem wydawania reszty zdefiniowany w roz-
dziale 6 jako problem 6.1.

Zadanie 23. Napisz funkcje, ktéra dla otrzymanych w argumencie tablicy

dwuwymiarowej tab o wymiarach 3 x 3 oraz liczb n i a, szuka
takiego ciagu liczb x(1), x(2), ..., x(n), zeby spelniony byt
nastepujacy warunek:

tab[x(1)] [tab[x(2)][...tab[x(n-1)][x(n)]...]1]=a.

W funkcji wykorzystaj programowanie dynamiczne.

5.2. Metoda spamietywania

Metoda spamietywania jest odmiang programowania dynamicznego,
w ktoérej odwracamy kolejno$c rozwiazywania probleméw. Zamiast zaczynac
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od dohu i rozwiazywaé kolejne podproblemy od tych najmniejszych do co-
raz wigkszych, w metodzie spamigtywania zaczynamy od calego problemu,
zeby w kolejnych rekurencyjnych wywotaniach funkcji zejs¢ do najmniej-
szych podprobleméw. Aby nie rozwiazywaé wielokrotnie tych samych pod-
probleméw wszystkie otrzymane wyniki zapisujemy do globalnej tablicy.
Asymptotyczna pesymistyczna zlozonoéé algorytmoéw stosujacych metode
spamietywania jest taka sama jak analogicznych algorytméw stosujacych
klasyczne programowanie dynamiczne, cho¢ ze wzgledu na narzut czaso-
wy wynikajacy z zastosowania rekurencji, implementacje metody spamiety-
wania mogg by¢ w praktyce wolniejsze od ich dynamicznych odpowiedni-
kéw. Metoda spamietywania ma za to przewage, gdy do obliczenia konco-
wego wyniku nie trzeba rozwiazywaé¢ wszystkich podprobleméw. W takiej
sytuacji w metodzie spamigtywania rozwiazujemy tylko te podproblemy,
ktérych rozwiazanie jest konieczne, podczas gdy algorytmy programowania
dynamicznego rozwiazuja wszystkie podproblemy po kolei.

5.2.1. Problem plecakowy

Przeanalizujemy uzycie metody spamietywania na przyktadzie dyskret-
nego problemu plecakowego, ktory rozwigzywaliSmy w poprzednim podroz-
dziale przy pomocy programowania dynamicznego. Dla uproszczenia be-
dziemy rozwiazywali wersje problemu, w ktorej interesuje nas tylko wartosé
przedmiotéw w optymalnym upakowaniu (a nie lista przedmiotéw w tym
upakowaniu).

Nasza funkcja dostanie jako argumenty instancje problemu (w takiej
samej formie jak w przypadku dynamicznego rozwiazania problemu) oraz
dwuwymiarowa tablice A do zapisywania wynikow. Zakladamy, ze elementy
tablicy A maja poczatkowo wartos¢ —1. Dzieki temu bedziemy mogli rozpo-
znaé, ktére podproblemy juz zostaly rozwiazane.

Listing 5.22. Dyskretny problem plecakowy — metoda spamietywania

1 void Plecak (unsigned int c[], unsigned int w][],
unsigned int liczba , unsigned int W,

3 int *x A){

5

7}

W pierwszej kolejnosci sprawdzimy, czy dany podproblem nie zostal jeszcze
rozwiagzany.
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Listing 5.23. Dyskretny problem plecakowy — metoda spamietywania

1 void Plecak (unsigned int c[], unsigned int w|],
unsigned int liczba , unsigned int W,
3 int xx A){
if (A[liczba][W>=0)
5 return A[liczba | [W];
7
o}

Nastepnie sprawdzimy warunki brzegowe (czyli przypadki gdy liczba lub
W jest réwne zero).

Listing 5.24. Dyskretny problem plecakowy — metoda spamietywania

1 void Plecak (unsigned int c[], unsigned int w][],
unsigned int liczba , unsigned int W,
3 int #x A){
if (A[liczba|[W>=0)
5 return A[liczba | [W];
if ((liczba==0)]||(W==0))
7 return 0;
9
1}

W kolejnym kroku sprawdzimy, czy ostatni przedmiot zmiesci sie sam w ple-
caku.

Listing 5.25. Dyskretny problem plecakowy — metoda spamietywania

1 void Plecak (unsigned int c[], unsigned int w[],
unsigned int liczba , unsigned int W,
3 int *x A){
if (A[liczba |[W>=0)
5 return A[liczba | [W];
if ((liczba==0)]||(W==0))
7 return 0;
if (W< w[liczba —1]){
9 Alliczba |[W=Plecak (c,w,liczba —1,W,A);
return A[liczba | [W)]
i}

13
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Na koniec policzymy maksimum z dwoch przypadkéw: gdy ostatni przed-
miot nalezy i nie nalezy do optymalnego wyboru.

Listing 5.26. Dyskretny problem plecakowy — metoda spamietywania

1 void Plecak (unsigned int c[], unsigned int w|[],
unsigned int liczba , unsigned int W,
3 int *x A){
if (A[liczba][W>=0)
5 return A[liczba | [W];
if ((liczba==0)||(W==0))
7 return 0;
if (W< w[liczba —1]){
9 Alliczba |[W=Plecak(c,w,liczba —1,W,A);
return A[liczba | [W]
11 }

unsigned int poml, pom?2;
13 poml = Plecak(c,w,liczba —1W,A);

pom2 = Plecak(c,w,liczba —1W — w[liczba —1],A)+c[liczba —1];
15 Afliczba | [W] = max(poml,pom?2);

return A[liczba | [W];

Zadanie 24. Rozwiaz zadania z programowania dynamicznego przy pomo-
cy metody spamietywania.
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6. Algorytmy zachlanne

6.1. O metodzie

Algorytmem zachlannym nazywamy algorytm, ktéry sprowadza rozwia-
zanie problemu do dokonania serii wyboréw i kazdego z tych wyboréw doko-
nuje, wybierajac — w jakims sensie — lokalnie najlepsze rozwiazanie. Algoryt-
my zachlanne czesto stosujemy w problemach optymalizacyjnych, w ktérych
szukamy najlepszego ze zbioru dopuszczalnych rozwiazan. Nie dla wszyst-
kich takich probleméw algorytmy zachtanne daja optymalne rozwigzanie,
ale czesto dla trudnych obliczeniowo probleméw daja akceptowalne roz-
wigzania w rozsadnym czasie. Zazwyczaj dodatkowa zaleta algorytméw za-
chtannych jest ich prostota.

Czesto nieswiadomie stosujemy algorytmy zachtanne. Przyktadowo:

— Wydajac reszte dajemy zwykle najwyzszy nominal mieszczacy sie w resz-
cie, nastepnie najwyzszy nominal mieszczacy sie w pozostalej czesci
reszty itd. W ten sposéb probujemy minimalizowaé liczbe wydanych
banknotéw i monet.

— Chcac dojs$¢ w nieznanym terenie do widocznego w oddali obiektu, stara-
my si¢ wybiera¢ drogi o kierunku jak najbardziej zblizonym do kierunku,
w ktorym znajduje sie obiekt, do ktorego zmierzamy. Takie rozwigza-
nie nie zawsze daje optymalne rozwiazanie, gdyz wybrana droga moze
po pewnym czasie skreci¢ w niepozadanym kierunku.

— Ludzie kupujac w sklepach czesto kieruja sie¢ nizsza cena za opakowanie
lub wigkszymi rozmiarami opakowania. W ten sposéb w ciagu kilku lat
typowa kostka masta zmalata z 250g do 200g.

6.2. Przyklady

6.2.1. Problem wydawania reszty

Przyjrzyjmy sie teraz problemowi wydawania reszty. Mozemy go zdefi-
niowaé w nastepujacy sposob:

Problem 6.1.

Wejscie Dostepne nominaly oraz kwota do wydania.

Wyjscie Sposob wydania zadanej kwoty przy pomocy minimalnej mozliwej
liczby monet i banknotow.

Przeanalizujmy rozwigzanie problemu wydawania reszty dla przyktadowej
instancji:

Przyktad 6.1.
Zatozimy, Ze chcemy wydaé 621 © mamy dostepne wszystkie nominaly monet.
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Podang reszte mozemy wydac na wiele sposobow. Przykladowo mozemy wy-
dacé 8 monety po 2zt lub 6 monet jednoztotowych. Optymalnym rozwigzaniem
zadania jest w tym przypadku wydanie jednej monety 5z i jednej monety
1zt. Wydajemy w ten sposéb reszte przy pomocy dwoch monet. Poniewaz
nie istnieje moneta szczeSciozlotowa, to nie da sie wydaé 62t przy pomocy
mniejsze] liczby monet.

Najpopularniejszy algorytm zachtanny rozwiazujacy problem wydawa-
nia reszty dziala nastepujaco:

Algorytm 6.1.

1. Wezytaj dostepne nominaly i wydawang kwote w.

2. Dopdéki w > 0 powtarzaj kroki od 3 do 5.

3. Wybierzn najwiekszy sposrod dostepnych nominatow, ktory jest mniejszy
od w

4. Wypisz n.

5 w=w—n.

Zobaczmy jak powyzszy algorytm bedzie dziatat dla danych z przyktadu 6.1:

Przyktad 6.2.
Na poczgtku w jest réowne 6. Najwiekszym nominatem mmniejszym lub row-
nym 6 jest 5, wiec po pierwszym obrocie petli sytuacja wyglada nastepujgco:

n=95 w=w—-—n=6—-5=1.
Po drugim obrocie petli mamy:
n=1 w=1-1=0.

Po dwdch obrotach petli algorytm koriczy swoje dziatanie, gdyz nie jest spel-
niony warunek z punktu 2 (w nie jest wieksze od 0).

Zaimplementujemy teraz algorytm 6.1. Napiszemy funkcje, ktéra otrzy-
ma jako argumenty tablice z lista nominaléw (zakladamy, ze tablica jest
posortowana rosnaco), jej rozmiar oraz kwote do wydania i wypisze na stan-
dardowym wyjsciu liste wydawanych nominalow.

Listing 6.1. Wydawanie reszty — algorytm zachtanny

1 void Reszta(unsigned int nominaly, unsigned int rozmiar,
unsigned int kwota){
3

}

Gléwna czescia programu bedzie petla, ktéra bedzie sie kreci¢ tak diugo
jak dtugo pozostanie jeszcze jakas kwota do wydania.
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Listing 6.2. Wydawanie reszty — algorytm zachtanny

void Reszta(unsigned int tab nomin[]|, unsigned int rozmiar,
2 unsigned int kwota){

4 while (kwota>0){

6 )
}

Wewnatrz petli while bedziemy robi¢ trzy rzeczy. Najpierw bedziemy szu-
kali najwiekszego nominatlu mniejszego réwnego od wydawanej kwoty (sko-
rzystamy tutaj z faktu, ze kolejne wydawane nominaly nie beda wieksze
od poprzednich).

Listing 6.3. Wydawanie reszty — algorytm zachtanny

1 void Reszta(unsigned int tab nomin[], unsigned int rozmiar,
unsigned int kwota){
3 unsigned int nominal=rozmiar —1;
while (kwota >0){
5 while (( nominal >0)&&(tab nomin [nominal]>kwota))
nominal ——;
7
}
9}

Nastepnie bedziemy wypisywali znaleziony nominatl i odejmowali go od wy-
dawanej kwoty.

Listing 6.4. Wydawanie reszty — algorytm zachtanny

1 void Reszta(unsigned int tab nomin[], unsigned int rozmiar,
unsigned int kwota){
3 unsigned int nominal=rozmiar —1;

while (kwota>0){
5 while (( nominal >=0)&&(tab nomin [nominal]>kwota))
nominal ——;
7 if (nominal>=0){
cout<<tab mnomin[nominal]<<endl;
9 kwota = kwota — tab_nomin|[nominal |;
}
11
13
}
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Na koniec rozwazymy przypadek, gdy danej reszty nie da sie wydaé¢ al-
gorytmem zachlannym. W takiej sytuacji, w pewnym momencie wszystkie
posiadane nominaly beda wieksze od wydawanej kwoty i zmienna nominal
po wyjsciu z wewnetrznej petli while bedzie miala wartosé -1.

Listing 6.5. Wydawanie reszty — algorytm zachtanny

1 void Reszta(unsigned int tab nomin|[]|, unsigned int rozmiar,
unsigned int kwota){
3 unsigned int nominal=rozmiar —1;
while ((kwota>0)&&(nominal >=0)) {

5 while (( nominal >=0)&&(tab nomin [nominal|>kwota))
nominal ——;
7 if (nominal>=0){
cout<<tab nomin|[nominal]<<endl;
9 kwota = kwota — tab nomin|[nominal];
}
11 else
cout<<"Nie_moge_wydac_reszty "<<endl;
13}
}

Nie dla kazdego zestawu danych przedstawiony algorytm zachlanny zwraca
optymalne rozwiazanie:

Przyktad 6.3.

— Zalozimy, ze mamy do wydania kwote 6zt przy pomocy nominatow 1gr,
2zt 1 5zl

— Optymalnym rozwigzaniem jest wydanie reszty przy pomocy trzech mo-
net dwuzlotowych.

— Algorytm zachtanny w tym przypadku wyda reszte przy pomocy piecio-
zlotéwki oraz 100 monet po 1gr (101 monet wobec trzech monet w opty-
malnym rozwigzaniv).

Systemy monetarne w wiekszosci panstw w tym w Polsce sg tak skonstru-
owane, zeby przy dostepnych wszystkich nominatach algorytm zachtanny
wydawania reszty dawal optymalne rozwigzanie. Przyktadowo jednak jesz-
cze do roku 1971 w brytyjskim systemie monetarnym nie dzialal zachtanny
algorytm wydawania reszty.

Aby rozwiazaé problem wydawania reszty w ogdélnym przypadku trzeba
uzy¢ algorytmu innego niz zachtanny. Najpopularniejszy taki algorytm wy-
korzystuje programowanie dynamiczne.
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6.2.2. Problem plecakowy

W rozdziale 5 poznaliémy rozwiazanie dyskretnego problemu plecako-
wego za pomoca programowania dynamicznego. Poznany algorytm zawsze
zwraca optymalne rozwiazanie, ale nie dziala w czasie wielomianowym.
W tym rozdziale sprobujemy rozwiazywaé¢ problem plecakowy algorytmem
zachtannym.

Mozemy sobie wyobrazi¢ wiele réznych algorytméw zachtannych roz-
wigzujacych problem plecakowy. Przykladowo mozemy w pierwszej kolej-
nosci wybiera¢ najlzejsze przedmioty albo przedmioty o najwyzszej warto-
Sci. My rozwazymy algorytm, w ktérym w pierwszej kolejnosci wybieramy
przedmioty o najkorzystniejszym stosunku wartosci do wagi.

W algorytmie bedziemy wykorzystywali dwa typy struktur: jedna do
przechowywania danych wejSciowych oraz druga przechowujaca stosunek
wartosci do wagi dla poszczegdlnych przedmiotéw.

Listing 6.6. Zachlanne rozwiazanie problemu plecakowego — typy

struct Przedmiot {
2 unsigned int cena, waga;
}i
4
struct Stosunek({
6 unsigned int przedmiot;
double stos;

8 };

Bedziemy potrzebowali takze funkcji sortujgcej tablice struktur Stosunek
ze wzgledu na wartoéé¢ pola stos.

Listing 6.7. Zachlanne rozwiazanie problemu plecakowego — sortowanie

void Sort (Stosunek tab[], unsigned int n){
2 unsigned int i,j,k;
Stosunek pom;
4 for(i=1;i<n;i++)
if (tab[i].stos>tab[i—1].stos){

6 pom=tab [i];
for (j=i—1;(j>=0)&&(tab[j]. stos<pom.stos);j——)
8 tab[j+1]=tab[j];
I+
10 tab [ j]=pom;
}
12}

Powyzsza funkcja to drobna modyfikacja algorytmu sortowania przez wsta-
wianie z listingu 2.56. Modyfikacja polega na tym, ze sortujemy tablice
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o elementach typu Stosunek biorac pod uwage wylacznie wartos¢ pola stos
oraz ze sortujemy tablice malejaco a nie rosnaco.

Teraz zaimplementujemy funkcje plecak, ktéra dla otrzymanej w argu-
mentach tablicy przedmiotéw, jej rozmiaru oraz ograniczeniu plecaka na wa-
ge wypisuje na standardowym wyjsciu sposéb upakowania plecaka wedlug
algorytmu zachtannego.

Listing 6.8. Dyskretny problem plecakowy

void plecak dys(Przedmiot tab przed[]|, unsigned int rozmiar,
2 unsigned int limit){

4

6 }

Najpierw stworzymy tablice, a nastepnie policzymy stosunki ceny do wa-
gi dla wszystkich przedmiotéw i uporzadkujemy przedmioty ze wzgledu
na ten stosunek:

Listing 6.9. Dyskretny problem plecakowy

void plecak dys(Przedmiot tab_ przed[], unsigned int rozmiar,
2 unsigned int limit){
Stosunek tab stos|[rozmiar |;
4  for (unsigned int i=0;i<rozmiar;i++){
tab_stos[i].przedmiot = ij;
6 tab stos[i].stos = (double)tab przed[i].cena

/tab_przed|[i].waga;

s}
Sort (tab _stos,rozmiar);
10

12

Teraz w petli przejrzymy przedmioty posortowane malejaco wzgledem sto-
sunku ceny do wagi, dodajac te przedmioty, ktére zmieszczg sie do plecaka
(po dodaniu kazdego przedmiotu bedziemy aktualizowaé¢ dostepny limit wa-

gi).

Listing 6.10. Dyskretny problem plecakowy

1 void plecak dys(Przedmiot tab przed[], unsigned int rozmiar,
unsigned int limit){
3 Stosunek tab stos|[rozmiar|;
for (unsigned int i=0;i<rozmiar;i++){
5 tab_ stos[i].przedmiot = i;
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tab stos[i].stos = (double)tab przed[i].cena
7 /tab _przed[i].waga;
}
9 Sort (tab stos,rozmiar);
for (unsigned int i = 0; (i<rozmiar)&&(limit >0);i++)
11 if (tab_ przed[tab stos[i].przedmiot].waga<limit){
cout<<tab stos[i].przedmiot<<endl;
13 limit = limit — tab_przed[tab _stos[i].przedmiot|.waga;
}

Taki algorytm dla dyskretnego algorytmu plecakowego nie zawsze daje
optymalne rozwiazanie:

Tabela 6.1. Przyktadowe dane dla dyskretnego problemu plecakowego

numer przedmiotu 1 2 3 4
cena przedmiotu | 80zt | 60zt | 30zt | 30zt
waga przedmiotu | 6kg | bkg | 3kg | 4kg

Przyktad 6.4.

W tablicy 6.1 znajduje  sie  przyklad  zbioru  przedmiotéw,
dla ktorego przy ograniczeniu 8kg na wage przedmiotéow w plecaku, algo-
rytm zachlanny da nieoptymalne rozwigzanie dyskretnego problemu pleca-
kowego. Algorytm zachlianny wlozy do plecaka tylko przedmiot pierwszy o
wartosci 8021, za$ w optymalnym rozwigzaniu zapakowalibysmy przedmioty
214 8 o lgcznej wartosci 9021

Teraz rozwazymy ciagly problem plecakowy. Jest to modyfikacja problemu
plecakowego, dla ktérej algorytm zachtanny daje optymalne wyniki:

Problem 6.2.

Wejscie Lista przedmiotow (dla kaZdego przedmiotu mamy okreslong je-
go wage jednostkowq, cene jednostkowq oraz dostepnag ilo$é), pojemnosé
plecaka.

Wyjscie Wybor przedmiotéw mieszczgcych sie w plecaku o maksymalnej
mozliwej wartosci. Mozemy bra¢ ulamkowe ilosci przedmiotow,
ale nie mozemy do plecaka zapakowaé wiekszej ilosSci danego towaru
niz jego dostepna ilosc.

Rozwazymy teraz ciaggly problem plecakowy dla przyktadowych danych.

Przyktad 6.5.
Zatozimy, ze dane z Tabeli 6.1 dotyczqg cigglego problemu plecakowego, Ze ogra-
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niczenie na pojemnosé plecaka to 8kg i Ze dostepna jest jedna sztuka kazdego
z przedmiotow wymienionych w tabels.

Algorytm zachlanny w pierwszej kolejnosci wybierze przedmiot numer 1,
gdyz ma on nagkorzystniejszy stosunek masy do wagi. Pozostala w plecaku
wolna przestrzen, zostanie wykorzystana przez algorytm zachlianny do za-
pakowania kg drugiego przedmiotu (jak latwo policzyé 3kg drugiego przed-
miotu jest warte 36zt). W ten sposéb algorytm zachlanny wygeneruje sposob
zapakowania plecaka przedmiotami o sumarycznej warto$ci 11621 To jest
optymalne rozwigzanie dla rozwazanego przypadku.

Poniewaz tym razem mozemy braé¢ rézna liczbe poszczegdlnych przed-
miotéw, nasza funkcja bedzie nieco bardziej skomplikowana. Pierwsza rze-
cza, jaka sie zmieni, bedzie typ Przedmiot, ktéry bedzie zawieral teraz takze
dostepna ilos¢ przedmiotu.

Listing 6.11. Ciagly problem plecakowy

struct Przedmiot{
2 unsigned int cena, waga, ilosc;

s

Poczatkowa czesé programu, w ktérej porzadkujemy przedmioty wzgledem
stosunku ceny do wagi, nie ulegnie zmianie w stosunku do rozwigzania dys-
kretnego problemu plecakowego.

Listing 6.12. Ciagty problem plecakowy

1 void plecak dys(Przedmiot tab przed[], unsigned int rozmiar,
unsigned int limit){
3 Stosunek tab stos|[rozmiar|;
for (unsigned int i=0;i<rozmiar;i++){
5 tab_ stos[i].przedmiot = i;
tab_stos[i].stos = (double)tab przed[i].cena
7 /tab _przed[i].waga;
}
9 Sort (tab stos,rozmiar);
11
13 }

Tym razem wkiadajac jakis przedmiot do plecaka bedziemy wkladali
jego maksymalna mozliwg ilos¢.
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Listing 6.13. Ciagly problem plecakowy

1 void plecak dys(Przedmiot tab przed|[|, unsigned int rozmiar,

3

11
13
15
17
19

21

23 }

unsigned int limit){
Stosunek tab stos|[rozmiar |;
for (unsigned int i=0;i<rozmiar;i++){
tab_stos[i].przedmiot = i;
tab _stos[i].stos = (double)tab przed[i].cena
/tab_przed[i].waga;
}

Sort (tab_stos,rozmiar);
double pom;
unsigned int ind;
for (unsigned int i = 0; (i<rozmiar)&&(limit >0);i++){
ind = tab_stos[i].przedmiot;
if (tab_przed|ind].wagaxtab przed[ind]. ilosc <limit){
cout<<tab przed[tind]. ilosc <<"x"<<ind<<endl;
limit=limit —tab_przed[ind]. iloscx*tab przed[ind]. waga;

}

else {
cout<<limit /tab pred[ind ].waga<<"x"<<ind<<endl;
limit = O0;

}

}

Zadanie 25. Napisz funkcje, ktora otrzymuje jako argumenty tablice obu-

stronnie otwartych odcinkéw (kazdy odcinek reprezentowany
jest przez pare liczb oznaczajacych poczatek i koniec odcin-
ka) oraz rozmiar tablicy i generuje najwiekszy pod wzgledem
liczno$ci podzbidr otrzymanych odcinkéw taki, ze zadne dwa
odcinki na siebie nie nachodza.
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7.1. Definicja drzew i sposoby ich reprezentacji

Drzewo to struktura danych sktadajaca sie z wierzchotkéw. Jeden wierz-
chotek w drzewie jest wyrdzniony i nazywany jest korzeniem. Kazdy wierz-
chotlek poza korzeniem jest polaczony krawedzia z dokladnie jednym wierz-
chotkiem nazywanym ojcem. Korzen nie posiada ojca. Pojedynczy wierz-
chotek moze by¢ ojcem dla wielu innych wierzchotkéw. Poza pojeciem oj-
ca w odniesieniu do drzew uzywamy takze pozostalej rodzinnej termino-
logii, méwimy miedzy innymi o: synach, braciach, potomkach, przodkach
itd. Wierzchotki, ktére nie maja dzieci nazywamy lis¢mi, wierzchotki, ktére
maja dzieci nazywamy wewnetrznymi. Drzewo, w ktérym kazdy wierzcho-
tek, ma co najwyzej k synéw nazywamy k-arnym. Drzewo 2-arne nazywamy
drzewem binarnym.

d

d e

Rysunek 7.1. Przyktadowe drzewo

Drzewa przyjeto sie rysowaé¢ w taki sposéb, ze korzen znajduje sie na sa-
mej gorze, pod nim w jednym rzedzie jego dzieci, w kolejnej warstwie wnuki
itd.. Przyktadowsg graficzna reprezentacje drzewa przedstawiono na rysunku
7.1. Drzewo przedstawione na tym rysunku jest drzewem binarnym.

Zazwycza] przyjmujemy, ze dzieci kazdego wierzchotka w drzewie sa
uporzadkowane liniowo. W nawigzaniu do graficznej reprezentacji drzewa
mowi sie, ze jakis wierzchotek lezy na lewo lub na prawo od swojego brata.
W przypadku drzew binarnym méwimy o lewym i prawym synu, i zazwyczaj
rozrozniamy sytuacje, gdy wierzchotek ma tylko lewego lub tylko prawego
syna.

W znajdujacym si¢ na rysunku 7.1 drzewie
— wierzchotek a jest korzeniem,

— wierzcholki b, d i e sg lisémi,

— wierzcholki a i ¢ sa wierzchotkami wewnetrznymi,

— wierzchotki d i e sa dzieémi wierzchotka c (wierzcholek d jest lewym,
za$ wierzcholek e prawym synem),

— wierzchotki b i ¢ s3 bra¢mi.
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7.1.1. Uogollniona lista wskaznikowa

Najpopularniejszym sposobem reprezentacji drzew jest swego rodzaju
uogdblnienie dwukierunkowej listy wskaznikowej. Uogdélnienie, w ktérym
wszystkie wierzchotki poza pierwszym (korzeniem) maja poprzednik (oj-
ca) i w ktérym wierzchotki moga mieé¢ wiecej niz jeden nastepnik (syna).
Podobnie jak to mialo miejsce w przypadku listy wskaZnikowej brak syna
lub ojca bedziemy zaznaczaé¢ nadajac wartosé NULL odpowiedniemu wskaz-
nikowi. W przypadku drzew binarnych typ wierzchotka jest nastepujacy:

Listing 7.1. Typ do przechowywania wierzchotka drzewa binarnego

1 struct wierzcholek{
Element el;
3 wierzcholek xojciec, *l syn, xp_ syn;

}s

Jezeli drzewo miatoby wieksza arnosc¢, struktura miataby wiecej wskaznikow
na dzieci (przy duzej arnosci wskazniki do dzieci moglyby by¢ umieszczo-
ne w tablicy). Na rysunku 7.2 znajduje sie ilustracja reprezentacji drzewa
binarnego przez strukture taka, jak w listingu 7.1 (strzalka z wierzchotka a
do wierzchotka b oznacza, ze w wierzchotku a przechowujemy wskaznik na b
itd.). Tego typu reprezentacje drzew mozemy stosowaé nie tylko dla drzew

d

= X,
b C
X,
d e

Rysunek 7.2. Reprezentacja przy pomocy uogolnionej listy wskaznikowej

o ograniczonej arnosci, jednak przy drzewach bez takiego ograniczenia lista
dzieci musi by¢ potencjalnie nieograniczona. Mozna to zaimplementowaé
choéby przy pomocy tablic dynamicznych. Poza tablicg dzieci bedziemy
potrzebowali wtedy takze pola przechowujacego liczbe dzieci danego wierz-
chotka.
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Listing 7.2. Typ do przechowywania wierzchotka drzewa o dowolnej
arnosci

struct wierzcholek{
2 Element el;
wierzcholek *xojciec, xtab dzieci;
4 unsigned int liczba dzieci;

s

Tak jak w przypadku list wskaznikowych dostep do listy uzyskiwaliémy po-
przez wskaznik do pierwszego elementu listy, tak w przypadku powyzszej
reprezentacji drzewa dostep do drzewa uzyskujemy poprzez wskaznik do ko-
rzenia drzewa. Stad przechowujac drzewo pamietamy wskaznik na korzen.

7.1.2. ,,Lewy syn, prawy brat”

Innym sposobem reprezentacji drzew o dowolnej arnosci jest reprezen-
tacja ,lewy syn, prawy brat” polegajaca na tym, ze kazdy wierzchotek po-
za wskaznikiem na swojego ojca pamieta wskaznik na skrajnie lewego syna
i brata z prawej. Takie informacje wystarcza do tego, zeby zapewni¢ sobie
dostep do dowolnego wierzchotka w drzewie. Na rysunku 7.3 mamy sche-
mat polaczen pomiedzy wierzchotkami w tej reprezentacji drzewa. Podobnie
jak poprzednio takze przy reprezentacji ,lewy syn, prawy brat”, jezeli kto-
ry$ z wierzchotkéw nie ma ojca, syna czy prawego brata, to odpowiedni
wskaznik otrzymuje wartos¢ NULL.

Rysunek 7.3. Reprezentacja ,lewy syn, prawy brat”

Podstawows zaletg omawianej implementacji jest identyczny sposéb prze-
chowywania drzew o dowolnej arnosci. Do reprezentowania wierzchotka do-
wolnego drzewa wystarczy nam struktura przechowujaca tylko trzy wskaz-
niki.
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Listing 7.3. Typ wierzchotka w reprezentacji ,lewy syn, prawy brat”

1 struct wierzcholek Ispb{
Element el
3 wierzcholek xojciec, * lewy syn, * prawy brat;

i

Podobnie jak w poprzednio omawianej reprezentacji drzewa, takze w repre-
zentacji ,lewy syn, prawy brat”, aby mie¢ dostep do drzewa, przechowujemy
wskaznik na jego korzen.

7.2. Przechodzenie drzew

W wielu algorytmach na drzewach wystepuje potrzeba odwiedzenia (,,zro-
bienia czego$ z”) wszystkich wierzchotkéw drzewa. Czesto tez nie jest obo-
jetne, w jakiej kolejnosci bedziemy odwiedzali wierzchotki drzewa. Ponizej
prezentujemy trzy najpopularniejsze porzadki odwiedzania wierzchotkow
danego drzewa.

7.2.1. Preorder

Preorder to porzadek, w ktérym zanim odwiedzimy jaki$ wierzcholek,
to wczesniej musimy odwiedzi¢ wszystkich jego przodkow. Na rysunku nu-
mery wierzchotkéw oznaczaja kolejnosé ich odwiedzania w porzadku preor-
der:

3 1[4

Rysunek 7.4. Przechodzenie drzew w kolejnosci preorder

Ponizsza funkcja otrzymuje jako argument drzewo binarne (czyli wskaz-
nik do korzenia drzewa) przechowywane w strukturach typu wierzcholek
z listingu 7.1 i odwiedza wszystkie wierzchotki tego drzew, tj. uruchamia
na nich funkcje odwiedz, w kolejnosci preorder. Z definicji kolejnosci preor-
der najpierw odwiedzamy korzen drzewa/poddrzewa, a nastepnie rekuren-
cyjnie wszystkich jego potomkéw.
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Listing 7.4. Preorder w drzewie binarnym

void peorder (struct wierzcholek * korzen)({

2 odwiedz(korzen)
if (korzen—>1 syn!=NULL)
4 prorder (korzen—>1 syn);
if (korzen—>r syn!=NULL)
6 prorder (korzen—>r syn);
}

Otrzymujac drzewo w reprezentacji ,lewy syn, prawy brat” postepujemy
podobnie, z tym ze po odwiedzeniu wszystkich potomkéw musimy jeszcze
zadbaé¢ o odwiedzenie braci i potomkéw braci rozpatrywanego wierzchotka.

Listing 7.5. Preorder w reprezentacji ,lewy syn, prawy brat”

1 void peorder (struct wierzcholek Ispb x korzen){
odwiedz (korzen) ;
3 if (korzen—>lewy syn!=NULL)
prorder (korzen—>lewy syn);
5 if (korzen—>prawy brat!=NULL)
prorder (korzen—>prawy brat);

7}

7.2.2. Postorder

Drugi z omawianych porzadkéw odwiedzania drzewa jest w pewnym
sensie odwrotnoscia kolejnosci preorder, cho¢ poréwnujac rysunki 7.4 i 7.5
widzimy, ze nie w sensie odwrotnej kolejno$ci odwiedzania wierzcholtkow.
W kolejnoéci postorder, zanim odwiedzimy jaki$§ wierzcholek, musimy od-
wiedzi¢ wszystkich jego potomkéw. Na rysunku 7.5 numery wierzchotkow
odpowiadaja kolejnosci ich wystepowania w porzadku postorder.

5

1 2

Rysunek 7.5. Przechodzenie drzew w kolejnosci postorder
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Implementacja przechodzenia drzewa binarnego w kolejnosci postorder
jest bardzo podobna do implementacji przechodzenia drzewa w kolejnosci
preorder. Jedyna roznica jest to, ze teraz funkcje odwiedz wywolujemy
na konicu funkeji (czyli po odwiedzeniu potomkéw danego wierzchotka).

Listing 7.6. Postorder w drzewie binarnym

1 void postorder (struct wierzcholek * korzen){
if (korzen—>1 syn!=NULL)

3 prorder (korzen—>1 syn);
if (korzen—>r syn!=NULL)
5 prorder (korzen—>r syn);

odwiedz (korzen) ;

7}

Implementacja przechodzenia drzewa w reprezentacji ,lewy syn, prawy
brat” w kolejnosci postorder réwniez niewiele sie rézni od analogicznej im-
plementacji przechodzenia w kolejnosci preorder.

Listing 7.7. Postorder w reprezentacji ,lewy syn, prawy brat”

1 void postorder (struct wierzcholek lspb * korzen){
if (korzen—>lewy syn!=NULL)
3 prorder (korzen—>lewy syn);
odwiedz (korzen) ;
5 if (korzen—>prawy brat!=NULL)
prorder (korzen—>prawy brat);
7
}

Zwroémy uwage, ze nie przeniesliémy wywotania funkcji odwiedz na koniec
funkcji postorder. Powodem tego jest specyfika tego sposobu reprezentacji
drzew. Funkcje odwiedz wywolujemy po odwiedzeniu potomkoéw danego
wierzchotka, ale przed odwiedzeniem jego rodzenstwa z prawej (w przy-
padku reprezentacji drzewa przy pomocy uogolnionych list wskaznikowych,
funkcje postorder dla calego rodzenstwa wywolujemy z poziomu ich ojca,
stad wywolanie funkcji odwiedz jest wtedy na koncu funkcji postorder).

7.2.3. Inorder

Porzadek inorder definiujemy tylko dla drzew binarnych (niektérzy au-
torzy uogdlniaja go na drzewa o dowolnej arnoéci, ale taki uogélniony po-
rzadek jest nienaturalny i nie bedziemy go rozwazaé¢). W porzadku tym
dowolny wierzchotek odwiedzamy po odwiedzeniu wszystkich wierzchotkéw
poddrzewa o korzeniu w lewym synu rozwazanego wierzchotka, ale przed od-
wiedzeniem wierzchotkéw drzewa o korzeniu w jego prawym synu. Numery
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wierzchotkow w drzewie na rysunku 7.6 odpowiadaja kolejnoéci ich odwie-
dzania w porzadku inorder.

2

3 5

Rysunek 7.6. Przechodzenie drzew w kolejnosci inorder

Implementacja przechodzenia drzewa binarnego w kolejnos$ci inorder
jest analogiczna do implementacji przechodzenia drzew binarnych w kolej-
nosci preorder i postorder:

Listing 7.8. Inorder w drzewie binarnym

1 void postorder (struct wierzcholek x korzen){
if (korzen—>1 syn!=NULL)
3 prorder (korzen—>1 syn);
odwiedz (korzen) ;
5 if (korzen—>r syn!=NULL)
prorder (korzen—>r syn);
7
}

Nie bedziemy rozwazali implementacji przechodzenia inorder drzew w re-
prezentacji ,lewy syn, prawy brat”, gdyz jest to reprezentacja przeznaczona
do przechowywania drzew o dowolnej arnosci, a porzadek inorder definiuje-
my wylacznie dla drzew binarnych. Ponadto w tej reprezentacji nie istnieje
pojecia lewego czy prawego syna (dzieci sa uporzadkowane od lewej do pra-
wej, ale w przypadku gdy wierzchotek ma jednego syna, to nie ma mozliwoéci
oznaczenia go jako lewego lub prawego).

7.3. Kopce, sortowanie przez kopcowanie

7.3.1. Kopce zupelne, sposdb ich reprezentacji

Na koniec rozdzialu o drzewach poznamy jedno z ich waznych zastoso-
wan. Kopcem nazywamy drzewo, w ktérym wartosé przechowywana w ojcu
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jest wieksza od wartosci przechowywanych w jego synach. Na rysunku 7.7

przedstawiono przyktadowy kopiec.

16

15

5

4

Rysunek 7.7. Kopiec

Drzewo k-arne nazywamy zupelnym, jezeli wszystkie jego poziomy,
poza ewentualnie ostatnim, sa w pelni wypelnione, za$ ostatni poziom jest
spdjnie wypelniony od lewej. Kopiec jest zupelny, jezeli jest drzewem zu-
pelnym. Kopiec z rysunku 7.7 jest przyktadem zupelnego kopca binarnego,
gdyz ma w pelni wypelnione pierwsze dwa poziomy (ma na nich maksymal-
ng liczbe wierzchotkdéw, jaka na danym poziomie moze mieé¢ drzewo binar-
ne), zas ostatni poziom (trzeci) ma wypelniony spéjnie od lewej (wszystkie
wierzchotki na tym poziomie zostaly wstawione ,bez dziur” od lewej strony).

16

3 5

Rysunek 7.8. Przyklada kopca binarnego, ktéry nie jest zupelny

Rysunek 7.8 przedstawia przyktad kopca, ktéry nie jest zupelny. Co praw-
da wszystkie poziomy poza ostatnim sa wypelnione, ale na ostatnim pozio-
mie wierzcholki nie sa ulozone spéjnie od lewej (pomiedzy wierzchotkami
przechowujacymi pigtke i czwérke jest puste miejsce na lewego syna wierz-

chotka przechowujacego wartosé

15).

15

4
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Drzewa zupelne, a wiec takze kopce zupelne, mozemy przechowywaé
w tablicy. W komoérce o indeksie 0 znajduje sie wtedy korzen, a kolejne
wierzchotki umieszczamy w tablicy warstwami. W tabeli 7.1 znajduje sie
tablica zawierajaca zapisany w ten sposob kopiec z rysunku 7.7 (w pierw-
szym wierszu sa indeksy komorek tablicy, a w drugim zawarto$é¢ komoérek
tablicy).

Tabela 7.1. Tablicowa reprezentacja kopca z Rysunku 7.7

indeksy komérek | 0 | 1| 2 [ 34|55
wartosci komorek | 16 | 7|15 |3 |5 | 4

Latwo policzy¢, ze w przedstawionej reprezentacji k-arnego drzewa zu-
pelnego ojciec wierzchotka o indeksie i ma indeks (i—1)/k, za$ jego synowie
kit k-i+2 .. k-itk

7.3.2. Implementacja kolejki priorytetowej przy pomocy kopca

Kopce sa jednym z najpopularniejszych sposobéw implementacji kolejki
priorytetowej. Ponizej znajduje sie nagtéwek klasy, ktéra bedzie implemen-
towala kolejke priorytetows za pomoca zupelnych kopcéw binarnych:

Listing 7.9. Nagléwek klasy PriorityQueue

1 class PriorityQueue {

private:
3 struct Element kol{
Element el
5 unsigned int prior;
Element kol(Element e, unsigned int p):el(e),
7 priorytet (p){}
IE
9 Element kol xkopiec;
unsigned int rozmiar tab, liczba el;
11 public:
PriorityQueue () ;
13 “PriorityQueue () ;

bool empty () ;

15 void push(Element e, unsigned int p);
Element top () ;

17 void pop();

s

Tablica kopiec bedzie przechowywata elementy kopca, zmienna rozmiar_tab

biezacy rozmiar tablicy, zas zmienna liczba_el liczbe elementéw kopca.
Konstruktor klasy musi zaalokowa¢ tablice kopiec oraz zainicjowac¢ zmien-

ne rozmiar_tab i liczba_el. Poczatkowy rozmiar tablicy nie ma wply-
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wu na asymptotyczna zltozonosé poszczegélnych operacji (chyba, ze znamy
ograniczenie na maksymalny rozmiar kopca). Destruktor musi tylko zwolnié
pamieé po tablicy kopiec.

Listing 7.10. Konstruktor i destruktor klasy PriorityQueue

PriorityQueue :: PriorityQueue () {

2 kopiec = new Element kol[100];
rozmiar _tab = 100;

4 liczba_el = 0;

}
6

PriorityQueue::” PriorityQueue () {
s delete [] kopiec;

Jak zwykle najprostsza do zaimplementowania jest funkcja empty

Listing 7.11. Operacja empty

1 bool PriorityQueue ::empty (){
return (liczba el==0);

s )

Roéwnie prosta jest w tej implementacji funkcja top, gdyz element o naj-
wiekszym priorytecie bedzie zawsze w korzeniu kopca, a wigc w elemencie
tablicy kopiec o indeksie 0.

Listing 7.12. Operacja top

1 Element PriorityQueue::top(){
return kopiec [0]. el;

3}

Usuwajac element kolejki o najwyzszym priorytecie bedziemy usuwali
korzen kopca. Musimy to zrobi¢ w taki sposéb, aby otrzymane po prze-
ksztatceniu drzewo byto nadal kopcem zupelnym. Aby to uzyska¢ na miejsce
usunietego korzenia kopca przeniesiemy wierzchotek o najwiekszym indek-
sie w tablicy. Dzigki temu otrzymane drzewo bedzie drzewem zupelnym,
w ktérym, w co najwyzej w jednym miejscu (w nowym korzeniu), naruszony
zostal porzadek kopca. Jezeli nowy korzen ma priorytet mniejszy od kté-
regos ze swoich synéw, to zamieniamy go miejscami z tym sposréd synow,
ktéry ma wiekszy priorytet (w ten sposéb korzeniem znowu jest wierzcho-
lek o najwiekszym priorytecie). Przeniesiony w dét kopca wierzcholek nadal
moze mie¢ mniejszy priorytet niz ktorys z jego synoéw. W takim przypadku
ponownie zamieniamy go z synem o wiekszym priorytecie. Czynimy tak do-
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poki przesuwany w dét wierzchotek nie bedzie liSciem albo nie bedzie miat
priorytetu wiekszego od obu swoich synéw. Takie przesuwanie wierzchotka
w doét kopca w celu przywrdcenia porzadku kopca nazywamy przesiewaniem
w doél. Ponizej algorytm usuwania korzenia kopca opisany w punktach:

Algorytm 7.1.

1. Nadpisz korzen elementem w, ktory znajduje sie w komorce tablicy o naj-
wiekszym indeksie (najwickszym indeksie sposrod zajetych komdrek tabli-
cy).

2. Dopdkiw nie jest lisciem lub ma mniejszy priorytet od ktoregos ze swoich
synow powtarzaj krok 3:

3. Zamien miejscami wierzcholek w z tym z jego synow, ktory ma wiekszy
priorytet.

Najprostszy do zaimplementowania jest pierwszy krok algorytmu 7.1

Listing 7.13. Operacja pop

1 void PriorityQueue ::pop(){
liczba el ——;
3 kopiec|[0] = kopiec|liczba el];

5

7}

W petli z punktu drugiego algorytmu 7.1 bedziemy potrzebowali pomoc-
niczej zmiennej do zamieniania miejscami elementéw tablicy oraz zmiennej
przechowujacej aktualny indeks przesiewanego wierzchotka (jego poczatko-
wa wartos¢ to 0). Petla bedzie wykonywana tak dlugo, jak dlugo przesie-
wany wierzchotek bedzie mial chociaz jednego syna o priorytecie wigkszym
od niego.

Listing 7.14. Operacja pop

1 void PriorityQueue ::pop(){
liczba el ——;

3 kopiec[0] = kopiec[liczba el];
Element kol pom;
5 unsigned int i = 0;

while (((2% i+1<liczba_el)&&
(kopiec|[i]. prior<kopiec[2%i+1].prior)) ||
((2xi+2<liczba_el)&&
(kopiec|i]. prior<kopiec[2*i+2].prior))){

i}
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Wewnatrz petli while nalezy znalezé syna o wyzszym priorytecie (pamieta-
jac przy tym, ze przesiewany wierzcholek moze mieé¢ tylko jednego syna).

Listing 7.15. Operacja pop

void PriorityQueue ::pop(){

2 liczba el ——;

kopiec [0] = kopiec[liczba el];
4 Element kol pom;

unsigned int i = 0;

6 while(((2*xi+l<liczba_el)&&
(kopiec[i]. prior<kopiec[2*i+1].prior))]|]|

8 ((2xi+2<liczba_el)&&

(kopiec[i]. prior<kopiec[2xi+2].prior))){
10 unsigned int syn = 2xi+1;

if ((syn+l<liczba el)&&
12 (kopiec[syn]. prior<kopiec[syn+1].prior))
Syn-+-+;
14
16
}

18 }

Na koniec musimy jeszcze zamienié przesiewany wierzchotek miejscami z sy-
nem o wiekszym priorytecie (jest pod indeksem syn)

Listing 7.16. Operacja pop

void PriorityQueue ::pop(){
2 liczba _el ——;

kopiec [0] = kopiec[liczba el];
4 Element kol pom;
unsigned int i = 0;

6 while(((2xi+l<liczba el )&&
(kopiec|[i]. prior<kopiec|2%i+1].prior)) ||

8 ((2xi+2<liczba_el)&&
(kopiec[i]. prior<kopiec[2*i+2].prior))){
10 unsigned int syn = 2xi+1;
if ((syn+l<liczba el)&&
12 (kopiec[syn]. prior<kopiec|[syn+1].prior))
syn-—+-;
14 pom = kopiec[syn];
kopiec [syn] = kopiec[i];
16 kopiec[i] = pom;
i = syn;
18}

}
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Mozna oszacowac, ze liczba warstw wierzchotkéw zupelnego drzewa binar-
nego zawierajacego n wierzchotkéw jest rzedu log, n, co implikuje, ze petla
while w powyzszym programie wykona O(log, n) obrotéw. Poniewaz w kaz-
dym obrocie wykonujemy ograniczona przez stata liczbe operacji, to ztozo-
nosé catej funkeji to O(logn), gdzie n jest liczba elementéw przechowywa-
nych w kopcu.

Na koniec przedstawimy operacje push. W jej przypadku nowy element
wstawimy do komorki tablicy o indeksie 1iczba_el. Ta komérka odpowia-
da pierwszemu wolnemu miejscu w ostatniej warstwie wierzchotkéw drzewa
lub jezeli ostatnia warstwa jest juz zapelniona, pierwszemu wierzchotkowi
w nowej warstwie. Po wstawieniu nowy wierzchotek przesiewamy w gore,
czyli zmieniamy z ojcem tak dtugo, dopdki przesiewany wierzchotek nie sta-
nie sie korzeniem albo nie bedzie mial mniejszego priorytetu od swojego
ojca. Algorytm wstawiania mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

Algorytm 7.2.

1. Dopisz wierzcholek w na koniec kopca.

2. Dopdki w nie jest korzeniem lub ma wiekszy priorytet od swojego ojca,
powtarzaj krok 3.

3. Zamien miejscami wierzcholek w z jego ojcem.

W przypadku operacji push musimy uwzglednié¢ przypadek, gdy w ta-
blicy nie ma juz miejsca.

Listing 7.17. Operacja push

1 void PriorityQueue :: push(Element e, unsigned int p)
if (liczba el = rozmiar tab)
3

W takiej sytuacji tworzymy nowa, dwa razy wigksza tablice, przepisujemy
do niej zawarto$¢ starej, zas stara tablice usuwamy z pamieci.

Listing 7.18. Operacja push

void PriorityQueue :: push(Element e, unsigned int p)
2 if (liczba el = rozmiar tab){
Element kol % nowa tab = new Element kol[rozmiar tab*2];

for (int i=0;i<rozmiar tab;i-++)
6 nowa_ tab[i] = kopiec|[i];

8 delete [| kopiec;
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kopiec = nowa_tab;
10 rozmiar _tabx=2;

Po zapewnieniu sobie posiadania odpowiedniej ilosci miejsca w tablicy
wstawiamy na jej koniec nowy element.

Listing 7.19. Operacja push

void PriorityQueue :: push(Element e, unsigned int p)
2 if (liczba el = rozmiar_ tab){
Element kol * nowa_ tab = new Element kol[rozmiar tab*2];

for (int i=0;i<rozmiar tab;i++)

6 nowa_tab[i] = kopiec[i];
8 delete [| kopiec;
kopiec = nowa_tab;
0}
12 kopiec|liczba_el].el = e;
kopiec[liczba.el]. prior = p;

14 liczba el++;

16

18}

Nastepnie bedziemy przesiewali wstawiony element w gére. Wszystko
bedzie sie odbywalo w petli, ktéra bedzie si¢ krecita tak diugo, jak dlugo
przesiewany wierzcholek bedzie mial ojca i ten ojciec bedzie mial mniejszy
od niego priorytet.

Listing 7.20. Operacja push

void PriorityQueue :: push(Element e, unsigned int p)
2 if (liczba el = rozmiar tab){
Element kol % nowa tab = new Element kol[rozmiar tab*2];

for (int i=0;i<rozmiar tab;i-++)

6 nowa_ tab[i] = kopiec|[i];
8 delete [| kopiec;
kopiec = nowa_tab;

w0}
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12

14

18

20

22 }

kopiec|[liczba el].el = e;

kopiec|liczba.el]. prior = p;

liczba _el++;

Element kol pom;

unsigned int i = liczba el —1;

while ((i>0)&&(kopiec[i]. prior>kopiec[(i—1)/2].prior)){

}

Wewnatrz petli while zamieniamy tylko miejscami przesiewany wierzchotek
7 jego ojcem.

Listing 7.21. Operacja push

void PriorityQueue :: push(Element e, unsigned int p)

10
12

14

20 }

if (liczba el = rozmiar tab){
Element kol % nowa tab = new Element kol[rozmiar tab*2];
for (int i=0;i<rozmiar tab;i++)
nowa_tab[i] = kopiec|i];
delete [| kopiec;
kopiec = nowa_tab;
}
kopiec[liczba el].el = e;
kopiec|[liczba.el]. prior = p;
liczba _el+4+;
Element kol pom;
unsigned int i = liczba el —1;
while (i>0)&&(kopiec|[i]. prior>kopiec[(i—1)/2].prior){
pom=kopiec [(i—-1)/2];
kopiec [(i—1)/2]=kopiec|i];
kopiec [i]=pom;
i=(i-1)/2;
}

Latwo sprawdzié, ze zlozonos¢ czasowa powyzszej implementacji operacji
push w przypadku, gdy nie musimy powigkszaé tablicy, to O(logn) dla ko-
lejki przechowujacej n elementow. Jezeli musimy powiekszy¢ tablice, to zto-
zono$¢ operacji push roénie do O(n). Proste rachunki, analogiczne do tych,
ktore przeprowadziliémy w przypadku operacji push_back dla tablicowej
implementacji listy, pokazuja, ze zamortyzowana ztozono$é operacji push
wynosi O(logn).
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7.3.3. Sortowanie przez kopcowanie

W rozdziale 2.4.3 zauwazylidémy, ze dowolnej kolejki priorytetowej mo-
zemy uzy¢ do sortowania listy. Robimy to w ten sposéb, ze umieszczamy
wszystkie elementy listy w kolejce priorytetowej operacja push z priory-
tetami réwnymi warto$ciom elementéw, a nastepnie wyjmujemy elementy
z kolejki priorytetowej i umieszczamy je od konca w tablicy. W efekcie ta-
blica, do ktoérej przeniesiemy elementy sortowanej listy z kolejki prioryteto-
wej bedzie posortowana rosnaco. Gdy taki algorytm zastosujemy uzywajac
kolejki priorytetowej zaimplementowanej przy pomocy kopca, dostaniemy
algorytm sortujacy o ztozonosci O(n - logn). Taka zlozonosé uzyskujemy
analizujac ztozonodci i liczbe wykonan poszczegdlnych operacji. Dla listy
o rozmiarze n taki algorytm najpierw tworzy kopiec wykonujac n operacji
push o zlozonosci O(logn), co w sumie daje ztozonosé O(n-logn) tworzenia
kopca, a nastepnie przenosi elementy kolejki do tablicy wykonujac n razy
operacje top o ztozonosci O(1) i operacje pop o ztozonosci O(logn), co daje
ztozono$é O(n - logn) drugiego etapu algorytmu.

Teraz przedstawimy algorytm sortujacy zapisana w tablicy liste w miej-
scu (czyli bez przenoszenia elementéw tablicy do tymczasowych struktur)
przy pomocy kopcéw. Taki algorytm nosi nazwe sortowania przez kopcowa-
nie (ang. heapsort).

W algorytmie wykorzystamy pomocnicza funkcje, przesiewajaca elemen-
ty kopca w dol. Funkcja otrzyma jako argumenty kopiec (tablice, w ktorej
priorytety poszczegdlnych elementéw sa réwne ich warto$ciom), rozmiar ta-
blicy oraz indeks elementu, ktéry mamy przesia¢ w doét

Listing 7.22. Sortowanie przez kopcowanie — przesiewanie

void Przesiej w_dol(Element kopiec, unsigned int rozmiar,
2 unsigned int indeks){
element pom;
4 while(((2xindeks+l<rozmiar )&&
(kopiec|i]<kopiec[2*indeks+1])) ||

6 ((2+*indeks+2<rozmiar )&&
(kopiec[indeks]<kopiec[2*xindeks+2]))){
8 unsigned int syn = 2xindeks+1;
if ((syn+l<rozmiar)&&
10 (kopiec [syn]<kopiec[syn+1]))
syn-—+-;
12 pom = kopiec[syn];
kopiec [syn] = kopiec|[indeks];
14 kopiec|[indeks]| = pom;
i = syn;
16}

}
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Teraz napiszemy funkcje sortujaca. Funkcja otrzyma jako argumenty
tablice oraz jej rozmiar i posortuje otrzymana w argumencie tablice.

Listing 7.23. Sortowanie przez kopcowanie

1 void HeapSort(Elementy tablica[], unsigned int rozmiar){

3

5}

Okazuje sie, ze majac nieposortowang tablice o rozmiarze n, mozemy
zbudowaé z jej elementéw kopiec w czasie O(n), czyli szybciej niz przez
uzycie n wywolan operacji push, do czego potrzebujemy O(n - logn) po-
rownan. Wystarczy po kolei przesiaé w dét elementy tablicy od elementu
o indeksie (n—2)/2 do elementu o indeksie 0 (elementy z drugiej polowy ta-
blicy, w tablicowej reprezentacji drzewa, sg lis¢mi, wiec nie da sie ich przesiaé
w dot). Szacujac ztozonosé takiego algorytmu trzeba zauwazy¢, ze polowa
elementéw nie bedzie przesiewana, jedna czwarta elementéw bedzie przesia-
na o jeden poziom, jedna 6sma elementéw bedzie przesiana o dwa poziomy
itd. Otrzymujemy wiec, ze ztozono$¢ algorytmu jest ograniczona przez sume
nastepujacego szeregu:

1
—n-1l+--n-2+...
8
a to jest O(n).
W funkcji sortujacej wykorzystamy przedstawiony powyzszy algorytm

budowania kopca.

Listing 7.24. Sortowanie przez kopcowanie

1 void HeapSort(Elementy tablica[], unsigned int rozmiar){
for (unsigned int i = (rozmiar—2)/2;i>=0;i——)

3 Przesiej w_dol(tablica, rozmiar, i);

5

7}

Na koniec funkcji usuniemy rozmiar-1 razy korzen z kopca. Usuwany ele-
ment zapiszemy w komoérce zwalnianej w tym samym czasie przez kopiec.
W ten sposéb, kolejne, coraz mniejsze, elementy znajdujace sie w korzeniu
kopca, bedziemy zapisywali po kolei od konica tablicy i w efekcie otrzymamy
posortowang tablice.
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Listing 7.25. Sortowanie przez kopcowanie

1 void HeapSort(Elementy tablica[], unsigned int rozmiar){
for (unsigned int i = (rozmiar—2)/2;i>=0;i——)
3 Przesiej w_dol(tablica, rozmiar, i);
Element pom;
5  for (unsigned int i = rozmiar—1; i>1;i—){
pom = tablica [0];
7 tablica [0] = tablica|i];
tablica[i] = pom;
9 Przesiej w_dol(tablica, 1,0);
}







RozDZIAL 8

GRAFY
8.1. Definicja i sposoby reprezentacji grafu . . . . . . .. .. 152
8.1.1. Listy sasiedztwa . . . . . . .. .. ... ... .. 153
8.1.2. Macierz sasiedztwa . . . . . . .. .. ... ... 154
8.1.3. Poréwnanie . . .. ... ... ... ... ... 155
8.2. Przechodzenie graféw . . . . ... ... oo L. 156
8.2.1. Przechodzenie grafu w gltab . . . . .. .. ... 156

8.2.2. Przechodzenie grafu wszerz . . .. .. .. ... 159




152

8. Grafy

8.1. Definicja i sposoby reprezentacji grafu

Grafy to jeden z najwazniejszych abstrakcyjnych typéw danych. W ni-
niejszym rozdziale poznamy jedynie podstawowe informacje na ich temat:
sposoby przechowywania graféw w pamieci komputera i sposoby ich przecho-
dzenia. Istnieje wiele wartych poznania algorytmdéw operujacych na grafach.
Zainteresowany nimi czytelnik moze przyktadowo siegnaé¢ po [2] lub [7].

Grafem lub grafem nieskierowanym nazywamy w matematyce pare G =
(V,E), w ktorej V to zbiér obiektéw nazywanych wierzchotkami, zas E
to zbiér dwuelementowych podzbioréw V' nazywanych krawedziami. Graf
przedstawiamy graficznie jako zbiér wierzchotkéw potaczonych krawedziami
(krawedz {a, b} taczy wierzcholki a i b). Wierzcholki polaczone krawedziami
nazywamy sgsiednimi. Przyktadowy graf mozemy zobaczy¢ na rysunku 8.1.

ORERC
0

Rysunek 8.1. Przykladowy graf

W grafie z rysunku 8.1 zbiér wierzchotkéw V' = {0, 1,2, 3,4, 5}, zas zbiér
krawedzi E = {{0,1},{0,2},{0,3},{1,4},{2,4},{3,5}}. Przy pomocy gra-
fow mozemy modelowaé¢ wiele rzeczywistych obiektéw i zjawisk. Jednym
z najpopularniejszych szkolnych przykiladéw jest spojrzenia na grafy jako
na modele sieci drég, w ktérych wierzchotki odpowiadaja skrzyzowaniom,
za$ krawedzie drogom pomiedzy nimi.

W grafie zdefiniowanym jak powyzej krawedzie nie maja kierunku ({0, 1}
i {1,0} to ten sam zbidr, a wiec i ta sama krawedZ w nieskierowanym grafie).
Czasami jednak chcemy, zeby krawedZ miala kierunek (tak jak droga moze
by¢ jednokierunkowa). Dlatego definiuje sie takze grafy skierowane.

Grafem skierowanym nazywamy pare G = (V, E), w ktérej V jest zbio-
rem obiektéw nazywanych wierzchotkami, zas £ C V x V jest zbiorem kra-
wedzi. Grafy skierowane, podobnie jak grafy nieskierowane, przedstawiamy
graficznie, przy czym krawedzie przedstawiamy jako strzalki (krawedz (a,b)
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przedstawiamy jako strzaltke z wierzchotka a do wierzchotka b). Rysunek 8.2
przedstawia przyktadowy graf skierowany.

Rysunek 8.2. Przyktadowy graf skierowany

W grafie z rysunku 8.2 zbiér wierzchotkéw V' = {0, 1,2, 3,4, 5}, za$ zbiér
krawedzi to E = {(0, 1), (0,2), (0, 3), (3,0)(2,4), (4,1), (3,5)}. Zauwazmy, ze
w zbiorze krawedzi jest zaréwno krawedz (0, 3), jak i krawedz (3,0).

Inna modyfikacja graféw sa grafy z wagami krawedzi. W takich grafach
do kazdej krawedzi przypisana jest dodatkowa warto$¢ liczbowa nazywana
waga krawedzi. Wagi krawedzi moga mieé rézne zastosowania. Przyktadowo
interpretujac graf jako model sieci drég wage krawedzi mozemy interpreto-
waé jako dtugosé drogi odpowiadajacej danej krawedzi.

Graf w informatyce to struktura danych implementujaca matematyczny
graf. Sg dwa najpopularniejsze sposoby reprezentacji graféw.

8.1.1. Listy sgsiedztwa

Lista sasiedztwa to sposob reprezentacji grafu, w ktérej graf przechowy-
wany jest jako tablica list. W tej reprezentacji wierzchotki sa ponumerowane
liczbami naturalnymi. Lista przechowywana pod indeksem v przechowuje
sasiadéw wierzchotka o numerze v (czyli zazwyczaj ich numery). Poszcze-
gélne listy sasiadéw moga by¢ implementowane zaréwno za pomoca tablic,
jak i list wskaznikowych.

Listy sasiedztwa nadaja sie¢ zaréwno do przechowywania graféw skiero-
wanych, jak i nieskierowanych. W tym drugim przypadku lista o indeksie v
przechowuje zazwyczaj wierzchotki znajdujace sie po drugiej stronie krawe-
dzi wychodzacych z v.

Na rysunku 8.3 znajduje sie lista sasiedztwa dla przyktadowego nieskie-
rowanego grafu z rysunku 8.1. Natomiast na rysunku 8.4 lista sasiedztwa
dla skierowanego grafu 8.2. Widzimy, ze o ile w lidcie sasiedztwa grafu
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Rysunek 8.3. Listy sasiedztwa dla grafu z rysunku 8.1

nieskierowanego kazdej krawedzi odpowiadaja dwa wpisy w listach sasia-
dow, dla krawedzi {0,1} dodajemy 0 do listy sasiadéw wierzchotka 1 oraz 1
do listy sasiadéw wierzchotka 0, to w grafie skierowanym kazdej krawedzi
odpowiada pojedynczy wpis w liscie sasiadéw poczatkowego wierzchotka

krawedzi.

011123
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Rysunek 8.4. Listy sasiedztwa dla grafu z rysunku 8.2

W przypadku graféw z wagami w listach sasiedztwa zamiast przechowy-
wacé same numery sgsiadéw danego wierzchotka przechowujemy pary: numer
sgsiada i waga krawedzi prowadzacej do danego sasiada.

8.1.2. Macierz sasiedztwa

Macierz sasiedztwa to sposéb reprezentacji grafow, w ktérym informacje
o krawedziach umieszczamy w dwuwymiarowej tablicy, nazwijmy ja M, o wy-
miarach |V| x [V|. W tym sposobie reprezentacji graféw komérka M[1] [j]
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zwiera informacje o krawedzi pomiedzy wierzchotkiem i a wierzchotkiem
j. W najprostszej wersji M[i] [j] jest rézna od zera wtedy i tylko wte-
dy, gdy istnieje w danym grafie krawedz z wierzchotka i do wierzchotka j.
W grafach z wagami krawedzi komoérka M[i] [j] zawiera zwykle wage kra-
wedzi z i do j. Ponizej macierze sasiedztwa dla przyktadowych graféw z ry-
sunkéw 8.1 1 8.2

Tabela 8.1. Macierz sasiedztwa dla grafu z rysunku 8.1
0O 1| 2|3 |4

U | WINFHO
oo === O
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OO OO
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Tabela 8.2. Macierz sasiedztwa dla grafu z rysunku 8.2
0| 1] 23|14
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Jak widaé¢ na powyzszych przykladach, macierz sasiedztwa dla graféw
nieskierowanych (rys. 8.1.2) jest symetryczna wzgledem diagonalnej (dla do-
wolnych i, j zachodzi M[i] [j1=M[j] [i]), natomiast dla graféw skierowa-
nych (rys. 8.1.2) taka symetria nie zachodzi.

8.1.3. Por6éwnanie

Decyzja o wyborze sposobu reprezentacji grafu zalezy od implemento-
wanego algorytmu. Jezeli w algorytmie przeszukujemy wielokrotnie listy
sasiadow poszczegdlnych wierzcholkéw, to reprezentacja grafu za pomoca
listy sasiedztwa bedzie bardziej efektywna. Natomiast jezeli w algorytmie
bedziemy raczej potrzebowali informacji na temat poltaczenia pomiedzy pa-
rami réznych wierzchotkéw, to prawdopodobnie lepszym pomystem bedzie
zaimplementowanie macierzy sasiedztwa. W przypadku rzadkich grafow,
tzn. graféw o malej liczbie krawedzi, listy sasiedztwa beda mialy mniejsza
zlozono$¢ pamieciowa.
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8.2. Przechodzenie graféow

Podobnie jak w przypadku drzew, takze w przypadku graféw istotng
cze$¢ wielu algorytmoéw stanowi odwiedzanie wierzchotkow grafu w odpo-
wiedniej kolejnosci. Istnieja dwie najpopularniejsze kolejnoséci odwiedzania
wierzchotkow grafu odpowiadajace dwom algorytmom przeszukiwania gra-
féw: w glab (DFS — deep first search) i wszerz (BFS — breadth-first search).
Najpierw przyjrzymy sie algorytmowi przeszukiwania grafu w gtab.

8.2.1. Przechodzenie grafu w glab

Przechodzenie grafu w glab lub inaczej przeszukiwanie grafu w glab
to algorytm, ktéry startuje od dowolnego wierzcholka i stara sie is¢ w
glab grafu jak najdalej (stad nazwa algorytmu). W sytuacji, gdy dojdziemy
do wierzchotka grafu, ktérego wszystkich sasiadéw juz wezesniej odwiedzili-
$my, cofamy sie po wlasnych sladach tak dltugo, az wrécimy do wierzchotka,
ktory posiada jeszcze nieodwiedzonego sasiada. Wtedy idziemy do tego sa-
siada i nastepnie w glab grafu jak najdalej sie da. Powyzsze powtarzamy
tak dlugo, az wrécimy do startowego wierzchotka i nie bedzie mial on juz
nieodwiedzonych sasiadéw. Na rysunku 8.5 przedstawiono przyktadowa ko-
lejnosé odwiedzania wierzchotkéw grafu w algorytmie przechodzenia w glab,
w ktorym startowy wierzchotek oznaczono jedynka:

© @
ORORCORE)
2

Rysunek 8.5. Przeszukiwanie grafu algorytmem DFS

Bedziemy przeszukiwali graf reprezentowany przez liste sasiedztwa za-
implementowang jako tablice list wskaznikowych bez glowy. Elementy listy
beda nastepujacego typu:
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Listing 8.1. Typ elementu listy sasiadéw wierzchotka

1 struct sasiad {
unsigned int s;
3 sasiad * nastepny;

s

Przechodzenie grafu w glab w sposob naturalny implementuje sie przy po-
mocy funkcji rekurencyjnej. Bedzie to funkcja, ktéra otrzyma jako argumen-
ty liste sasiedztwa grafu, tablice odwiedzonych wierzchotkéw oraz numer
wierzchotka, ktéry ma by¢ teraz odwiedzony.

Listing 8.2. Algorytm przeszukiwania grafu w glab

void DFS_ rek(sasiad 1 sasiedztwa[], bool odwiedzony|[],
2 unsigned int wierzcholek){

4}

Wewnatrz funkcji musimy zaznaczy¢ rozpatrywany wierzchotek jako odwie-
dzony i wykonaé¢ na nim wszystkie zaplanowane operacje (u nas odpowiada
za to funkcja odwiedz).

Listing 8.3. Algorytm przeszukiwania grafu w glab

void DFS rek(sasiad 1 sasiedztwa[], bool odwiedzony[],
2 unsigned int wierzcholek){
odwiedzony [ wierzcholek]| = true;
4 odwiedz(wierzcholek);
6
}

Na koniec w petli uruchomimy rekurencyjnie funkcje DFS dla wszystkich
nieodwiedzonych sasiadéw rozpatrywanego wierzchotka.

Listing 8.4. Algorytm przeszukiwania grafu w glab

1 void DFS rek(sasiad 1 sasiedztwa[], bool odwiedzony[],
unsigned int wierzcholek){

3 odwiedzony | wierzcholek| = true;

odwiedz (wierzcholek) ;
5 sasiad wsk = 1 sasiedztwa|wierzcholek |;

while (wsk!=NULL) {
7 if (!odwiedzony [wsk—>s])

DFS rek(l sasiedztwa , odwiedzony, wsk—>s)

9 wsk = wsk—>nastepny;

}

1}




158

8. Grafy

Jezeli graf nie jest spdjny, czyli istnieja w nim takie dwa wierzcholki, ze
z jednego nie da si¢ przejsé do drugiego idac po krawedziach, to powyz-
sza funkcja nie wystarczy do odwiedzenia wszystkich wierzcholtkow grafu.
Napiszemy funkcje, ktéra w przypadku, gdy funkcja DFS_rek nie odwiedzi
wszystkich wierzchotkéw, wywoluje funkcje DFS_rek na pierwszym jeszcze
nieodwiedzonym wierzchotku. Funkcja bedzie wywolywala DFS_rek tak dtu-
go, az odwiedzone zostang wszystkie wierzchotki. Funkcja dostanie jako ar-
gument tablice sasiedztwa oraz liczbe wierzchotkéw.

Listing 8.5. Algorytm przeszukiwania grafu w glab

1 void DFS(sasiad | sasiedztwa[], unsigned int liczba wierzch){

3

5}

Musimy zadeklarowaé, zainicjowaé¢, a na koncu usunaé z pamieci tablice
odwiedzone.

Listing 8.6. Algorytm przeszukiwania grafu w glab

1 void DFS(sasiad 1 sasiedztwa[], unsigned int liczba wierzch){
bool xodwiedzone = new|liczba wierzch |;
3 for (unsigned int i=0;i<liczba wierzch;i++)
odwiedzone[i] = false;
5
7
delete || odwiedzone;
9
}

Na koniec przegladamy tablice odwiedzone i wywolujemy funkcje DFS_rek
dla kazdego nieodwiedzonego wierzchotka.

Listing 8.7. Algorytm przeszukiwania grafu w glab

1 void DFS(sasiad | sasiedztwa[], unsigned int liczba wierzch){
bool xodwiedzone = new bool[liczba wierzch |;
3 for (unsigned int i=0;i<liczba_ wierzch;i++)
odwiedzone[i] = false;

5 for(int i=0;i<liczba wierzch;i++)
if (!odwiedzone[i])
7 DFS rek(l sasiedztwa, odwiedzone, i);
delete [|] odwiedzone;
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Zlozono$¢ calego powyzszego algorytmu to O(|V |+ |E|), gdzie |V| to liczba
wierzchotkow, zas |E| to liczba krawedzi grafu. Wynika to z faktu, ze kazdy
wierzcholek odwiedzamy dokltadnie raz, a kazda krawedz doktadnie dwa ra-
zy przegladajac listy sasiadow wierzchotkéw potaczonych dang krawedzia.
Taka zlozonos¢ nie bylaby mozliwa do osiagniecia, gdyby$my graf repre-
zentowali jako macierz sasiedztwa, gdyz wtedy przejrzenie listy sasiadow
pojedynczego wierzchotka wymagaloby przejrzenia calego wiersza macierzy
sasiedztwa, czyli O(|V|) operacji. Zlozono$¢ calego algorytmu wyniostaby
wtedy O(|V|?).

Na koniec tego podrozdzialu zobaczymy iteracyjng wersje funkcji
DFS_rek, ktora zamiast rekurencji wykorzystuje stos:

Listing 8.8. Algorytm przeszukiwania grafu w glab

1 void DFS it(sasiad 1 sasiedztwa[], bool odwiedzony|],
unsigned int wierzcholek){
3 Stos S;
S.push(wierzcholek);
5  while (!S.empty()){
unsigned int pom=S.top();

7 S.pop();
if (lodwiedzony [pom]) {
9 odwiedzony [pom]|=true;
odwiedz (pom) ;
11 sasiad * wsk=l sasiedztwa[pom];
while (wsk!=NULL) {
13 S.push (wsk—>s) ;
wsk=wsk—>nastepny ;
15 1\ \ while
it
17 }\\while
\\ dfs

8.2.2. Przechodzenie grafu wszerz

Przechodzenie /przeszukiwanie grafu wszerz to algorytm, ktéry przecho-
dzi wierzchotki grafu warstwami. Zaczyna od wierzchotka startowego, potem
odwiedza jego sasiadow, nastepnie sagsiadéw sgsiadéw itd. Na rysunku 8.6
numery wierzchotkéw pokazuja kolejnos¢ przegladania wierzchotkéw przez
algorytm BFS rozpoczynajacy dzialanie od wierzchotka 1.

Implementacja algorytmu przeszukiwania grafu wszerz od iteracyjnej im-
plementacji przeszukiwania grafu w gtab rézni sie tylko tym, ze w miejsce
stosu uzywamy kolejki. My dodatkowo zmienimy nieco sposéb reprezentacji
grafu. Nadal bedziemy uzywaé list sgsiedztwa, ale tym razem pojedyncze
listy sasiadéw zaimplementujemy przy pomocy tablic. Pierwszy element ta-
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Rysunek 8.6. Przeszukiwanie grafu algorytmem BFS

kiej tablicy bedzie zawieral liczbe sasiadéw danego wierzchotka, za$ kolejne
elementy tablicy numery kolejnych sasiadéw.

Listing 8.9. Algorytm przeszukiwania grafu wszerz

void BFS(unsigned int *x 1 sasiedztwa, bool odwiedzony [],
2 unsigned int wierzcholek){
Kolejka K;
4 K.push(wierzcholek);
while (!K.empty () ){

6 unsigned int pom=K. front () ;
K.pop () ;
8 if (lodwiedzony [pom]) {
odwiedzony [pom]=true;
10 odwiedz (pom) ;
for (unsigned int i=1;i<=l sasiedztwa[pom]|[0]; i++{
12 S.push (1l _ sasiedztwa [pom][i]);
it

14 }\\while
W\ dfs
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