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PRZEDMOWA

Algorytmy logiki rozmytej sa obecnie stosowane w rozwiazywaniu bardzo
wielu skomplikowanych probleméw. Zbiory rozmyte wprowadzone w 1965
roku przez Lofti Zadeha do analizy systemow nasladujacych sposob
postrzegania, oceny i percepcji cztowieka zostaly zastosowane praktycznie
urzadzeniach technicznych w tym artykutach masowych jak klimatyzatory,
pralki czy odkurzacze, w systemach przetwarzania i rozpoznawania sygnatow,
gromadzeniu i wyszukiwaniu informacji. Poznanie zasad oraz podstawowych
algorytméw logiki rozmytej jest wigc pozadane w pracy inzynierow
i programistow. Skrypt przeznaczony jest dla studentow informatyki, a takze
magistrantow 1 doktorantow zainteresowanych zastosowaniem technik logiki
rozmytej. Jest wynikiem prowadzonych przeze mnie wyktadow dla kierunku
informatyka.

Opracowanie sklada si¢ z dwunastu rozdziatow. W pierwszym zawarto
podstawowe definicje oraz porownania zbiorow rozmytych i ostrych, opisy
stosowanych klas funkcji przynaleznosci i ich modyfikacje. Operacje na
zbiorach rozmytych zostaly opisane w rozdziale drugim. Wazna rolg w wielu
zastosowaniach znajduja relacje rozmyte. Podstawowe wiadomosci dotyczace
tych zagadnien przedstawiono w rozdziale trzecim. W zwiazku z nim pozostaje
rozdziat dziewiaty, w ktorym opisano zastosowania relacji rozmytych w bazach
danych. Rozdzial czwarty zawiera definicje i podstawy dziatan na liczbach
rozmytych. Rozdziaty 5-7 dotycza zasad i1 zastosowan logiki rozmytej. Opisano
w nich podstawy wnioskowania rozmytego oraz zastosowania regut rozmytych
w sterownikach i systemach rozpoznajacych.

Zbiory rozmyte nie opisuja wszystkich rodzajow niepewnosci, z jakimi
spotykamy si¢ przy rozwiazywaniu wielu probleméw. Dlatego tez, w rozdziale
6smym opisano miary rozmyte, podstawy teorii mozliwosci i poréwnanie jej
z teorig prawdopodobienstwa, a takze metody oceny i redukcji niepewnosci
informacji.

Obecnie bardzo wiele prac badawczych dotyczy teorii 1 zastosowan zbioréw
rozmytych typu 2, w ktéorych rozmyciu podlegaja réwniez funkcje
przynaleznosci. Zagadnieniom tym po§wigcono rozdziat dziesiaty.

W rozdziale jedenastym przedstawione zostaly niektore rozwiazania
stosowane przy przetwarzaniu obrazéow cyfrowych z zastosowaniem logiki
rozmytej, natomiast dwunastym krotki przeglad zagadnien informatyki
medycznej, w ktorych znajduja zastosowanie algorytmy logiki rozmyte;j.



Przedmowa

Do opisow teoretycznych zostaly dolaczone liczne przyktady i ilustracje,
ktore, mam nadziejg, ulatwia Czytelnikowi zrozumienie prezentowanych
probleméw. Przy nazwach podstawowych poje¢ dotaczono ich odpowiedniki
w jezyku angielskim, co ma utatwi¢ poszukiwanie uzupetniajacych wiadomosci
na wybrany temat w $wiatowych zrodtach naukowych. W tym celu na koncu
skryptu zamieszczono tez stownik tych pojec.

Zdajg sobie sprawe, ze niektore z prezentowanych metod nie zostaly opisane
wyczerpujaco, dlatego tez zainteresowanym Czytelnikom polecam lekturg
opracowan wymienionych w zalaczonej bibliografii.



RozDziar 1

ZBIORY OSTRE I ROZMYTE — PRAWA,
DEFINICJE

1.1, ZDIOTY OSIIC....evevieivieeereieeeeteesteestiesteeie et esbaessaesssesseesseeseesssassaesssensnes 2
1.2. Definicja zbiorOW roZmytyCh........ccccceeviiereecieerireriereeieesreesreeeeeenenns 4
1.3. Funkcje przynaleZnosCi........cccoeeerreereecieeceentieriessieieeiesseesseessesenessneans 7
1.4. Modyfikacja funkcji przynaleZnoSci.........c.oovvvriiriiriiiiininnannnnn 13
1.5. o-przekroje i zasada deKOmpozycCji........o.vvvvvriiiiiiiiiiiinannnn.. 15

1.6. ZaSada TOZSZETZANIA ...ttt et ettt e 16




2 Zbiory ostre i rozmyte — prawa, definicje

1.1. Zbiory ostre

Opis rzeczywisto$ci przy wykorzystaniu zbiorow klasycznych, okre§lanych
tez, jako ostre (ang. crisp sets) przyjmuje za pewnik, ze dany element nalezy lub
nie nalezy do zbioru. Dla przykladu w zbiorze kobiet nie ma megzczyzn, do
zbioru dzieci w wieku ponizej 10 lat nie nalezy Jacek, ktory ma lat 11, natomiast
nalezy Ela, ktéra ma 9 lat itd. Teoria zbiorow pozwala na podziat analizowanej
przestrzeni danych zwanej uniwersum na rozdzielne grupy. Niech bedzie dany
zbior dowolnych elementow a; (i=1, 2, 3, 4, ....) nalezacych do zbioru A i b; nie
nalezacych do tego zbioru. Symbolicznie mozna zapisaé, ze: a, € A, b, ¢ A.
Jezeli oba te zbiory zostaty utworzone w tej samej przestrzeni (uniwersum) X to
zaréwno elementy a, € X, b, € X. Dla kazdego elementu x uniwersum X

przynaleznos¢ do danego zbioru mozna okresli¢ poprzez podanie tzw. funkcji
charakterystycznej x(x) (ang. characteristic function), ktora przyjmuje wartos¢ 1
dla wszystkich elementow nalezacych do zbioru i 0 dla pozostalych. Tak, wigc
dla zbioru A mozna zapisa¢ to w postaci:

ldlaxeA
XA(X):

(L.1) Odlaxe¢A

Zbidr (mnogo$¢) wszystkich funkcji charakterystycznych na przestrzeni X
tworzy algebre Boole’a ze wzgledu na nastgpujace operacje [13,14]:

Ka(X) Axg (x) = min[y , (x),535(x)]
(1.2) A () Ve (x) = max[y,, (x), s (X)]
XA (x)=1- Xa (x)

Operacje powyzsze opisuja przecigcie (ang. intersection) lub inaczej iloczyn,
sumg (ang. union) oraz dopeinienie (ang. complement) zbioréw. Przez iloczyn
zbioréw, ktory mozna symbolicznie rowniez zapisaé, jako A M B, rozumiana
jest ich czg$¢ wspolna, czyli te elementy, ktore naleza zaré6wno do zbioru A jak
i do zbioru B. Jesli dla przykltadu A jest zbiorem punktow ograniczonych
pojedyncza, a B podwojna linia (rys. 1.1), to iloczyn tych zbiorow stanowi zbior
punktow wspdlnych obu ko, natomiast suma - nalezacych do ktoregokolwiek

z nich. Z kolei roznica zbiorow A\B jest czg$cia ptaszczyzny nalezaca do kota A
1 nie nalezaca do B.

@) @ @O

ArmE HEUB AVE 'y

Rys. 1.1 Ilustracja operacji iloczynu, sumy, roznicy i dopetnienia zbiorow ostrych
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Dopehieniem do zbioru A jest czg$¢ powierzchni prostokatnej stanowiacej
uniwersum, ktora nie nalezy do kota A.

Patrzac na powyzszy przykladowy rysunek bardzo tatwo mozna wyobrazi¢
sobie spelnienie podstawowych praw dotyczacych zbioréw ostrych, ktoére
zostaty opisane ponizej. Prawa te mozna przedstawic, jako dziatania na zbiorach
lub ich funkcjach charakterystycznych, majac na uwadze, ze funkcja
charakterystyczna uniwersum jest rowna 1.

1. Inwolucja (ang. involution): dopelnienie dopetienia zbioru jest rowne
temu zbiorowi:

—|—|A = A

1-[1-x,(0)]=x4(x)
2. Przemienno$¢ (ang. commutativity) sumy i iloczynu zbioréw:
AuB=BuUA
X4+ xp(x)=x5(x)+ 1 4(%) (1.4)
ANnB=BnNA4
Suma zbiorow A i B jest réwna sumie zbiorow B i A. To samo dotyczy
iloczynu.
3. Laczno$¢ (ang. associativity):
(AuB)UC=4U(BUC(C)
(ANnB)NC=4An(BNC) (1.5)
Jesli wigc dana jest suma zbiorow A i B i zostanie do niej dodany zbior C to
wynik jest taki sam, jak w przypadku dodania do zbioru A sumy zbiorow B i C.
Czytelnik moze tatwo zapisa¢ przedstawione (a takze dalsze) prawa uzywajac
funkcji charakterystycznych.
4. Rozdzielno$¢ (ang. distributivity):
AN(BuUC)=(AnB)uAnC) L6
AUBNC)=(AUB)N (AU C) (1.6)
Iloczyn zbioru A przez sumg zbioréw B i C jest rowny sumie iloczynoéw
zbioréw: A i B oraz A i C. Suma zbioréw: A i iloczynu B i C jest rowna
iloczynowi sum odpowiednich zbiorow.
5. Absorpcja (ang. absorption)
Jak sama nazwa wskazuje wynika z niej, ze w wyniku dzialan zostaje
zaabsorbowany jeden ze zbiorow. Mozna zapisa¢ t¢ wtasno$¢ w postaci:
Au(AnB)=4

(1.3)

(1.7)
ANn(AuB)=4
6. Absorpcja przez uniwersum (X) lub zbior pusty (9)
AnNnP=0
A uX =X (1.8)

7. Idempotentnos¢ (ang. idempotence)
Iloczyn zbioru A przez siebie jest rowny A. To samo dotyczy sumy.
AN A=A
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A UA=A (1.9)
8. Identyczno$¢ (ang. identity)
AU @d=A
AnNnX=A (1.10)

Suma zbioru A i zbioru pustego jest rowna zbiorowi A oraz iloczyn zbioru A

i uniwersum jest tez rowny A.

9. Prawo zaprzeczenia (ang. law of contradiction)

Iloczyn danego zbioru i jego dopehienia jest zbiorem pustym.

BNn—-B=0 (1.11)
10. Prawo wylaczonego srodka (ang. law of excluded middle)
Au—-4=X

11. Prawa de Morgana

Dopehienie iloczynu zbioréw jest rowne sumie ich dopetnien. Dopetnienie
sumy zbiorow jest rowne iloczynowi ich dopetnien.

Zauwazmy, ze prawa dotyczace sumy i przecigcia zbioréw wystepuja
w parach. Zbiory moga sktada¢ si¢ z podzbiorow. Zawieranie si¢ podzbiorow
w zbiorze glownym nosi nazwe inkluzji (ang. inclusion) i oznaczane jest
symbolem <. Zbior A zawiera si¢ w zbiorze B, jesli suma tych zbioréw jest
rowna zbiorowi B lub ich przecigcie jest rowne zbiorowi A:

AcB jesli AuUB=B lub AnB=A

Iloczyn Kkartezjanski (ang. Cartesian product) zbiorow A i B jest
uporzadkowanym zbiorem par wszystkich elementow i jest oznaczany A x B.
Podzbidr iloczynu kartezjanskiego nazywany jest relacja.

(1.12)

1.2. Definicja zbiorow rozmytych

W klasycznej teorii zbioréw zaklada sig, ze istnieja wyrazne granice
pomigdzy poszczegélnymi zbiorami. Taki opis rzeczywistosci nie uwzglednia
bogactwa problemow, w ktorych nie da si¢ takich wyraznych granic wyznaczyc.
Dotycza one codziennego zycia, pracy lekarza, inzyniera i innych. Gdyby$smy
dla przyktadu mieli za zadanie podzieli¢ duza grupg oséb o wzroscie w zakresie
od 149 cm do 190 cm na dwa zbiory: “niskie” i “wysokie” i przyjelibysmy
granicg ostra 170 cm, to Anng o wzroscie 169 cm uznaliby$my za niska a Ewe
o wzroscie 171 cm za wysoka, tymczasem widzimy dwie osoby
porownywalnego wzrostu. W badaniach medycznych okreslane sa dopuszczalne
granice réznego rodzaju wskaznikow niezbednych do diagnozowania, nie
znaczy to jednak, ze dla przyktadu, jesli dopuszczalne st¢zenie glukozy we krwi
wynosi 120 mg/dl to osobg o stezeniu 121 mg/dl zalicza si¢ do chorych na
cukrzyce. Oczywiscie w tych przykladach niedoskonaly opis $wiata jest
korygowany przez czlowieka. W wurzadzeniach technicznych, sterujacych
programach komputerowych, automatach potrzebne sa narzedzia, ktoére bez
naszego udzialu uwzglednia¢ beda nieostro$¢ granic.

Wprowadzone przez L. A. Zadeha w 1965 zbiory rozmyte (ang. fuzzy sets)



Zbiory ostre i rozmyte — prawa, definicje 5

uwzgledniaja brak ostrych granic pomigdzy zbiorami, dzigki wprowadzeniu
funkcji przynaleznosci pa(x) (ang. membership function). Jest ona w pewnym
sensie odpowiednikiem funkcji charakterystycznej zbiorow ostrych (poréwnaj
wzor 1.1) 1 moze przyjmowaé wartosci w zakresie [0,1]. Skrajne wartoSci
oznaczaja odpowiednio: 0 — brak przynalezno$ci do zbioru, 1- petlna
przynaleznos¢. Wartosci posrednie nalezy rozumie¢ jako cze$ciowa
przynaleznos¢. Wartos$ci funkcji przynaleznosci sa nazywane stopniami
przynaleznosci (ang. membership grade). Jesli chcemy opisa¢ zbior rozmyty A
okreslony na uniwersum X, to dla kazdego elementu poda¢ nalezy stopien
przynaleznosci, co mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacej [13, 14, 18, 19]:
A={(x, pa(x)): xeX, pa(x) €[0,1]} (1.13)

ua(x) - stopien przynaleznosci elementow X do zbioru A.

Zbiory rozmyte zapisuje si¢ tez symbolicznie przy uzyciu symboli sumy lub
catki. Jesli uniwersum sktada si¢ ze skonczonej liczby elementow X = {xy, Xa,
..., Xk} stosowany jest zapis:

A:qu(xl)+qu(xz)+m+tuA(xk):Zk:tuA(xi) (1.14)
X

X1 Xy Xk

i=1 i

Kreska uftamkowa nie oznacza w tym zapisie dzielenia, lecz
przyporzadkowanie kolejnym elementom stopni przynalezno$ci do zbioru
rozmytego A. Dla uniwersum o nieskonczonej liczbie elementow stosowany jest
nastgpujacy zapis symboliczny:

a=| Ha0) (1.15)
X x

Powstaje pytanie: W jaki sposob przyporzadkowaé elementom uniwersum
funkcje przynaleznosci do danego zbioru rozmytego? OdpowiedZ nie jest
prosta. Dokladne funkcje przynaleznosci nie istnieja. Wyrazaja one pewne
prawidtowosci lub uporzadkowanie, nie moga by¢ wyznaczone w sposob $cisty,
lecz w powiazaniu z wiedza w obrgbie problemu, ktory jest opisywany przy ich
wykorzystaniu. Przestanki i sposoby konstrukcji tych funkcji opisane zostana
w dalszej czesci opracowania. W ponizej przedstawionym przykladzie
wyznaczenie funkcji przynaleznos$ci jest proste i intuicyjne.

Przykdad 1.1.

Niech uniwersum stanowi zbidr pater przedstawionych na rys. 1.2, na
ktorych sa jabtka i cytrynly.

P

ll2 1)3
e e N\ 090 & S O g
o © ©C ¢ Co)(®® C Q@
@k’“ %G” k\CQ ic 7/ \ : i@b /
4 s w6
I XY N YT T

’

i, patery
z cytrynami”
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Kazda z przedstawionych pater mozna zaliczy¢ do zbioru: patery z jabtkami
lub patery z cytrynami. Jesli konstruujemy zbor rozmyty: patery z jabtkami, to
kolejnym elementom: pl, p2, p3, p4, p3, p6, przypiszemy odpowiednio stopnie
przynaleznosci 0; 0,2; 0,5; 0,7; 0,8; 1, natomiast zbiorowi: patery z cytrynami
odpowiednio 1; 0,8; 0,5; 0,3; 0,2; 0. Mozemy, wigc wg notacji 1.13 zapisac:

Patery z jabtkami = {(p1, 0), (p2, 0,2), (p3, 0,5), (p4, 0,7), (p5, 0,8), (p6, 1)}

Patery z cytrynami ={(p1, 1), (p2, 0,8), (p3, 0,5), (p4, 0,3), (p5, 0,2), (p6, 0)}

Jesli zastosujemy zapis symboliczny przedstawiony wzorem 1.14
zapiszemy:

02 05 07 08 1

p2 p3 p4 p5 pé
. 08 05 03 02 0
Patery z cytrynami = —+—+—+—+—+—
pl p2 p3 p4 p5 pb
Zbior elementdéw o stopniach przynaleznosci wigkszych od zera nosi nazwg
nosnika zbioru rozmytego (ang. suport). W powyzszym przyktadzie nosnik
zbioru patery z jabtkami sklada si¢ z elementow [p2, p3, p4 p5, p6], natomiast
patery z cytrynami [pl, p2, p3, p4, p5]. Maksymalng warto$¢ funkcji
przynaleznos$ci zbioru rozmytego A nazywamy jego wysoko$cia i oznaczamy
h(A). Jesli jest ona rowna 1 to zbidr nazywamy normalnym. Jezeli dany zbior
rozmyty A mnie jest normalny, to mozna go znormalizowaé stosujac
przeksztatcenie:

Patery z jabtkami =£
pl

Hax) (1.16)
h(4)

Elementy zbioru o stopniach przynalezno$ci rownych 1 tworza jego rdzen (ang.
core). W zbiorze patery z jabtkami jest to element p6, natomiast w zbiorze

patery z cytrynami — pl.

Przykdad 1.2.

Niech bedzie dany zbior rozmyty wysoka temperatura powietrza okre§lony
ciagla funkcja przynalezno$ci przedstawiona na rys. 1.3 na uniwersum [10°C —
40 °C].

Han (x)=

1.0 - ——

| i
0,8 .-'
z Fd
0,6 J
] o 2
04 ] 7
] 7
0,2 Vi
] Y
0l = — == -
10 15 20 25 30 33 40

Rys. 1.3. Funkcja przynaleznosci do zbioru rozmytego ,, wysoka temperatura
powietrza”
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Nosnikiem tego zbioru jest zakres temperatur [20 °C - 40 °C], jego wysokos¢
jest rowna 1, natomiast rdzeniem zakres temperatur [30 °C - 40 °C].

Punkty, przy ktorych funkcja przynalezno$ci jest rowna 2 nazywane sa
punktami krzyzowania (ang. crossover). Okreslaja one szeroko$¢ (ang. width)

zbioru rozmytego: Sz(A) = |x2 - X
czyli pu(x;) = pu(xz) = Y.

, gdzie x; 1 X, sa punktami krzyzowania,

1.3. Funkcje przynaleznoS$ci

Zdefiniowanie dowolnego zbioru rozmytego sprowadza si¢ do okres$lenia
jego uniwersum oraz funkcji przynaleznosci elementow uniwersum do tego
zbioru. W podrozdziale zostana opisane klasy najczesciej stosowanych funkcji
przynaleznosci. Funkcjg liniowa Ly, (X) otrzymuje si¢ korzystajac
Z nastgpujacego wzoru:

1 x<d

L,(x)=18% d<x<g (1.17)
g-d
0 X>g

Jak wida¢ jest ona dwuparametrowa. Mozna bardzo tatwo dobra¢ parametry
graniczne a mianowicie: d — ponizej ktorej funkcja przynaleznosci jest rowna 1
oraz g — warto$¢, powyzej ktorej przynaleznos¢ jest zerowa (rys. 1.4).

Lig IR E
0,8
0,6 3

1
1
1
3 |
0,4 - !
0,2 :

0= : !
[TT T [T T T[T T T[T T T TTT1]

d g it
Rys. 1.4. Funkcja przynaleznosci klasy L

Funkcja I'g, (x) jest opisana wzorem (rys. 1.5):

0 x<d

T,,(x)= 4 cx<e (1.18)
g-d
1 X>g

Parametr tej funkcji z lewej strony — d odpowiada elementowi, ponizej
ktorego funkcja przynaleznos$ci jest rowna 0, natomiast g — stanowi granicg,
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powyzej ktorej funkcja przynalezno$ci przyjmuje wartosc 1.

LI LI LI L AL L L L L L
d g X
Rys. 1.5. Funkcja przynaleznosci klasy I’

Do opisu zbioréw posrednich stosowana jest funkcja Agcq(x) (rys. 1.6):

0 x<d, x>g
Adegx)= xd o gexse (1.19)
A} C'd
g-x c<x<g
g-C
ﬂd,c,g(le -
— 1
0,8 5 \
0,6 3 l
3 I
0,4 3 !
0,2 3 :
- 1
0 - | .
L LI LI AL L LI LB LA L |
d C g =

Rys. 1.6. Funkcja przynaleznosci klasy A

Przykiad 1.3.

Niech bedzie dane uniwersum ciagte [20, 120] wartosci predkosci
samochodu w km/h. Podzielmy ten zakres na trzy zbiory rozmyte: mata, srednia
i duza predkos¢ samochodu (rys. 1.7). Zbior rozmyty mata zostat odwzorowany
funkcja L (wzér 1.17) z parametrami d=30 km/h i g=60 km/h, Srednia - A
(wzér 1.19) z parametrami: d=30 km/h, c==60 km/h, g=90 km/h, duza - I" (wzor
1.18) przy d= 60 km/h, g=90 km/h.
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=
=]

7 mala sredmia S dgauza
] J
.
m I
0.8
[E8 0.6
0.4
0.2
0 - - : : . - . . T T 1
20 40 60 80 100 120

PREDKOSC [kimnm/h]

Rys. 1.7. Przyktadowe liniowe funkcje przynaleznosci do zbiorow rozmytych:
mata, Srednia i duza predkos¢ samochodu

W uzasadnionych przypadkach zamiast tej funkcji mozna stosowaé
przedziatowa funkcjg Iy c1 c2,6(X).

0 x<d, x2>g
xl_ccll d<x<cl
cl—
e (=1, l<x<cd (1.20)

g X c2<x<g
g-c2

1

0.5

o

d cl c2 =

Rys. 1.8. Parametry funkcji 11

Dobre rezultaty w rozwiazaniach wielu problemow daje stosowanie
nieprostoliniowych funkcji przynaleznosci, przedstawionych réwnaniami 1.21-
1.23.
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0 x<d
2
- +
2.2 d d<x< d+g
g—d 2
Sag(X)= , (1.21)
- +
1-2.| 228 £ x< g
g—d 2
1 X>g
Z4,(x)=1-84,(x) (1.22)
a Iy
1 —= 1 =
E _,", - b
' LS
7 ’..' ‘l._-
0,51 F 0.5 \".
F) S
7 ’-" %
. "- ‘\-
- B = LY
d 2 '\___
0- == : : ==
d (d+g)2 £ ] d (d+g)/2 g

Rys. 1.9. Parametry funkcji s (rys. a) i z (rys. b)

Funkcja przynaleznosci typu =, (x) jest zdefiniowana nastgpujacym wzorem:

Se o (X) x<c¢
Tcpc(x) = P (123)
’ l-s ., (X) x=¢
L ] _f" -"\_
] Fol
] i \
] ip| i
0,5 1< 2
. i i
] i i
] i i\
] ri N
'} - ™
c-p c S
Rys. 1.10. Parametry funkcji
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Funkcje tych trzech typow zostaly zastosowane odpowiednio do zbioréw
rozmytych mata, Srednia i duza predkos¢ samochodu (rys. 1.11).

Przykiad 1.4.

Zbiér mata charakteryzuje funkcja z44(x) z parametrami d=30 km/h i g= 60
km/h, duza sqg(x) przy d=60 km/h i g=90 km/h, natomiast srednia — funkcja
T p(X) z ¢=60 km/h 1 p=30 km/h.

10 q—==

| 2 o A Y
] Tz
U__S h mala duza
1 srednin
06 -
0.4 -
0,2
U r T T T T T T T T
20 40 60 S0 100 120

PREDKOSC [lan/h]
Rys. 1.11. Przykiadowe nieliniowe funkcje przynaleznosci do zbiorow
rozmytych: mata, srednia i duza predkos¢ samochodu

W wielu praktycznych zastosowaniach znajduje zastosowanie funkcja
gaussowska:

~(x-m)?
ng(x,mo)=e 20 (1.24)

Funkcja ta przyjmuje warto$¢ 1 dla x = m, a jej szerokos$¢ zalezy od parametru
>0 (rys. 1.12).

wot
0.8 1
0.6
04 -

0,2 1

O T T T
0 5 10 15 20

Rys. 1.12. Gaussowskie funkcje przynaleznosci przy wartosciach o=1, 2, 3 oraz
m=10

Stosowane sa rowniez sigmoidalne funkcje przynaleznosci, ktorych ksztatty
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mozna zmienia¢ w zalezno$ci od parametru . Parametr ten moze przyjmowaé
warto$ci dodatnie i ujemne (wzdr 1.25 i rys. 1.13). Parametr ¢ okre§la punkt
krzyzowania sig tych funkcji przy ré6znych wartosciach p.

1
uA(XanB) = (125)
1+ exp[—p(x —¢)]
pol pol
0,8 - 0,8 1L 0.4
3
0,6 - 0,6 -
0,4 - 0,4 -
0,2 - 0,2 -
0 . . ; 0 T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Rys.1.13. Sigmoidalne funkcje przynaleznosci dla c=10 oraz parametrow
B =-0,4,-1; -3 (z lewej strony) oraz f =0,4; 1, 3 (z prawej strony)

Na zakonczenie opisu réznych ksztaltow funkcji przynaleznosci nalezy
wspomnie¢ o prostym i stosowanym ksztalcie funkcji zwanym singletonem.
Okresla ona zbidr rozmyty, ktdrego nosnik jest rownowazny rdzeniowi i sktada
si¢ z jednego elementu:

1 x=x,

ua(X)={ (1.26)
Funkcja tego typu jest stosowana w operacjach rozmywania, ktdra zostanie
przedstawiona w rozdziale 6.

W przedstawionych przyktadach funkcje przynaleznosci okreslono w sposéb
dowolny i nie nalezy przypisywa¢ im innego znaczenia niz prezentacja
okreslonego typu. Generalnie, zar6wno interpretacja, jak rowniez wyznaczanie
parametrow funkcji nie jest proste. W interpretacji Zadeha funkcja
przynaleznos$ci oznacza stopien wiarygodnosci, ze dany element mozna zaliczy¢
do  okreslonego  zbioru. Nie nalezy myli¢  wiarygodnosci z
prawdopodobienstwem

Dla przyktadu, jesli lekarz ma wybra¢ jeden z dwoch lekow na dane
schorzenie i z jego wiedzy wynika, ze pierwszy z prawdopodobienstwem 0,7
jest skuteczny w danym przypadku, natomiast drugi z wiarygodnoscia 0,7 ma
skfad taki jak inne stosowane w tej chorobie, to wybierze lek drugi. Przy
wyborze pierwszego wie, ze z prawdopodobienstwem 0,3 moze zastosowaé
kuracje¢ na inne schorzenie. Wybierajac drugi lek musi liczy¢ si¢ z niepewnoscia
o stopniu 0,3, Ze jego sklad jest identyczny z lekami skutecznymi w tym
schorzeniu. Aby nie popeli¢ biedu zaordynowania Ileku catkowicie
nieskutecznego (co jest mozliwe w trzech na dziesig¢ przypadkow), a leku mniej
skutecznego, wybierze z pewnoscia lek drugi.

0 x#x,
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Funkcja przynaleznosci moze by¢ takze interpretowana, jako stopien
podobienstwa (bliskosci) danego elementu do wzorcowego, czyli w pelni
przynaleznego do okreslonego zbioru, a takze, jako stopien preferencji
obiektow.

Wyznaczenie w sposob $cisty funkcji przynaleznosci jest niemozliwe. Jest

okre§lana posrednio przez pomiar odleglosci, czgstosci lub kosztu. Jesli
interpretujemy  ja, jako stopien podobienstwa, wyznaczamy odlegtosci
elementéw od wzorca i przypisujemy tym warto$ciom odpowiednie stopnie
przynaleznosci. Przy stosowaniu kryterium czgstosci stopien przynaleznosci do
okreslonego zbioru rozmytego jest proporcjonalny do wzglednej czgstosci
z jaka dany element byl eksperymentalnie uznawany za nalezacy do zbioru.
Mozemy wyobrazi¢ sobie, ze poddajemy dany element ocenie 10 ekspertow,
z ktorych kazdy ma odpowiedzie¢ na pytanie, czy nalezy on do zbioru A. Jesli
siedmiu odpowiedzialo twierdzaco, funkcja przynalezno$ci wynosi 0,7. Przy
pomiarze kosztu, funkcja przynaleznos$ci jest odwrotnie proporcjonalna do
kosztu, jaki ekspert ponosi zaliczajac element do zbioru.

1.4. Modyfikacja funkcji przynaleznoS$ci

W niektérych rozwigzaniach z zastosowaniem zbioré6w rozmytych sa
stosowane modyfikacje ksztattu funkcji przynaleznosci. Modyfikowane funkcje
maja znaczenie lingwistyczne. Jesli mamy zbiér rozmyty A, ktéremu odpowiada
wyrazenie ,,x jest A” to poprzez modyfikacj¢ funkcji przynalezno$ci mozemy
utworzy¢ zbiory: ,bardzo A” i ,,mniej wigcej A”. Pierwszy z nich tworzymy
stosujac jednoargumentowa operacj¢ koncentracji, drugi rozcienczenia.
Koncentracja CON(A) jest zbiorem rozmytym o funkcji przynaleznosci
okreslonej wzorem:

2
tconea) (%) =[na (0] (1.27)
Operacja przeciwng do koncentracji jest rozcienczenie. Funkcja przynaleznosci
do rozcienczonego (DIL) zbioru rozmytego jest okre§lona wzorem:

UpIL(A) (x) =4/Ha (x) (1.28)

Przez zastosowanie operacji koncentracji 1 rozcienczenia mozemy uzyskaé
zwigkszenie lub zmniejszenie kontrastu zbioru rozmytego. Intensyfikacje
kontrastu uzyskuje si¢ stosujac nastepujacy wzor z parametrem >1:

2 [, ) dla 1o (x) <~
HINT (A) (x)= (1.29)
1-2 -, 0 dla HA(0) 2

Zmnigjszenie kontrastu (DIM) jest uzyskiwane poprzez nastgpujaca operacje:
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Hua(x)/2% dla ip(<3

Upim (A)(X)= (1.30)
B l_g/[l—HA(X)]/ﬂH dla “A(X)Z%

Najczesciej stosowanym we wzorach 1.29 i 1.30 parametrem jest [=2.
Przykiad 1.5.

Niech bedzie dany zbidr rozmyty dobry uczen opisany funkcja przynaleznosci
typu [54(x) przedstawiona linia przerywana na rys. 1.14 a. Linia ciagla
charakteryzuje stopien przynaleznosci do koncentracji tego zbioru, czyli zbidr
rozmyty bardzo dobry uczen. Na rys. 1.14 b przedstawiono rozcienczenie (linia
ciagla) zbioru rozmytego dobry uczen. Rozciefczonemu zbiorowi mozemy
przypisac¢ wyrazenie srednio dobry uczen.

a b
1,2 12
1 14
0.3 0g
u,ﬂ,lﬁ E .“-D’E b
0,4 1 04
0.2 0z
I:I rT1rrr 1T 1rrrrTr7r1T 11T TTTT |:||||||||||||||||||||I
3,0 34 38 4.2 4.8 5,0 30 34 35 42 446 50
stednia ocen srednia ocen

Rys.1.14. Funkcje przynaleznosci: do zbioru rozmytego ,, dobry uczen”(linia
przerywana), jego koncentracji (linia ciqgla) - a oraz rozcienczenia - b (linia
ciqgta)

Intensyfikacj¢ oraz zmniejszenie kontrastu zbioru rozmytego dobry uczen przy
=2 jest przedstawiono narys. 1.15aib.

a b
12 12
1 4 1 -
0A 1 03 -
05 I 04 -
'“IZI,4 E 10,4 4
032 - 032
l:l rrT 1T T T  TT TTTTr rrirrr7r17TTd |:| I S N A N B B 2 W
334 3@ 42 48 4D 30 34 38 42 46 30
srednia coen sTednia 0(en

Rys.1.15. Funkcje przynaleznosci: do zbioru rozmytego ,, dobry uczen ”(linia
przerywana) oraz intensyfikacja kontrastu (linia ciqgta) — a i zmniejszenie
kontrastu — b (linia ciqgta)
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1.5. a-przekroje i zasada dekompozycji

Zbior elementéw, dla ktorych funkcja przynaleznosci przyjmuje wartosci
wigksze lub rowne o nosi nazwe a-przekroju (A,) (ang. o-cuts). Wartos¢ o
oczywiscie powinna zawiera¢ si¢ w granicach [0,1]. a-przekroje sa zbiorami
ostrymi o funkcji charakterystycznej rownej 1 dla pa(x)>a 10 dla pa(x)<a:

{1 By (x) 20
Ay =

(1.31)
0 pa(x)<a

Przykiad 1.6.

Na rys. 1.16 przedstawiono funkcje przynaleznosci do zbioru rozmytego
czlowiek sredniego wzrostu 1 jego przekroj na poziomie 0=0,8. Przekrdj jest

zbiorem ostrym o funkcji charakterystycznej rownej 1 w przedziale [160, 170].

150 160 170 180

fera]
Rys. 1.16. Funkcja przynaleznosci do zbioru rozmytego ,, czlowiek sredniego
wzrostu” oraz funkcja charakterystyczna zbioru ostrego bedacego przekrojem

dla a=0,8

Dowolny zbiér rozmyty A mozna, zgodnie z twierdzeniem o dekompozycji,
przedstawi¢ jako sumg jego przekrojow [10]:

A=UaA, (1.32)

Funkcja przynaleznosci moze by¢, zgodnie z powyzszym wzorem, traktowana

jako supremum z iloczynow o i funkcji charakterystycznych yaq(x):

py(x) = Sl{l(}i)]{ama (x) } (1.33)
a€0,1
Przyklad 1.7. Na rys. 1.17 przedstawiono przyblizenie funkcji przynaleznosci do

zbioru rozmytego Srednie zarobki suma przekrojow 0, 0,2; 0,4; 0,6; 0,8, 1.
1

L 0.8

1 2 3 4 s s}
tys. zl

Rys. 1.17. Przyblizenie funkcji przynaleznosci do zbioru rozmytego ,, srednie
zarobki” zgodnie z zasadq dekompozycji
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1.6. Zasada rozszerzania

Opisane w poprzednich podrozdziatach zbiory rozmyte okreslone zostaty na
ostrym uniwersum X. Jesli X jest dziedzina funkcji y=f(x) (f: X—Y), to zbior
rozmyty A okreslony na uniwersum X przeksztalca si¢ w zbior rozmyty B
okreslony na uniwersum Y (B=f(A)). Jest to tzw. zasada rozszerzania (ang.
extension principle). Stopnie przynaleznosci elementow y do zbioru B sa
maksymalnymi warto$ciami stopni przynalezno$ci tych elementow z dziedziny
X, ktore sg przeksztatlcone w ten sam element y.

sup pa(x) gdy f()#0
pp(y)=4xef® (1.34)
0 gdy (=0
Przyklad 1.8. Niech zbior rozmyty A bedzie okre§lony w przestrzeni dyskretnej

[-3,-2,-1,0,1, 2, 3] (rys. 1.18):
A=0,1/-3+0,5/-2+0,6/-1+1/0+0,4/1 +0,4/ 2+ 0,3/3
1

- 0.8

0.6

0.4

0.2 ‘ ‘

o I 2 3
X

3 2 -1 0

Rys. 1.18. Funkcja przynaleznosci do przyktadowego zbioru rozmytego A
okreslonego na dyskretnym uniwersum X

Zastosujmy funkcje y = f(x) = x”. Obliczmy wartosci y dla wszystkich x
z uniwersum zbioru rozmytego A (tabela 1.1).

Tabela 1.1. Wartosci funkcji y =f{(x)=x" odwzorowujqcej zbior rozmyty A
w zbior rozmyty B.

w

X -3 -2 -1 0 1 2

y 9 4 1 0 1 4 9

Zgodnie z zasada rozszerzania powstanie nastgpujacy zbior B (rys. 1.19):

B = 1/0 + {max [pa(-1), pa(D]}/1 + {max [na(-2), pa(2)]}/4 + {max [ua(-3),
ua(3)13/9 = 1/0 + {max (0,6; 0,4)} /1 + {max (0,5; 0,4)} / 4 + {max (0,1; 0,3)}
/9 =1/0+0,6/1+05/4+0,3/9.
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0 1 2 3 4 5 & T 8 ©
v

Rys. 1.19. Funkcja przynaleznosci do zbioru rozmytego B utworzonego zgodnie
z zasadq rozszerzania zbioru A z rys. 1.18
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2.1. Operacje standardowe

Dziatania na zbiorach rozmytych sprowadzaja si¢ do operacji na funkcjach
przynaleznosci. Proste zastapienie funkcji charakterystycznych przez funkcje
przynaleznosci pozwala zdefiniowa¢ standardowe operacje na zbiorach
rozmytych (ang. standard fuzzy operations): iloczynu, sumy i dopelnienia,
podobnie jak w uktadzie rownan 1.2:

Ha(X) Apg(x)=min[p, (X), pg ()]
Ha(X) Vg (x) = max[u, (x), g (x)] 2.1
Hoa(x)=1-pu(x)
Powyzsze operacje nosza tez nazwe¢ mnogosciowych.
Przykiad 2.1.
Na rys. 2.1 przedstawione zostaly przyklady standardowych operacji iloczynu
(rys. a) i sumy (rys. b) zbiorow rozmytych: niska (linia ciagta) i wysoka (linia
przerywana) cena komputera.

A b

03
0.6

04

0.2

o1 2 34 5 6 7 8

tys. zl
Rys.2.1. Operacje standardowe: iloczynu (a) i sumy (b) zbiorow rozmytych:
L hiska” i ,,wysoka” cena komputera

Funkcja przynaleznos$ci do zbioru niska jest typu L z parametrami: d=1 i g= 5 tys.
zt, natomiast do zbioru wysoka - I przy d=1 1 g=6 tys. zl.

Nietrudno zauwazy¢, ze zbiory rozmyte zachowuja wszystkie wilasnosci
zbiorow ostrych z wyjatkami: wylaczonego srodka i zaprzeczenia. Te ostatnie dla
zbioréw rozmytych przyjmuja postac:

b, () AR, (x) <1/2

M, () VI, (x)21/2

Dlatego tez mnogos$¢ funkcji charakterystycznych nie tworzy algebry Boole’a
lecz de Morgana.

(2.2)
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Przykiad 2.2.

Utworzmy zbior rozmyty bedacy dopetieniem do zbioru niska cena komputera
(linia przerywana na rys. 2.2) a nastgpnie iloczyn i sumg standardowa tego zbioru
i jego dopemienia (linia przerywane na rys. 2.3). Zauwazmy, ze funkcja
przynaleznosci do zbioréw bedacych iloczynem jest <1/2 natomiast sumag >1/2.

tys. zl

Rys. 2.2. Funkcje przynaleznosci do zbioru rozmytego ,,niska” cena komputera
i dopetnienia mnogosciowego (linia pogrubiona przerywana) do tego zbioru

a 1]
1- 1 4
pu.s{ HU-S—:
0.6 0,6 ]
u,.1:_ IZI.-1E
0.2] 02 ]
(I A, = __ = (LI S —
01234506 78 012 34 56 78
tys. 2 tys. zl

Rys.2.3. Prawa zaprzeczenia (a) i wylqczonego Srodka (b) na przyktadzie zbioru
rozmytego ,,niska” cena (funkcje przynaleznosci do iloczynu i sumy
mnogosciowej oznaczono liniami przerywanymi)

2. 2. Normy trdjkatne

Opisane w poprzednim rozdziale iloczyny i sumy zbioréw rozmytych nie sa
jedynymi mozliwymi operacjami. Ogdlnie iloczyn okresla si¢ jako t-norme
natomiast sumeg jako s-normg¢ lub t-konorme [10]. Mozna wigc ogo6lnie zapisac:

Hanp (X) =T (%), 14 (x)]

Haop (x) =S, (%), 4 (x)]
Funkcje stosowane do wyznaczania iloczynu (t-normy) i sumy (s-normy) nosza
nazwe norm trojkatnych. Niech beda dane trzy zbiory A, B, C. Dla uproszczenia,

(2.3)
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w dalszej czgSci opracowania, funkcje przynaleznosci do tych zbiorow zostana
oznaczone odpowiednio przez a, b, ¢. T-normy spetnia¢ powinny nastgpujace
aksjomaty:

1) Warunki brzegowe: T(a,1)=a oraz T(a,0)= 0. Jesli funkcja przynaleznosci
do ktoregokolwiek zbioru jest réwna 1, to wynik jest rowny funkcji
przynaleznosci do drugiego zbioru. W przypadku gdy funkcja ta jest
rowna 0 dla jednego ze zbiordéw, wynik t-normy jest rowny 0.

2) Przemienno$c¢: T(a,b)= T(b,a).

3) Monotonicznos¢: Jesli a<c to T(a,b) < T(c,b)

4) Laczno$¢: T[a,T(b,c)] = T[T(a,b),c].

Ostatnie trzy aksjomaty sa takie same dla s-norm. Natomiast warunki brzegowe
dla s-norm sa nastepujace: S(a,1)=1 oraz S(a,0) = a. Jesli wigc jedna z funkcji
przynaleznosci jest rowna 1 to wynik wynosi 1, je§li natomiast ktora$ jest zerowa
wynik jest rowny drugiej.
Oczywiscie przedstawione w poprzednim podrozdziale operacje mnogo$ciowe
iloczynu i sumy zaliczaja si¢ odpowiednio do grup: t-norm lub s-norm.
W literaturze sa nazywane normami Zadeha. Czgsto stosowana jest t-norma
algebraiczna:
Tagndab)=a b (2.4)

Odpowiednia operacja sumy jest nazywana s-norma probabilistyczna 1 jest
wyznaczana zgodnie ze wzorem:

Spmbabﬂ(a,b) =atb-ab (25)
Przykiad 2.3.
Wyniki dziatania s-normy algebraicznej (a) i s-normy probabilistycznej (b) dla
zbioréw rozmytych niska oraz wysoka cena komputera z przykladu 2.1 jest
przedstawiony na rys. 2.4 (linie pogrubione).

a b
1
0.8
061 '.’*V-'}'s-:-kn
04
02 ,f'
’I
o J__4
01 2 34 56 78 01 2 34 5 6 78
tys. zl tys. zl

Rys. 2.4.0Operacje t-normy algebraicznej (a) i s-normy probabilistycznej (b) na
zbiorach rozmytych: ,,niska” i ,,wysoka” cena komputera

Nazwy kolejnej pary norm pochodza od nazwiska polskiego uczonego
Lukaszewicza, tworcy logiki wielowartoSciowej. Bywaja tez nazywane
w literaturze operacjami logicznymi.
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T ukaszewicza(@, b) = max(a + b -1, 0) (2.6)
SLukaszewicza(aa b) = min (a+b, 1) (27)
Przykiad 2.4.
Na rys. 2.5 przedstawiono wyniki dzialania t-normy (a) i s-normy (b)
Lukaszewicza na zbiory wysoka oraz niska cena komputera. Funkcje
przynaleznosci do zbioru wysoka sa na rys. 2.5 a 1 b funkcjami I';. Funkcja
przynaleznosci do zbioru niska na rys. a jest typu L z parametrami d=1 i g=5,
natomiast na rys. b — réwniez typu L lecz z parametrami d=1, g=7. Funkcja
przynaleznosci na rys. 2.5 a do zbioru bedacego wynikiem dziatania t-normy
Lukaszewicza przyjmuje wartos¢ zerowa w calym zakresie. Osiaga ona warto$ci
niezerowe tylko wtedy, gdy suma funkcji przynaleznos$ci do obu zbiorow jest
wigksza od 1 (rys. 2.5 b). S-norma Lukaszewicza (suma) na rys. 2.5 b przyjmuje
wartos¢ 1 w catym uniwersum, gdyz a+b>1.

a b
= 4 suma
0.8 |
0.6
0.4
0.2
o J. Fi : : ﬂllil(‘I_‘r'll 5 :I . I I ﬂ':'lc'z:"ln a
o1 2 3 4 5 6 7 8 o1 *» 3 4 = & 78
tys. zl tys. zl

Rys.2.5. Operacje logiczne: iloczynu i sumy zbiorow rozmytych: ,, niska”
i ,,wysoka” cena komputera. Parametry funkcji I’ na rys. a i b sq takie same.
Dla funkcji L na rys. a d=11i g=>5, natomiast na rys. b: d=1, g=7 tys. z{

Operacje drastyczne mozna zapisa¢ nastgpujacymi wzorami:

T _ |min(a,b)  gdy max(a,b)=1 2.8)
drast = ) dla pozostatych '
g max(a,b) gdy min(a,b)=0 2.9)
st 1 dla pozostatych '

Przykiad 2.5.

Dla porownania dla tych samych zbiorow rozmytych, co na rys. 2.5
przedstawiono wyniki operacji drastycznych (rys. 2.6). Funkcja przynaleznosci
do iloczynu drastycznego na rys. 2.6 a jest zerowa w catym zakresie, poniewaz
max(a, b) = 1 tylko dla min(a, b) = 0. Funkcja przynaleznosci dla sumy
drastycznej (rys. 2.6 b) jest rowna 1 w catym zakresie, gdyz max(a, b) =1 dla
min(a, b) = 0.
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1 I 4 1

!.l 1 ST !,l, ]
0.8 0.8 -
0.6 - 0.6
0.4 -] 0.4 ]
0.2 0,2
] iloczyn ]

o -l - - - - - e 0 -

o1 2 3 4 5 o T 8 0 7
tys. zl tys. z1

Rys. 2.6. Operacje drastyczne: iloczyn i suma zbiorow rozmytych: ,, niska”
i, wysoka” cena komputera. Parametry funkcji I’ na rys. a i b sq takie same. Dla
funkcji L na rys. a : d=1i g=>5, natomiast na rys. b: d=1, g=7 tys. z{

Czgsto stosowanymi operacjami sg roOwniez t-normy i s-normy Fodora, ktére
wyliczane sa wg nastgpujacych wzorow:

_ |min(a,b)  gdy a+b>1 (2.10)
Fodora =1 gdy a+b<l1 '
s _ |max(a,b) gdy a+b<l @.11)
Fodorat — 1 gdya+b21 .

Przykiad 2.6.
Na rys. 2.7 przedstawiono poréwnanie t-normy i s-normy Fodora dla zbiorow
rozmytych niska oraz wysoka cena komputera. Funkcja przynaleznosci do zbioru
niska jest klasy L.z parametrami d=2, g=6 tys. zl, natomiast do zbioru wysoka
typu I' z warto§ciami d=1 i g=8 tys. zl.

1-

01 2 34 5 6 78289
tys. 2l

Rys. 2.7. T-norma i s-norma Fodora na zbiorach rozmytych: ,, niska”
i, wysoka” cena.. Parametry funkcji I': d=1, g= 8 tys. z1, L: d=2 ig=6 tys. zt
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Do norm trojkatnych zalicza si¢ rowniez normy Einsteina, ktore sa definiowane
nastgpujacymi wzorami:

ab
Tp(a,b)=—— 2 2.12
@)= b ab) 12)
a+b
St (a,b)= 2.13
g(a,b) o b (2.13)

Przykiad 2.7.
Na rys. 2.8 przedstawiono porownanie t-normy i s-normy Einsteina dla zbiorow
rozmytych niska oraz wysoka cena komputera z przyktadu 2.6

1

11

0.8

0.6
0.4

0,2

o ; . : -
o1 2 3 4 5 o6 7 8
tys. zl
Rys. 2.8. T-norma i s-norma Einsteina dla zbiorow rozmytych ,, niska”
i, wysoka” cena komputera

Normy tréjkatne mozna przedstawi¢ graficznie w postaci tréojwymiarowych
wykresow. Jak tatwo zauwazy¢ ksztatty tych wykreséw uzasadniaja nazwg normy
trojkatne.

| B

Rys.2.9. T-norma i s-norma Zadeha
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b

Rys. 2.14. T-norma i s-norma Einsteina

2.3. Normy parametryczne

Opisane w poprzednich podrozdziatach normy tréjkatne nie sa jedynymi
operacjami na zbiorach rozmytych. Stosowane sa rowniez funkcje, ktorych
wyniki mozna zmienia¢ w zalezno$ci od wartosci uzytych parametréow. W tym
podrozdziale zostana przedstawione niektoére z nich.

Przyktadami funkcji tego typu sa normy Yagera, definiowane wzorami:

1

T,(a,b) =1-min{1,[(1-a)" +(1-b)"]"
(2.14)

1

S,(a,b) =min<1,(a" +b")™

Parametr w  jest liczba rzeczywista dodatnia. Przy w—(0 operacje te
przechodza w drastyczne, dla w=1I staja si¢ normami tLukaszewicza, jesli za$
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w—oo0 normami Zadeha.
Przykiad 2.8.

Na rys.2.15 przedstawiono t-normy (YT) oraz s-normy Yagera przy w =0,5
iw =1 dla przyktadowych zbiorow rozmytych miody cztowiek i czltowiek
w srednim wieku. Zbiory te scharakteryzowano odpowiednio funkcja L (mfody)
z parametrami d=30 1 g=70 lat oraz A (w Srednim wieku) z d=20, c=45, g=80 lat.

w=05 w=1

” 17 . Ve 1] B
1 A\ e . § YS
0.8 mlody * 0.8 =
0.6 0.6
U!"‘ & 0,4 7
0.2 | 0.2
o o-
20 40 an 80 20 40 a0 80
Rys.2.15. T-normy (YT) i s-normy (YS) Yagera przy wartosciach w=0,5 i w=1
dla zbiorow rozmytych ,,mtody cztowiek i ,, cztowiek w Srednim wieku”.

Funkcja L (mtody) ma parametry d=30 oraz g=70 lat, A (w Srednim wieku)
d=20, c=45, g=80 lat

Na rys. 2.16 przedstawiono tréojwymiarowy wykres norm Yagera przy w =0,5.
Jak wida¢ normy te nie sa trojkatne dla wszystkich w.

Rys. 2.16. T-norma i s-norma Yagera przy w=0,5

Parametrycznymi operacjami sg takze normy Hamachera (z parametrem r).
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Mozna je przedstawi¢ nastgpujacymi wzorami:

ab
TH(a,b)—r+(1_r)(a+b—ab) (2.15)
SH(a,b)=a+b+(r—2)“b |

1+(r—1)ab
Przykiad 2.9.
Na rys. 2.17 przedstawiono t-normy oraz s-normy Hamachera dla zbiorow
rozmytych z przyktadu 2.7 przy parametrach r=1 i r=20.

r=1 =20

l,[ 17 - }l 19
1 mlody s, ]
0.8 . 0.8 |
0.6 0.6 -
0.4 0.4 ]
0,2 0.2
o . . . : . . . ol

0 40 an 3u 0 40 G0 80

Rys.2.17. T-normy (TH) i s-normy (SH) Hamachera przy wartosciach r=1
i ¥=20 dla zbiorow rozmytych ,,mtody cztowiek i ,, cztowiek w srednim wieku”.
Funkcja L (mtody) ma parametry d=30 oraz g=70 lat, A (w Srednim wieku)
d=20, c=45, g=80 lat

Normy Sugeno mozna przedstawi¢ nastgpujacymi wzorami:
Tgygeno (@,b) =max [0, (1+a)-(a+b—1)—aab]

SSugeno (aab) = min [1, a+ b - (Xab]

We wzorach 2.16 parametr o > -1. Jes§li przyjmuje on warto$¢ -1 normy te staja
si¢ operacjami algebraicznymi, przy o = 0 przechodza w logiczne a przy o—o
drastyczne.

(2.16)

e
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Rys 2.18. T-norma i s-norma Sugeno przy o = 4
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Na rys. 2.18 przedstawiony zostat trojwymiarowy wykres norm Sugeno przy o=4.
Przykitad 2.10.

Porownajmy wynik t-normy i s-normy Sugeno przy o=4 dla zbiorow rozmytych
z przyktadu 2.8 (rys. 2.19).

1l

L L B L B L B L
20 40 60 80
Rys.2.19. T-normy (TS) i s-normy (SS) Sugeno przy a=4 dla zbiorow
rozmytych ,,mlody cztowiek i ,, czlowiek w Srednim wieku”. Funkcja L (miody)
ma parametry d=30 oraz g=70 lat, A (w Srednim wieku) d=20, c=45, g=80 lat

W literaturze znalez¢ mozna inne normy parametryczne: Franka, Dubois
i Prade’a, Schweizera i Sklara, Dombiego, Webera, Yu. Nie zostang opisane
w tym skrypcie, a zainteresowanych Czytelnikow odsytam do literatury.

2.4. Operacje skompensowane

W pracy Zimmermana i Zysno wprowadzone zostaly operacje
skompensowane (ang. compensatory), w ktorych parametr decyduje, czy dana
operacja jest zblizona do t-normy czy s-normy. Zdefiniowane zostaly dwa
rodzaje tych operacji: wykladnicza oraz liniowa. Wykladnicza  okreslono
wzorem:

0% (a,b) = [T(a, b)] " [S(a,b)]" (2.17)
Natomiast kombinacja liniowa zostata zdefiniowana nastgpujaco:
O°(a,b)=(1-v)T(a,b)+vyS(a, b) (2.18)

We wzorach 2.17 i 2.18 parametr y €[0,1] decyduje o stopniu podobienstwa do
t-normy lub s-normy. T(a, b) i S(a, b) oznaczaja odpowiednio dowolna t-norme
oraz s-norme.

Przy zastosowaniu t-normy algebraicznej i s-normy probabilistycznej otrzymamy
na podstawie wzoru 2.17 tzw. operator Zimmermana:

0% (a,b)=(a-b)"Y -(a+b—ab)! =(a-b) T[1-(1-a)-(1-b)]" (2.19)
Przyktad 2.11.

Niech bgda dane dwa zbiory rozmyte niska i1 srednia frekwencja wyborcza
przedstawione funkcjami mys, 25 oraz mps so. Na rys. 2.20 zilustrowano operacje
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Zimmermana przy y = 0; 0,5; 0,9; 1. Dla y = 0 operator okreslony wzorem 2.19
staje si¢ t-norma algebraiczna. Wraz ze wzrostem vy zbliza si¢ coraz bardziej do s-
normy probalistycznej. Staje si¢ nig przy y=1.

a - . I

80

Rys.2.20. Ilustracja operacji kompensacyjnych wyrazonych wzorem 2.19 dla
zbiorow rozmytych ,, niska’ i ,,srednia” frekwencja wyborcza modelowanych
Sfunkcjami 7,5 25 oraz mss, 5o

2. 5. Dopelnienia

W podrozdziale 2.1 zostato zdefiniowane dopetienie standardowe do zbioru
rozmytego. W sensie lingwistycznym dopetnienie do zbioru rozmytego A
oznacza zbidr ,nie A” i dlatego nazywane jest tez negacja. Mozna zapisaé
ogolnie:

Hoa (x)=n(p (x) (2.20)
Funkcja negacji powinna spelnia¢ nast¢pujace warunki:

1) Powinna by¢ funkcja $ci$le malejaca, co oznacza, ze jesli funkcja
przynaleznosci do zbioru rozmytego ro$nie to funkcja przynaleznosci do
jego dopelnienia maleje.

2) Powinna by¢ funkcja ciagla.

3) Dopetnienie z dopetnienia do zbioru rozmytego A powinno by¢ rowne
temu zbiorowi.

Funkcja negacji jest $cista (ang. strict negation), jesli spelnia warunki 1 i 2,
natomiast, jesli spetnia wszystkie trzy warunki nazywana jest silng (ang. strong
negation). Najczesciej stosowane dopetnienie standardowe jest silna negacja.
Znane sg takze dopetnienia parametryczne: Sugeno i Yagera.

Dopemhienie Sugeno okre§la funkcja przynaleznosci wyrazona wzorem
zawierajacym parametr A>-1:

NG

TN 2.21)

Hsoa (X)=
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Latwo zauwazy¢, ze dla A=0 wzor 2.21 definiuje dopetnienie standardowe. Na
rys. 2.21 przedstawiono zalezno$ci funkcji przynaleznosci do dopetnienia Sugeno
od stopnia przynaleznosci do zbioru rozmytego dla roznych wartosci parametru A.

0 02 04 06 08 1
Ha

Rys. 2.21. Dopetnienie Sugeno dla parametrow A = -0,9;-0,7; 0; 2; 8

Przyktad 2.12.
Przedstawmy na wykresach funkcj¢ przynaleznosci dopetnienia Sugeno do zbioru
dobry uczen o gaussowskiej funkcji przynaleznosci (rys. 2.22)

=09 a=0 A==

Tl 15 15 15
0,8 3 0,8 — 0,6 3
0,6 3 0,6 = 0,6 3
04 0,4 0,4 3
0,2 0,2 = 0,2 3
03 L 03 g =

|||||||I|||I||| |||I|||I|||I||| I|||I|||I|||I||I

3 4 5 3 4 5 3 4 5

Rys. 2.22. Dopetnienia Sugeno (linia pogrubiona) do zbioru rozmytego ,, dobry
uczen” przy wartosciach parametru A = -0,9; 0; 8

Dopehienie do zbioru rozmytego dobry uczen osiaga duze wartoSci stopnia
przynaleznosci dla x duzo mniejszego i duzo wigkszego od 4, co oznacza, ze do
zbioru rozmytego nie dobry uczen naleza uczniowie $redni i bardzo dobrzy.

Innym rodzajem dopelnienia parametrycznego jest dopelnienie Yagera.
Funkcja przynaleznosci dla tej operacji wyraza si¢ wzorem:

Hy_a (0= {1~ [1s O3 (2.22)
Wystepujacy we wzorze 2.22 parametr y powinien by¢ wigkszy od 0 (y>0). Na
rys. 2.23 przedstawiono zalezno$ci stopni przynaleznoséci do dopeinienia Yagera
od stopni przynaleznosci do zbioru rozmytego.



32 Operacje na zbiorach rozmytych

0 02 04 06 08 1
Ha

Rys. 2.23. Dopetnienia Yagera dla parametrowy = 0,4; 0,7, 1, 2; 5
Przy warto$ci parametru y=1 dopetienie Yagera przechodzi w standardowe.
Przykitad 2.13.

Na rys. 2.24 przedstawiono na wykresach dopelnienia Yagera (linie pogrubione)
do zbioru rozmytego dobry uczen dla parametrow y=0,4; 1; 5.

y=04 =1 =5
H 17 1 N 1 i
0,8 0,8 0,8 -
0,6 0,6 0,6 7
0,4 - 0,4 3 0,4
0,2 0,2 3 0,2
0 0 0 -
|I|I|I|I|I|I|I|| [TTTTTTTTTTITTTTT] [TTTTTTTTTTITTTTT]
3 4 5 3 4 5 3 4 5

Rys. 2.24. Dopetnienia Yagera do zbioru rozmytego ,, dobry uczen”(linie
pogrubione) przy wartosciach parametru 'y =0,4; 1; 5

2.6. Roznice zbioréw rozmytych

Roéznica (A/B) zbiorow ostrych jest zbior elementow nalezacych do
zbioru A i nie nalezacych do zbioru B. Réznice zbiorow rozmytych otrzymuje sig
w wyniku dziatan na funkcjach przynaleznosci. Odpowiednie gtowne operacje na
zbiorach rozmytych maja rowniez swoje odpowiedniki w operacjach rdznic.
Podstawowa 1 najczgSciej stosowana jest réznica standardowa okreslona wzorem:

Hasp =min[p, (x), I-pg(x)] (2.23)
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Mozna réwniez wyznacza¢ roéznice postugujac sig operacja logiczna. Otrzymana
operacja nosi nazwe roznicy ograniczonej:

U A /B ograniczona = max[0, p (x) - pug(x)] (2.24)
Réznica algebraiczna zbiorow rozmytych jest wyznaczana na podstawie wzoru:
U A/Balgebraiczna = HA (X) : [1 —HUB (X)] (225)
Mozna rowniez wyznacza¢ roznicg drastyczna wedlug wzoru:
0 dla py(x)<l 1 pg(x)>0
N A /Bdrastyczna = 1M A (x) dla 23] (x)=0 (2.26)

I-pp(x) dla py(x)=1

Przykiad 2.14.
Poréwnajmy réznice zbioréw rozmytych nmiska 1 wysoka temperatura
przedstawione na rys. 2.25.

standardowa 0gramezona
H 14 ko
0,8 0,8
0,6 3 0,6 3
0,4 0,4
0,2 3 0,2 3
0 - 0
[TTT[TIr [T rrr[rrr] [TTT[TT [T rrr[rrr]
0 20 40 I 20 41
algebraiczna drastycena
I—ll—_ 14
0,8 0,83
0,6 0,63
0,4 3 0,4 3
0,2 3 0,2 3
0= ]
|I|I|I|I|I|III|II|||I I||||||I|I|I|I|I||||I
0 20 40 0 20 40

Rys. 2.25. Porownanie roznic (linia pogrubiona) zbiorow rozmytych ,, niska”
i, wysoka” temperatura

W teorii zbiorow rozmytych definiowane sa rowniez roznice symetryczne
odpowiadajace w jezyku naturalnym sformutowaniom ,,albo- albo”. Najczesciej
stosowana réznicg symetryczng zdefiniowano nastgpujacym wzorem:

Ha-p(x) = |14 (x) = pp(x)| (2.27)
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Stosowana jest takze r6znica symetryczna mnogosciowa, okre§lana wzorem:

A+B=(ANn—-B)u(—4NB) (2.28)
a 4]
H 14 1
0,8 3 0,83
0,6 = 0,6 -
0,4 - 0,4 -
0,2 3 0,2 3
o o
ARIRERERELNRERERRRA RARARARARERNRERN RRRA
0 20 40 0 20 40

Rys. 2.26. Roznice symetryczna (a) i symetryczna mnogosciowa (b) zbiorow
rozmytych ,,niska” i ,,wysoka” temperatura

2.7. Iloczyn kartezjanski zbiorow rozmytych

lloczyn kartezjanski zbiorow rozmytych A xB jest okreSlony poprzez
funkcje przynaleznos$ci dla kazdej pary elementéw z obu zbioréw. Sa one
wyznaczane jako t-normy stopni przynaleznosci do A i B:

T
Has () = () *ug(y)  AcX, BCY (2.29)
Najczesciej stosowanymi przy wyznaczaniu iloczynu kartezjanskiego t-normami
sa: iloczyn mnogo$ciowy oraz iloczyn algebraiczny (odpowiednie wzory 2.30
12.31).
Hag (X y)=min[p, (x),np(y)] AcX, BcY (2.30)

Haxg(Y) =pa(Xup(y)  AcX, BCY (2.31)
Przyktad 2.15.
Wyznaczmy iloczyn kartezjanski dwoch dyskretnych zbioréw rozmytych A i B
okreslonych na uniwersum {3, 4, 5, 6} x {-1, 0, 2}:
A =0,1/3+0,4/4+1/5+0,7/6,
B =0,3/-1 +1/0+0,5/2
lloczyn kartezjanski tych zbioréw po zastosowaniu standardowej t-normy bedzie
miat postac:
AxB=0,1/3,-1)+0,1/(3, 0) + 0,1/(3, 2) + 0,3/(4, -1) + 0,4/(4, 0) + 0,4/(4, 2) +
0,3/(5, -1) + 1/(5, 0) + 0,5/(5, 2) + 0,3/(6, -1) + 0,7/(6, 0) + 0,5/(6, 2).
Jesli, jako t-norme zastosujemy iloczyn (wzor 2.31) otrzymamy:
AxB=10,03/3, -1) + 0,1/(3, 0) +0,05/(3, 2) + 0,12/(4, -1) + 0,4/(4, 0) +0,2/(4, 2)
+0,3/(5, -1) + 1/(5, 0) + 0,5/(5, 2) + 0,21/(6, -1) + 0,7/(6, 0) + 0,35/(6, 2).
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3.1. Relacje ostre i rozmyte

Relacja ostra okre§la istnienie lub brak zwiazku, oddzialywania czy
polaczenia pomigdzy elementami dwu Iub wigcej zbiorow. W takim
konwencjonalnym podejsciu nie mozna zdefiniowa¢ sity (wagi) tych zaleznosci.
Koncepcja relacji rozmytych pozwala przyporzadkowa¢ do danego potaczenia
elementéw stopien przynaleznosci na tej samej zasadzie, jak w przypadku
zbioréw rozmytych.

Relacja pomigdzy elementami zbiorow ostrych X, Xo,..., Xy jest podzbiorem
iloczynu kartezjanskiego: R(X,,X,,..., X, )< X, x X, x...x X, . Poniewaz moze
by¢ traktowana jako zbior, podstawowe dziatania, takie, jak suma, przecigcie
(iloczyn), dopetienie, zawieranie, z pewnymi modyfikacjami maja zastosowanie
do relacji. Tak wiec w podejsciu klasycznym (ostrym) moze by¢ definiowana
funkcja charakterystyczna y, ktora przyjmuje warto§¢ 1 lub O (istnienie lub brak
zwiazku). Relacja rozmyta jest zbiorem rozmytym okreslonym na iloczynie
kartezjanskim zbiorow ostrych. Dla uproszczenia rozpatrzmy relacjg
dwuwymiarowa R(X, y). Niech beda dane dwa zbiory ostre X i Y. Relacje
rozmyta mozna przedstawi¢ jako zbior uporzadkowanych par:

R(x,y) ={(x,¥), i (x, )} xeX, yeY wup(xy)ef01] (.1
Tak wigc kazdej parze elementow jest przyporzadkowany stopien przynaleznos$ci,
okreslajacy powiazanie migdzy nimi. Jesli zbiory X 1 Y skladaja si¢
ze skonczonej liczby elementow, relacja rozmyta moze by¢ zobrazowana
W postaci macierzy:

Fl FE Fm

Mg (Z1. 71) by, (327, ) e Mg lELTL)
W (2, 71) Wg(E,¥2) - - - KR (2, Vo )

LA * * % L

{(3.2)
% | He (Zy, 71 MplEp¥a)  +«+  KplH,7n)

Jesli funkcje przynalezno$ci przyjmuja tylko jedna z dwu wartosci O lub 1 relacja
rozmyta przechodzi w ostra. Dla zilustrowania roznicy pomigdzy relacja ostra

i rozmyta przeanalizujmy nastgpujacy przyktad.

Przykiad 3.1.

Niech bgda dane dwa zbiory: kobiety i mgzczyzni. Zarobki kobiet w zt wynosza:
Anna - 2500, Ewa — 3500, Iza — 4500; mgzczyzn: Adam - 2500, Jan — 3600,
Robert — 4100, Hubert - 4900. Relacja ostra kobieta zarabiajqca tyle samo

co mezczyzna bedzie okreslona funkcjami charakterystycznymi przedstawionymi
W macierzy:
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Edﬁm: =00 Jﬂl‘l._‘;.'uu RDhEI'h]_uu Hubert;,_c.m

Antaymg [ ] 0 0 0
Ewaggn | 0 1 0 0
IZEL|. S]] 1] ] 1] 1]

Wystepuje tu tylko jedna jedynka, a pozostale funkcje charakterystyczne sa
zerami. Utwdrzmy relacj¢ rozmyta dobierajac funkcje charakterystyczne wedtug
zasady: ur=1- | zarobki kobiety — zarobki mgzczyzny | /2000 (jesli ug=>0

w przeciwnym razie 0). Otrzymamy relacj¢ rozmyta kobieta zarabiajqca
porownywalnie z mezczyzng, ktora przedstawia macierz:

Ludariy g Tamy g Fabertyg Hubertyomg

Ammarsn [ 0,45 0.2 I
R= Ewnw | g3 0,95 0,70 0,30
Tzay con 0 0,55 0,80 0,20

Relacja rozmyta moze by¢ przedstawiana w postaci grafu rozmytego.
Przykiad 3.2.
Przedstawmy w postaci grafu relacjg rozmyta z przyktadu 3.1.

Rys. 3.1. Graf rozmyty relacji z przyktadu 3.1
3.2. Podstawowe dzialania na relacjach rozmytych

Relacje rozmyte mozna traktowa¢ jako wielowymiarowe zbiory rozmyte
i przeprowadza¢ na nich operacje wlasciwe dla tych zbiorow.
Przykiad 3.3.
Oznaczmy w przyktadzie poprzednim przez x — staz pracy kobiet, ktory dla Anny
wynosi 10 , Ewy — 30, Izy -20 lat, a przez y staz pracy m¢zczyzn ze zbioru
{Adam — 10, Jan -5, Robert — 20, Hubert — 15 lat)
Utworzmy relacjg rozmyta T kobieta o diuzszym stazu pracy niz mezczyzna
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i przeprowadzmy podstawowe dzialania na relacjach R (przyktad 3.2) i T.

Bdarrg, Jans Fokett Huhert; s
dnnagg o 0.4 0 0
T= Eway 1 1 08 02
[zam 0.6 0% 0 0,4

Relacja kobieta o nie diuzszym stazu niz mezczyzna bedzie dopelieniem do
relacji T. Jesli zastosujemy operacje mnogosciowa uzyskamy nastgpujaca postaé
relacji rozmytej —T:

Adarag, Tan: Fohet sy Huhert; <
fimiayg 1 0.6 1 1
~T= Eway 0 0 0.4 0,2
[za: 0,4 0.2 1 0.6

Relacja ztozona kobieta o dluzszym stazu i zarabiajaca porownywalnie
z mezZczyzng bedzie wynikiem dziatania t-normy na relacje T i R, natomiast
relacja rozmyta kobieta o porownywalnych zarobkach mezczyzng Ilub nie
diuzszym stazu pracy niz mezczyzna bedzie wynikiem dzialania s-normy na
relacje R 1 —T. Jesli zastosujemy dzialania mnogosciowe w wyniku otrzymujemy:

& clam Jan Robhert Huhert
Brma| 0,4 0 0
TNR= Ewa| 0,85 0,6 0.3
a | p 0,55 0 0.4
& clam Jan Fobext Hubert
Lrma | 06 1 1
RU-T= Ewa | g5 0,95 0.7 03
[z | 4 0,55 1 0,20

» £l

W praktycznych zastosowaniach szczegélne znaczenie ma zlozenie zbioru
rozmytego (A < X)i relacji rozmytej (R < X xY). Jest nim zbiér rozmyty
(Bc Y) zdefiniowany nastgpujaco:

B=A-R (3.3)
Funkcja przynalezno$ci do ztozenia zbioru rozmytego i relacji rozmytej wyraza
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si¢ wzorem:

T
np(y)=supip, (X) *pg (X, y)} (3.4)

xeX
Jesli uniwersum X jest zbiorem o skonczonej liczbie elementow i zastosowana
jest mnogosciowa t-norma, wzor 3.4 przechodzi w 3.5:

np(y)= nxleag{min[uA(X),uR 1 (3.5
Przykiad 3.4.

Przyjmijmy X={xy, x,} oraz Y= {yi, y2, ¥3} 1 utwérzmy zbiér rozmyty A = 0,4/x,
+1/x, na uniwersum X oraz relacje S:

n i i
ni1 0,a 1

g =
05 0,1 0,7

W wyniku ztozenia zbioru rozmytego A i relacji rozmytej S powstaje zbior B:

B =us(yn) / yi+ us(y2) / y2 + us(ys) / ys
Przy zastosowaniu mnogo$ciowej t-normy funkcje przynaleznosci do zbioru B
beda odpowiednio réwne:
up(y1) = max [min(0,4; 1); min(1; 0,5)] = max [0,4; 0,5] = 0,5
us(y2) = max [min(0,4; 0,6); min(1; 0,1)] = max [0,4; 0,1] =0,4
us(y3) = max [min(0,4; 1); min(1, 0,7)] = max [0,4; 0,7] = 0,7
W rezultacie otrzymujemy zbidr rozmyty:

BZO,S/Y1+0,4/}’2+0,7/Y3

Waznymi dziataniami sa réwniez ztozenia relacji. Ztozeniem typu supremum-T-
norma relacji rozmytych R(x, y) i S(y, z) jest relacjia RoS o funkcjach
przynaleznosci okreslonych wzorem:

T
HROS(X’ Z) ZSUE[HR(Xa Y)*Hs (y’ Z)] (36)
ye

Stosowane jest takze ztozenie typu infimum-S-norma okre§lone nastgpujaco:

S
HRes(X,2) = }i/gf([“R (x,y)*pug(y,2)] (3.7)

W przestrzeniach przeliczalnych supremum przechodzi w maksimum a infimum
W minimum.,

3.3. Relacje binarne okreslone na pojedynczym zbiorze

Binarne relacje moga by¢ definiowane nie tylko na dwoch zbiorach X 1Y lecz
takze na pojedynczym zbiorze X (R(X, X)). Mozna wyrézni¢ kilka typow takich
relacji o roznych wilasno$ciach. Podstawowe wlasnosci relacji to zwrotno$¢ (ang.
reflexivity), symetryczno$¢ (ang. symmetry) i przechodnio$¢ (transitivity) (rys.
3.2).
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G Y

wrotnosc . :
symettia przechodniogé
Rys. 3.2. Charakterystyczne sktadniki relacji zwrotnych, symetrycznych
i przechodnich

Relacja rozmyta jest zwrotna, je§li dla wszystkich x, 0 < ¢ <1:
ur(X, X)>¢ (3.8)
Relacja rozmyta jest symetryczna, jesli dla wszystkich wartosci x;, X;
(x; € X,x;€X)

HR(XivXj)ZHR(vaXi) (3.9)
Jesli dla wszystkich x spelniona jest nirdwnosé¢
HR (XX ) # pg (X, X;) (3.10)

to relacja jest niesymetryczna. Niesymetryczna relacja spetniajaca dodatkowo
warunek, ze
MR (Xi,X)>0 1 pr (X, %) >0—> X=X (3.11)
nazywana jest antysymetryczna.
Relacja rozmyta jest przechodnia (lub doktadniej max-min przechodnia),
jesli:
MR (i, Xy ) 2 max min[pg (X, X ), LR (X, Xy )] (3.12)
Rozmyta relacja zwrotna, symetryczna i przechodnia nazywana jest relacja
rownowaznosci (ang. equivalence relation).
Przykiad 3.5.
Utworzmy rozmyta relacje rownowaznos$ci okreslona na zbiorze {a, b, c, d}.

a b ¢ d
al 1 0,8 0 04
b|08 1 0 04
R =
c| 0 0 1 o0

d{04 04 0 1

Dla kazdego elementu a, b, ¢, d jest spelniony warunek 3.8 przy e=1. Latwo
sprawdzi¢, ze spelniony jest warunek 3.9. Dla przyktadowych elementéw b, d
otrzymamy ur(b, d) = 0,4 = pr(d, b). Sprawdzmy, czy spetniony jest warunek
przechodnio$ci dla elementow a, ¢, d: ur(a, d) = 0,4 > max min [pur(a, c), pr(c,d)]
= max min [0, 0] =0.

Relacja rozmyta zwrotna i symetryczna jest nazywana relacja zgodnosci (ang.
compatibility relation) lub tolerancji (ang. tolerance relation).
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Przyktad 3.6.
Utworzmy relacje zgodnosci okreslong na zbiorze liczb {5, 6, 7, 8}
5 6 7 8
511 07 05 03
R_6 0,7 1 07 05
7105 07 107
8103 0,5 0,7 1
Latwo sprawdzi¢, ze relacja ta jest zwrotna i symetryczna. Nie jest natomiast
przechodnia, gdyz dla przyktadu ugr(5, 8) = 0,3 < min [ug(5, 6), ur(6,8)] = min
[0,7; 0,5]1=0,5.
Oddzielna grupg stanowia relacje przechodnie zwane tez rozmytymi
relacjami porzadku (ang. ordering fuzzy relation). Jesli relacja jest przechodnia,
a przy tym antysymetryczna i antyzwrotna, to jest nazywana relacja Scistego
porzadku. Relacja przechodnia i1 antysymetryczna jest relacja czesciowego

porzadku.
W tabeli 3.1 zebrano wlasnosci gtownych typow relacji rozmytych.

Tabela 3.1. Glowne typy relacji rozmytych R(X,X)

TwTotha anty- symetmozna | anty- prechodnia
zwrotha symetryczna
Riéwnowainodei
Zgodnodel
Forzadlu

3.4. Projekcja i rozszerzenie cylindryczne

Projekcja (ang. projection) pozwala na uzyskanie relacji o mniejszym
wymiarze. W przypadku relacji dwuwymiarowej utworzonej na iloczynie
kartezjanskim XxY mozemy utworzy¢ projekcje na przestrzen X lub Y.
Projekcja na przestrzen X wyraza si¢ wzorem:

Projx (B)= [ supyup(x,y)/x (3.13)

X xeX

Projekcje na przestrzen Y przedstawia wzor:
Projy (B)= [supug (x,y)/y (3.14)

Y yeY

Projekcja moze by¢ interpretowana, jako cien relacji rozmytej na okreslona o$
uktadu wspotrzednych.

Przykiad 3.7.
Utworzmy dwie projekcje relacji rozmytej R z przyktadu 3.1 (kobieta zarabiajqca
porownywalnie z mezczyzng). Projekcja na zbidr kobiety ma postaé:
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Projkobiey(R) = 1/Anna + 0,95/Ewa + 0,8/1za

Projekcja na zbior mezezyzni:

Projmesczymi(R) = 1/ Adam + 0,95/Jan +0,8/Robert + 0,8/Hubert

Rozszerzenie cylindryczne (ang. cylindric extension) pozwala na uzyskanie
zbioru lub relacji rozmytej o wigkszej wymiarowosci:

Co(A) = [1a()/(x,¥) (3.15)
XxY

Przyktad 3.8.
Niech bedzie dany zbior rozmyty A utworzony w przestrzeni dyskretnej {x;, X,
3} A = 0,1/x; + 0,9/, + 0,3/x5. Utworzmy rozszerzenie cylindryczne tego
zbioru na przestrzen dyskretna {yi, y»}:
CG(A) = 0,1/(X1, Y1) + 0,9/( X2, Y1) + 0,3/( X3, Y1) + 0,1/(X1, yZ) + 0,9/( X2, yZ) +
0,3/( X3, y3)
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4.1. Liczby rozmyte

Szczegblnym rodzajem zbiorow rozmytych sa liczby oraz przedzialy rozmyte.
Liczba rozmyta jest zbidr rozmyty o ograniczonym nos$niku w dziedzinie liczb
rzeczywistych, normalny (czyli o wysokosci rownej 1) oraz wypukty.

Zbior rozmyty jest wypukty, jesli dla dowolnych punktéw x;, x, oraz dowolne;j
liczby A zawierajacej si¢ w przedziale [0,1] spelniony jest warunek:

g [Ax) + (1= A)xy ]2 minf p(x,), u(x;) (4.1)
Przykiad 4.1.
Na rys. 4.1 przedstawiono przyktady zbiorow rozmytych, ktore nie sa liczbami
rozmytymi. Zbior na rys. 4.1a nie jest liczba rozmyta poniewaz jego wysokosé
nie jest rowna 1, natomiast zbior na rys. 4.1b nie jest wypukty.

a [ 1]

1 1.
0.8 0.8 .
0.6 1 0.6 -
0.4 - 0.4
0,2 0.2

e oY

0 2 4 G 8 0 4 6 8

Rys. 4.1. Przyktadowe zbiory rozmyte, ktore nie sq liczbami rozmytymi

Liczby rozmyte mozna podzieli¢ na: dodatnie, ujemne i mieszane.
Przykiad 4.2.

Na rys. 4.2 przedstawiono trzy przyktadowe liczby: ujemna ,,0koto -6, mieszana
,,okoto 1” oraz dodatnia ,,0koto 7”

ot
0.8 -
u.-:ig
04
0.2-
o

1] -5 1] s 1

-1 (1]

Rys. 4.2. Przyktadowe liczby rozmyte: od lewej ujemna -6, mieszana 1,
dodatnia 7

Wszystkie przedstawione na rys. 4.2 liczby sa trojkatne. Sa one czgsto stosowane



Arytmetyka rozmyta 45

ze wzgledu na tatwo$¢ ich dodawania i odejmowania. Szczegdlny typ liczb
rozmytych stanowia przedzialy rozmyte.

Przyklad 4.3.

Nieprecyzyjne sformulowanie ,,cena owocow waha si¢ od okoto 3 do okoto 5
ztotych” mozna przedstawi¢ przy zastosowaniu przedzialu rozmytego
przedstawionego na rys. 4.3.

u 1

0.8

0.6

0.4

0.2

o

0 2 4 o 8
Rys. 4.3. Przedziat rozmyty  [[3,5]].

4.2. Arytmetyka liczb rozmytych

Podstawowe dziatania arytmetyczne na liczbach rozmytych wynikaja
bezposrednio z zasady rozszerzania opisanej w rozdziale 1. Jezeli dane sa dwie
liczby rozmyte A, B to dzialania na nich moga by¢ traktowane, jako
odwzorowanie zbioré6w rozmytych A, B przy pomocy odpowiednich funkcji:
7z=1(x,y) =x +y przy dodawaniu, z=f(X,y) = x -y przy odejmowaniu,
z=1(Xx,y) = Xy przy mnozeniuiz=f(x,y)= x:y przy dzieleniu. Nalezy przy
tym pamigtac, ze dziedzing z jest, podobnie jak x iy zbior liczb rzeczywistych.
Tak wigc, dziatania na liczbach rozmytych sprowadzaja si¢ do wyznaczenia
funkcji przynaleznosci zgodnie z wzorami:

Hasn(?) =Z§ggy[uA(x)1uB(y)] (42)
Han(7) = Zs_gpy[uA(x)iuA(y)] (43)
v (2) = Zs_ggy[uA(x)iuB(y)] (4.4)
Han(2) = Zs_ggy[uA(x)iuB(y)] (4.5)

Interesujace ze wzgledu na praktyczne zastosowania sa liczby rozmyte o ciagtych
funkcjach przynaleznosci. Tylko dla lepszego zrozumienia dziatan 4.2 - 4.5

w przyktadzie 4.4 zostaty zastosowane funkcje dyskretne.

Przykiad 4.4.

Niech beda dane dwie liczby rozmyte A — okoto 4 i B — okoto 2:
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A=0,4/3+1/4+0,3/6 B=0,2/1+1/2+0,4/3

Przy zastosowaniu jako t-normy operacji minimum dla odpowiednich par x, y
otrzymamy wartosci zawarte w tabeli 4.1. Pogrubiono liczby, dla ktorych funkcja
przynaleznosci jest rowna 1.

Tabela 4.1. Wyniki obliczen dla liczb rozmytych A i B

X y xty Xy Xy x/y | min[pa(x), us(y)]
3 1 4 2 3 3 0,2

3 2 5 1 6 1,5 0,4

3 3 6 0 9 1 0,4

4 1 5 3 4 4 0,2

4 2 6 2 8 2 1

4 3 7 1 12 1,3 0,4

6 1 7 5 6 6 0,2

6 2 8 4 12 3 0,3

6 3 9 3 18 2 0,3

WA, p =max[0,2]/4+ max[0,4;0,2]/5 + max[0,4;1]/6 + max[0,4;0,2]/7

+ max[0,3]/8 + max[0,3]/9=0,2/4+0,4/5+1/6 +0,4/7+0,3/8+ 0,3/9
Wa_p = max[0,4]/0 +max[0,4; 0,4]/1+ max[0,2;1]/2 + max[0,2;0,3]/3

+ max[0,3)/4=0,4/0+0,4/1+1/2+0,3/3+0,3/4

Waxpg =0,2/3+0,2/4+ max[0,4;0,2]/6 +1/8 + max[0,4;0,3]/12+0,3/18 =
0,2/3+0,2/4+0,4/6+1/8+0,4/12+0,3/18
Hag=04/1+0,4/1,3+0,4/1,5+1/2+0,3/3+0,2/4+0,2/6

W wyniku dodawania otrzymujemy liczbe okolo 6, odejmowania okofo 2,
mnozenia okofo 8 i dzielenia okoto 2 zgodnie z klasyczng arytmetyka.

Pozostate dziatania na liczbach rozmytych sa réwniez konsekwencja zasady
rozszerzania. Liczbg przeciwnag uzyskujemy w wyniku dziatania funkcji f(x)=-x.
Zgodnie z zasada rozszerzania funkcja przynaleznosci wyrazi si¢ wzorem:

Hoa(X)=p, (%) (4.6)
Liczba odwrotna jest obliczana zgodnie ze wzorem:
M (0= (x ) @.7)

Warunkiem obliczania liczby odwrotnej jest, by byta ona dodatnia lub ujemna.
Jesli jest mieszana, to zbidr rozmyty o funkcji przynaleznosci wyliczonej

ze wzoru 4.7 nie jest wypukly, a wigc nie jest liczba rozmyta.

Przykiad 4.5.

Na rys. 4.4 przedstawiono liczbg rozmyta trojkatna 1, ktérej funkcja
przynaleznosci przecina o§ x w warto$ciach 0,5 i 2 oraz liczbg¢ odwrotna (linia
przerywana). Nie jest to juz liczba trojkatna.

Przykiad 4.6.



Arytmetyka rozmyta 47

Niech bedzie dana liczba rozmyta mieszana 2 (rys. 4.5). Funkcja przynaleznosci
obliczona ze wzoru 4.7 (linia przerywana) nie jest wypukta, tak wigc nie jest to
liczba rozmyta.

Skalowanie liczb rozmytych czyli mnozenie przez dowolna liczbe s#0 sprowadza
si¢ do wzoru:

Hop (X)=p,(X/8) (4.8)
1 Y ¥ 4 A
0,8 4ot L NN
N / NN L
Y £ 7 T R N W R B
I A e i S S B
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e T R e I S S B S RS i N R
17 & T S T A R N N
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1] ——+—+—F—t—t+—+——+—+—+—+—+——+—+—+—+—+—
1] 0,5 1 1,5 2

Rys.4.4. Liczba rozmyta 1(linia ciqgta) i liczba odwrotna (linia przerywana)
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Rys. 4.5. Liczba rozmyta mieszana i zbior rozmyty o funkcji przynaleznosci
obliczonej ze wzoru 4.7, ktory nie jest liczbq rozmytq

W uproszczonej metodzie obliczen na liczbach rozmytych stosowane sa o-
przekroje. Oznaczmy skrajne wartosci przedziatow przekrojow A, 1 B,
odpowiednio przez a, i b, z lewej oraz a,” i b, z prawej strony. Obliczenie
arytmetyczne sprowadzaja si¢ do nastgpujacych formut:

(A+B), =[a, +b} aPl +bP]

(A =B), = {min[(ay ~by,), (a, —b§)], max[(af —bf), (af —by)1}

(A-B), =[min(a,by,a,bh,akby, albk), max(agb,, a,bf,alby, afbh)]

(A/B), =[min(ay /by, a, /bP,aP b, al /bP), max(a, /by, a, /bh,al /bl,al /bP)]

Poprawne odwzorowanie wymaga duzej liczby przekrojow, nie jest wigc
efektywne obliczeniowo.
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4.3. Liczby trojkatne

Przy ciaglych funkcjach przynaleznosci dziatania na liczbach rozmytych nie
sa latwe. Najprosciej wykona¢ dodawanie i odejmowanie liczb trdjkatnych, gdyz
wyniki tych dziatan sg takze liczbami trojkatnymi. Dla liczb trojkatnych, ktore
moga by¢ definiowane tylko przez podanie rdzenia i warto$ci skrajnych przekroju
na poziomie a=0 dziatania dodawania i odejmowania sa bardzo proste. Nie
dotyczy to jednak mnozenia i dzielenia.

Oznaczmy skrajne warto$ci dwu liczb trojkatnych A i B odpowiednio przez a, a,
oraz by, b, a ich rdzenie przez a, b. Mozemy zapisa¢: A = [a,, a, a,] oraz B = [b,,
b, b,]. Sumg i réznicg tych liczb wyznaczymy nastgpujaco:
A+B = [artb,, atb, a,+b,] 4.9)

A-B = [min(ar-b, a-b,), a-b, max(a,-b,, a,-b)] (4.10)
Przykiad 4.6.
Niech beda dane dwie liczby trojkatne [-15, -10, -6] oraz [5, 10, 15]. W wyniku
dodawania otrzymamy rozmyta liczbg 0 - [-10,0,9] (rys. 4.6].

—
noo-

0.8-

e
Rys. 4.6. Dodawanie liczb trojkqtnych (wynik dodawania rozmyte 0)

Przykiad 4.7.

Odejmijmy rozmyte liczby tr(')jkattneﬁ- 2= [5, 7, 9] - [0, 2, 4]. W wyniku

otrzymujemy g =[1, 5, 9] (na rys. 4.7 przedstawiona linig przerywana).
1 i

0.8

Rys. 4.7.0dejmowanie trojkatnych liczb rozmytych

Odejmowanie mozna sprowadzi¢ do dodawania liczby przeciwnej. Liczba
trojkatna przeciwna do liczby A=[a,, a, a,] jest —A =[-a,, -a, -aj]. Liczba
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przeciwng do przedstawionej na rys.4.5 liczby 2 =0, 2, 4] jest -2=[-4, -2, 0].
Skalowanie liczb trojkatnych jest rowniez bardzo tfatwe obliczeniowo.
Przykiad 4.8.

Na rys. 4.6 przedstawiono trojkatna liczbg A=[-1,2,4] oraz liczby 2A i 1/2A.

e SRR el Sl e i

1 LOL2A N SINA LT INZA D
T e T R R AR ¥
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0,4 -----k----- /At T N S e SEEEE A
: . S : : : : : :

0.2 1----, i Fooes s YRR S W AR R N
0 VAV S S U T U, \ W C—"——

Rys. 4.8. Skalowanie liczby rozmytej 2

Korzystajac w wiasnosci dodawania i skalowania liczb trojkatnych mozna
przedstawi¢ wzor na wartos¢ $rednia k  liczb. Oznaczmy przez

A" =Tlaj,a', a ]itazkliczb. Warto$¢ srednia wyznacza sig ze wzoru:
, 1< 0 1S 1& .
A =|—>»a;,—>a',—» al 4.11
k ; 1 k i=1 k i=1 ’ ( ]
Przyktad 4.9.

Wyobrazmy sobie trzech ekspertow, ktorych zadaniem jest prognozowanie czasu

potrzebnego na wykonanie pewnego oprogramowania. Podaja oni czas
najbardziej optymistyczny, najbardziej prawdopodobny oraz najbardziej
pesymistyczny. Prognoze kazdego z nich mozna wigc przedstawi¢ przy uzyciu
liczb trojkatnych. Niech dla przyktadu beda to liczby [5,8,10], [7,9,11]1[6, 7, 9].
Jako wlasciwa prognozg przyjmiemy warto$¢ Srednia, ktéra wynosi [6, 8, 10].

4.4. Porownywanie liczb rozmytych

W tradycyjnej arytmetyce sa dwie mozliwosci: liczby albo sa rowne albo nie,
natomiast w arytmetyce rozmytej sa dopuszczalne wartoSci posrednie.
Najprostszym sposobem porownywania liczb rozmytych jest wyznaczanie
odlegtosci Minkowskiego:

1/
dg(4,B)={J|uax) )t dx}' T g>1 (4.12)
X
Po obliczeniu odlegtosci wyznacza si¢ wskaznik réwnosci wedhug zaleznosci:
E=1-d,(A,B).

Okreslenie, ktora z dwu liczb rozmytych jest wigksza jest oczywiste tylko w
przypadkach, kiedy ich nosniki sa roztaczne. Jesli jednak no$niki maja czg$¢
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wspolna to moze sig zdarzy¢, ze liczba o mniejszym rdzeniu ma wigkszy no$nik.
Do porownywania liczb rozmytych tego typu stosuje si¢ metode odleglosci.
Algorytm poréwnywania takich dwu liczb A i B jest nastgpujacy:
1) Wyznacza si¢ trzecig liczb¢ C= max(A, B), wigksza od obu liczb A i B
korzystajac z zasady rozszerzania:

T
Hmax(A4,B) = sup |:/1A (X)* up (y)} (4.13)
(x,y)max(x,y)=z
2) Nastepnie obliczana jest odleglto$§¢ Minkowskiego liczby C od liczby A
i liczby B i przyjmuje sig, ze ta z nich jest wigksza, ktorej odlegtos¢ od
liczby C jest mniejsza.
Inna metoda polega na porownywaniu a-przekrojow obu liczb. Przyjmuje sie,
ze ta liczba jest wigksza, dla ktorej gorne granice sa wigksze dla wszystkich
o>o .

4.5. Liczby LP

Algorytmy dzialan arytmetycznych na liczbach rozmytych charakteryzuje, jak
wynika z poprzednich podrozdzialow, duza ztozono$¢ obliczeniowa. W celu
uproszczenia tych operacji Dubois i Prade zaproponowali reprezentacj¢ liczb
rozmytych przy pomocy trzech parametrow. Funkcja przynaleznosci dla tych

liczb ma postaé:
L[EJ gdy x <m
o

Ha(x)= (4.14)
P(X — mJ gdy x >m
p
Wystepujacy we wzorze parametr m jest rdzeniem liczby rozmytej, czyli pa(m)
=1, a — rozrzutem lewostronnym (ang. left spreads), P — rozrzutem

prawostronnym (ang. right spreads). Rozrzuty sa liczbami rzeczywistymi
dodatnimi. Liczby wyrazone wzorem 4.14 nazwane sa LP (lewa-prawa) lub LR
(left-right) i zapisywane symbolicznie jako (m, a, B)Lr lub (m, o, B)p. L1 P sa
funkcjami odwzorowujacymi nazywanymi tez bazowymi, spehiajacymi
nastgpujace warunki:

1) L(x) = L(x); P(-x)=P(x)

2) L(0)=1; P(0)=1

3) L, P sa funkcjami nierosnacymi w przedziale (0, ).

Przy pomocy funkcji bazowych mozna rowniez przedstawia¢ przedziaty
rozmyte LR (ang. fuzzy interwal LR). Funkcja przynaleznosci do tych liczb
wyraza si¢ wzorem:
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pa(x)=11 n<x<m (4.15)

Przykiad 4.10.
Przedstawmy na wykresie liczby LP o m=5 przy r6znych parametrach a = 1, 2, 4
oraz fB= 1, 2, 4 i nastepujacych funkcjach odwzorowujacych:

L(x)= e_x2 P(x) =

4

I+x
Jak widac¢ na rys. 4.9 zwigkszenie parametréw a, f powoduje wzrost szerokosci
liczby rozmyte;.

1

0.8 1
0.6 1
04 (5449 p
021 5.1,1p 52,207
1] ——— —
] 5 ]

-5
Rys. 4.9. Liczby rozmyte LP: (5,1,1)1p, (5,2,2)1p, oraz (5,4,4).p o funkcjach
bazowych z przyktadu 4.10

4.6. Dzialania na liczbach LP

Dzialania arytmetyczne na liczbach LP sprowadzaja si¢ do obliczen na trzech
parametrach.

Liczbe przeciwna do liczby A = (ma, a, B) wyznacza si¢ wedtug zaleznoSci:

A= (-mA, B, Q)Lp (4 16)
Suma liczb A = (ma, 0, Bg) 1 B= (M4, ag, Pg) rowna jest:
A+B=(mA +mB,aA +0’B’BA +BB)LP (417)
Skalowanie liczb LR jest rowniez wykonywane na trzech parametrach:
SA = (smy, S0, sP)Lp (4.18)

Do obliczen typu mnozenie i dzielenie stosuje si¢ wzory przyblizone. Jesli
rozrzuty sa mate w stosunku do wartosci §rednich mozna zastosowaé nastgpujace
przyblizenie:
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A-Br(mpmp,mpoy +mpog,mgPa +maBg)rp

A/B~| MA MBUA +mpaBp mpPa +mpop (4.19)
mp mB2 Il’le

Przyktad 4.11.

Obliczmy przyblizony iloczyn liczb A=(1,1,1)p i B(2,1,1).p jesli ich funkcje
bazowe L(x) = P(x) = 1/(1+x”). Wynik mnozenia w przyblizeniu: AB = (2, 3,3).p
zostat przedstawiony na rys. 4.10.

1
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Rys. 4.10. Liczby rozmyte LP (1,1,1);p1 (2,1,1)1p i ich przyblizony iloczyn (linia
pogrubiona) (2,3,3).p
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5.1. Logika klasyczna

Logika jako oddzielna dziedzina wiedzy zostala stworzona juz w
starozytnosci przez Arystotelesa (384-322 p. n.e.). Teoria Arystotelesa byla
rozwijana w szkole Stoikéw (IV i III w.p.n.e.). Podstawy logiki matematycznej
przedstawit w swojej monografii wydanej w 1854 r. matematyk angielski G.
Boole.

W logice klasycznej kazdemu zdaniu przyporzadkowana jest wartos$¢
logiczna 1, jesli jest ono prawdziwe i 0 je§li falszywe. Elementarne zdania
logiczne tacza si¢ w formy zdaniowe przy zastosowaniu spdjnikow logicznych:
koniunkcji, alternatywy, implikacji, rownowaznos$ci, negacji. W tabeli 5.1 podane
zostaly warto$ci logiczne wynikajace z taczenia zdan oraz stosowane symbole
spojnikéw. Elementarne zdania oznaczono przez a, b.

Tabela 5.1. Wartosci logiczne najczesciej stosowanych form zdaniowych

a 1 1 0 0

b 1 0 1 0
koniunkcja a A b 1 0 0 0
alternatywaa v b 1 1 1 0
implikacja a=Db 1 0 1 1
rownowaznos¢ a <> b 1 0 0 1
negacja —a 0 0 1 1

2

Jak wida¢ z powyzszej tabeli, jeSli zdania potaczone sa spojnikiem ,,i
(koniunkcja), to w logice dwuwarto$ciowej taka forma zdaniowa jest tylko wtedy
prawdziwa, gdy oba zdania sa prawdziwe. Polaczenie spojnikiem ,lub”
(alternatywa) jest prawda, jesli ktorekolwiek ze zdan jest prawdziwe. Pod
pojeciem implikacji rozumiemy stwierdzenie ,,jesli a to b”. Dla uproszczenia ,,a”
nazywane jest ,,przestankq” natomiast ,b” — , konkluzjq”. Implikacja bywa tez
nazywana reguta warunkowa. Prawdziwa przestanka implikuje tylko prawdziwa
konkluzjg, natomiast z falszywej przestanki moze wynika¢ prawdziwa lub
fatszywa konkluzja. Zdanie prawdziwe jest rOwnowazne prawdziwemu

a falszywe falszywemu. Negacja zdania prawdziwego jest zdanie falszywe

i odwrotnie. Istnieje pelna analogia pomigdzy prawami logiki a dziataniami na
zbiorach. Odpowiednikiem negacji jest dopetnienie zbioru, koniunkcji — iloczyn,
alternatywy — suma, implikacji — inkluzja, rownowazno$ci — rownos¢ zbiorow.
Zbior pojec z logiki i teorii zbiorow zamieszczono w tabeli 5.2.

Tabela 5.2. Odpowiedniki pojec¢ w logice i teorii zbiorow

Logika Teoria zbiorow
koniunkcja iloczyn
alternatywa suma
negacja dopekienie
implikacja inkluzja
rOwnowaznos¢ réwnos¢
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Implikacje sa podstawowymi skladnikami regul wnioskowania. Najczesciej
stosowanymi prawami wnioskowania sa: modus ponens i modus tollens. Reguta
modus ponens, ktora mozna okres§li¢ jak wnioskowanie do przodu, mozna
zapisac za pomoca nastgpujacego schematu:

Przestanka x jest A
Implikacja Jezeli x jest A to y jest B
Whiosek y jest B

Przykdad 5.1.
Wnioskowanie modus ponens

Przestanka Predkos¢ samochodu wynosi 90 km/h

Implikacja Jezeli predkos¢ samochodu wynosi 90 km/h  to
zuzycie paliwa wynosi 61/100 km

Whiosek Zuzycie paliwa wynosi 6 /100 km

Regulg modus tollens mozna zapisa¢ nastgpujaco:

Przestanka Y jest B
Implikacja Jezeli x jest A to y jest B
Whiosek x jest A

Przyktad 5.2.
Whioskowanie modus tollens
Przestanka Zuzycie paliwa wynosi 6 1/100 km
Implikacja Jezeli predkos¢ samochodu wynosi 90 km/h  to
zuzycie paliwa wynosi 61/100 km
Whiosek Predkos¢ samochodu wynosi 90 km/h

5.2. Reguly wnioskowania rozmytego

Logika dwuwartoSciowa nie uwzglednia wartosci posrednich; dane
stwierdzenie jest prawdziwe lub falszywe. Nie moze, wigc, reprezentowac
procesu myslenia cztowieka, w ktorym stosowane sa nieprecyzyjne stwierdzenia
jezyka naturalnego. Wartosci posrednie migdzy 0 i 1 wprowadzit do logiki polski
logik i filozof Jan Lukaszewicz w 1918 roku. Poczatkowo byla to logika
trojwartosciowa, zakladajaca istnienie dodatkowej wartosci Y2 dla stwierdzen
nieprecyzyjnych. W 1930 r. Lukaszewicz wprowadzit logiki nieskonczenie
wielowartosciowe, w ktorych wartosci prawdy zawieraly si¢ w przedziale [0,1].
Nawiazujac do wielowartosciowej logiki Lofti Zadeh wprowadzit pojecie logiki
rozmytej, w ktorej stopien prawdy jest okreslony funkcja przynaleznosci.
Pozwolilo to na zastosowanie dziatan na zbiorach rozmytych, opisanych
w rozdziale 2, takich jak s-normy, t-normy, negacje do wyznaczania stopnia
prawdziwosci zdan ztozonych, zawierajacych alternatywe, koniunkcje czy
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negacj¢. Rozmyta reguta modus ponens moze by¢ przestawiona za pomoca
schematu podobnego do wnioskowania w logice dwuwarto$ciowe;j:

Przestanka x jest A’
Implikacja Jezeli x jest A to y jest B
Whiosek y jest B’

Wystepujace w powyzszej regule zmienne X, y przyjmuja wartosci stow lub zdan
z jezyka naturalnego i nosza nazwg zmiennych lingwistycznych, natomiast A,
A’, B, B’ sg zbiorami rozmytymi. Rozmyta implikacja ,,jezeli — to” moze by¢
traktowana jako rozmyta relacja o funkcji przynaleznosci pr(x,y). Wystepujace

w przestance i implikacji zbiory A i A’ moga by¢ jednakowe Iub sobie bliskie.
Podobnie wystgpujace w implikacji i wniosku zbiory B i B’. A’ moze by¢
zbiorem ,,bardzo A”, , mniej wigcej A”, lub ,,nie A”. Zbior ,bardzo A” jest
wynikiem operacji  koncentracji, tak wigc funkcja  przynaleznosci

HA'(X)z[uA(x)]z. Zbior ,,mniej wigcej A” uzyskamy poprzez rozrzedzenie

172 , zbior ,,nie A” jest dopetnieniem do

zbioru A, przy ktorym p o+ (x) =[p o (x)]
zbioru A, tak wigc, pa(x)=1-pp (x)].
Przykiad 5.3.

Rozwazmy schemat wnioskowania przedstawiony ponizej, w ktérym przestanka,

implikacja i wniosek sg nieprecyzyjnymi stwierdzeniami.

Przestanka Predkos¢ samochodu jest duza

Implikacja Jezeli predko$¢ samochodu jest bardzo
duza to zuzycie paliwa jest duze

Whiosek Zuzycie paliwa jest §rednio duze

Wystepuja tu nastgpujace zmienne lingwistyczne: x — predkos¢ samochodu, y —
zuzycie paliwa. Zmienna x moze przyjmowac wartosci ze zbioru: {mafa, srednia,
duza, bardzo duza}, y — ze zbioru: {male, Srednie, srednio duze, duze}. Do
kazdego elementu tych zbiorow mozna przyporzadkowa¢ odpowiedni zbior
rozmyty. W przedstawionym schemacie sa to nastgpujace zbiory: A — bardzo
duza predko$¢ samochodu, A’ — duza predkos¢ samochodu, B- duze zuzycie
paliwa, B’ — $rednio duze zuzycie paliwa. Zbior rozmyty ,,Srednio duze”
uzyskamy stosujac operacje rozcienczenia zbioru ,,duze”.

W schemacie modus tollens rowniez wystepuja zmienne lingwistyczne

i przyporzadkowane im zbiory rozmyte.

Przestanka y jest B’
Implikacja Jezeli x jest A to y jest B
Whiosek x jest A’

Oba schematy wnioskowania sa proste i intuicyjne, nie jest jednak oczywisty
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sposob, w jaki nalezy przettumaczy¢ je na struktury algorytmow komputerowych.
W dalszej czg$ci opracowania ograniczmy si¢ do wyznaczania wartosci logicznej
implikacji. Ztozenie implikacji z wartoscia logiczna rozmytej przestanki bedzie
nastgpnym krokiem wnioskowania rozmytego.

Przyktad 5.4.

Schemat wnioskowania rozmytego modus tollens dla tych samych zmiennych co
w przyktadzie 5.3 przedstawia ponizszy schemat.

Przestanka Zuzycie paliwa jest §rednio duze

Implikacja Jezeli predkos¢ samochodu jest bardzo duza to
zuzycie paliwa jest duze

Whiosek Predko$¢ samochodu jest duza

Whiosek reguly rozmytej dotyczy zbioru rozmytego B’, ktory jest okreslany
przez zlozenie zbioru rozmytego A’ i rozmytej implikacji pa—pg(X,y). Funkcja
przynaleznosci do B’ jest wyznaczana z nastgpujacej zaleznosci:

T
up(y)= SUP{HA' (X)*pa=p(x, Y)} (5.1)
5.3. Zmienne lingwistyczne

W poprzednim podrozdziale wspomniano, ze wielkosci wystgpujace w
regutach wnioskowania przyblizonego nosz¢ nazwe¢ zmiennych lingwistycznych.
Dla przyktadu jesli méwimy, ze temperatura jest niska to pojgcie temperatura ma
zupelie inne znaczenie niz w przypadku, gdy okre§lamy ja na podstawie odczytu
z termometru. W tym przypadku z pojgciem temperatura kojarzymy pewna
zmienna lingwistyczna, ktora dla przyktadu przyjmuje wartosci niska, srednia,
duza. Warto§ciom tym mozemy przyporzadkowaé zbiory rozmyte okreslone na
ostrym uniwersum w stopniach Celsjusza.

Ogolnie zmienna lingwistyczna definiuje si¢ jako piatke:

L= (N, E(G), X, G, M) (5.2)
N oznacza nazwe¢ zmiennej lingwistycznej, E(G) - zbior etykiet
przyporzadkowanych do zbioréw rozmytych okreslonych na przestrzeni X.
Etykiety te sa wartosciami zmiennej lingwistycznej. G reprezentuje zbior regut
syntaktycznych, ktéore pozwalaja na utworzenie stwierdzen zawierajacych
warto$ci zmiennej lingwistycznej, natomiast M oznacza semantyke zmiennej L
realizujacej odwzorowanie przyporzadkowujace kazdej etykiecie zbidr rozmyty
okreslony w przestrzeni X.
Do warto$ci zmiennych lingwistycznych moga by¢ stosowane modyfikatory
opisane w podrozdziale 1.4. Poprzez zastosowanie funkcji potggowej
z wykladnikiem wigkszym od 1 uzyskujemy koncentracjg, mniejszym od 1
rozmywanie. Mozliwe jest takze tworzenie ztozonych wartosci lingwistycznych
z zastosowaniem tacznikow ,,1”, ,,LUB”.
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Przykiad 5.5.

Zmienna lingwistyczna wzrost cziowieka moze mie¢ nastgpujace wartosci
{niski, sredni, wysoki}. Do kazdej z tych zmiennych nalezy przyporzadkowac
okreslone zbiory rozmyte. Mozemy réwniez je modyfikowaé tworzac dla
przyktadu wartosci :

a) nie wysoki poprzez dopetnienie do zbioru rozmytego wysoki,

b) bardzo niski jako kwadrat funkcji przynalezno$ci do zbioru niski;

c) mniej wiecej sredni jako pierwiastek z funkcji przynaleznosci do zbioru sredni;
d) w przyblizeniu sredni z funkcja przynaleznosci u 4 (x)=min[l, ou 4 (x)] przy
o>1;

e) nie niski i nie wysoki jako t-norma z dopetnien do zbioréw rozmytych niski

1 wysoki;

) sredni lub wysoki jako s-norma zbioréw rozmytych sredni oraz wysoki.

5.4. Implikacja rozmyta

Zauwazmy, ze w implikacji wystgpuja dwa zbiory rozmyte A i B. Wartos¢
logiczna tej formy zdaniowej charakteryzuje pewien stopien przynalezno$ci

z przedziatu [0,1] do zbioru prawda: p,_g(X,y). Okreslenie sposobu
wyznaczania funkcji przynaleznosci do rozmytej implikacji bylo przedmiotem
zainteresowan wielu badaczy. W dalszej czgSci opracowania zostana
przedstawione niektére z nich. NajczgSciej stosowana jest implikacja
Mamdaniego, dla ktorej funkcj¢ przynaleznosci okresla wzor:

N Mamdaniego (x,y)=min[p 5 (x), kg (y)] (5.3)
Moze by¢ ona interpretowana, jako dziatanie t-normy Zadeha na zbiory rozmyte.
Do tej samej grupy mozna zaliczy¢ implikacj¢ Larsena, w ktorej zastosowana jest
t-norma typu iloczyn.

Hiarsena (X Y) =t (X) -pp(y) (5.4)

Wyrazenia Mamdaniego i Larsena nie sa implikacjami w sensie logicznym,
jednak w literaturze sa czgsto tak nazywane. Reguta Mamdaniego bywa tez
nazywana ,,implikacja inzynierska”.

Przyktad 5.6.

Przyjmijmy, ze w schemacie wnioskowania modus ponens A= A’ i B= B’,
stopien prawdy przestanki wynosi 0,8 (ua(x) = 0,8), a funkcja przynalezno$ci do
zbioru B jest opisana funkcja A. Funkcja przynaleznosci do zbioru B (konkluzja)
zgodnie z regula Mamdaniego jest przedstawiona linig pogrubiona na rys. 5.1.
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Rys. 5.1.Wynik wnioskowania przy zastosowaniu implikacji Mamdaniego, jesli
stopien prawdy przestanki jest rowny 0,8

Przyktad 5.7.

Przyjmijmy, ze w schemacie wnioskowania modus ponens A= A’ i B=B’

z zastosowaniem implikacji Larsena, stopien prawdy przestanki jest rowny 0,8
(na(x) = 0,8), a funkcja przynaleznosci do zbioru B jest opisana funkcja A.
Funkcja przynaleznos$ci konkluzji jest przedstawiona linia pogrubiong na rys. 5.2.
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Rys. 5.2. Wynik wnioskowania przy zastosowaniu implikacji Larsena, jesli
stopien prawdy przestanki jest rowny 0,8
Implikacje logiczne zgodnie z teoria J. Fodora powinny spelnia¢ nastgpujace

warunki:

1) Implikacja powinna by¢ nierosnaca funkcja pierwszego argumentu,
wige, jeSli pp (X)Spp (2) to paAR(X,Y) 2 paA=B(2,Y)

2) Implikacja powinna by¢ niemalejaca funkcja drugiego argumentu, co
ornacza, ze jesli () <Hp(2)10 pasp (X.Y) S HASp(X,2)

3) Stopien prawdy implikacji dla funkcji przynalezno$ci do zbioru A réwnej
0 moze by¢ rowny 1 p_pg(0,y)=1, gdyz z falszu moze wynika¢
prawda lub fatsz.

4) Stopien prawdy implikacji dla funkcji przynaleznosci do zbioru B
(nastgpnika) réwnej 1 powinien by¢ rowny 1 (cokolwiek moze prowadzi¢
do prawdy).

5) Stopien prawdy implikacji dla funkcji przynalezno$ci do zbioru A réwnej
1, a zbioru B rownej 0, powinien by¢ rowny 0 (pp—pg(x,y)=0), gdyz
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z prawdy nie moze wynika¢ falsz.

Wsrod implikacji logicznych sa wyrdzniane grupy: S-implikacji, R-
implikacji, Q-implikacji.

Implikacja binarna (Kleene’a-Dienesa) nalezy do grupy tzw. S-implikacji.
Grupa ta charakteryzuje si¢ funkcja przynaleznosci bedaca wynikiem dziatania s-
normy na dopelnienie do zbioru A i zbior B:

S
Hs (X, y) =[1=pa ()]*pp(y) (5.5)

W implikacji  Kleene’a-Dienesa jako s-norma zostala zastosowana suma
mnogosciowa, czyli operacja maksimum:

HKleene'a—Dienesa (X> ¥) = max{[l —p (x)],np ()} (5.6)
Przykiad 5.8.
Przyjmijmy, ze w schemacie wnioskowania modus ponens A= A’ i B=B’
z zastosowaniem implikacji Kleene’a-Dienesa, stopien prawdy przestanki jest
rowny 0,6 (na(x) = 0,6), a funkcja przynalezno$ci do zbioru B jest opisana
funkcja A. Funkcja przynaleznosci konkluzji jest przedstawiona linig pogrubiona
narys. 5.3.
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Rys. 5.3. Wynik wnioskowania przy zastosowaniu implikacji Kleene’a-Dienesa,
Jjesli stopien prawdy przestanki jest rowny 0,6

Do tej samej grupy nalezy implikacja Lukaszewicza:

M ukaszewicza (X> ) =min [1,1—pa (X) +pg(y)] (5.7
Przyktad 5.9.
Przyjmijmy, ze w schemacie wnioskowania modus ponens A= A’ i B= B’,
stopien prawdy przestanki - 0,4 (ua(x) = 0,4), a funkcja przynaleznosci do zbioru
B jest opisana funkcja A. Funkcja przynalezno$ci wniosku wedhug reguty
Lukaszewicza (konkluzja) jest przedstawiona linig pogrubiong na rys. 5.4.
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Rys. 5.4. Wynik wnioskowania przy zastosowaniu implikacji Lukaszewicza, jesli
stopien prawdy przestanki jest rowny 0,4
Do grupy R-implikacji nalezy implikacja Goguena, ktorej funkcja przynaleznosci
wyraza si¢ wzorem:
1 dlapp (x)=0
X,y)= 5.8
H Goguens () {min[l, hB()/paA ()] dla pa(x)>0 9
Przykiad 5.10.
Przyjmijmy, ze w schemacie wnioskowania modus ponens A= A’ i B= B’,
stopien prawdy przestanki - 0,4 (na(x) = 0,4), a funkcja przynaleznosci do zbioru
B jest opisana funkcja A. Wynik wnioskowania wedlug reguty Goguena jest
przedstawiony linig pogrubiong na rys. 5.5.

o1
0,2
0,6 3

0,4
0,2 3

|:|_'

Rys. 5.5. Wynik wnioskowania przy zastosowaniu implikacji Goguena , jesli
stopien prawdy przestanki jest rowny 0,4

Do tej samej grupy nalezy tez implikacja Godela, ktéora mozna przedstawié
wzorem:

1 gdy pa(x)<pp(y)

(5.9)
up(y) gdy pa(xX)>pp(y)

HGodela (X Y) = {
Przyktad 5.11.
Przyjmijmy, ze w schemacie wnioskowania modus ponens A= A’ i B= B’,
stopien prawdy przestanki - 0,4 (ua(x) = 0,4), a funkcja przynaleznosci do zbioru
B jest opisana funkcja A. Wynik wnioskowania wedlug reguly Godela jest
przedstawiony linia pogrubiona na rys. 5.6.
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Rys. 5.6. Wynik wnioskowania przy zastosowaniu implikacji Gédela , jesli
stopien prawdy przestanki jest rowny 0,4
Nastgpna wyrézniona grupa sa Q- implikacje, ktorych przedstawicielka jest

implikacja Zadeha:

H Zadeha (X, ¥) = max{min[u 5 (x),ug (Y)],[1 - A (X)]} (5.10)
Przykitad 5.12.
Przyjmijmy, ze w schemacie wnioskowania modus ponens A= A’ i B= B’.
Poréwnajmy wyniki wnioskowania przy dwoch stopniach prawdy przestanki: 0,4
oraz 0,8, jesli funkcja przynaleznosci do zbioru B jest opisana funkcja A. Wyniki
wnioskowania przy zastosowaniu implikacji Zadeha sa przedstawione liniami
pogrubionymi na rys. 5.7 i 5.8. Latwo sprawdzi¢, ze dla p,(x)<0,5 funkcja ta
przyjmuje warto$¢ 1-pa(x), co wida¢ na rys. 5.7. Dla poréwnania na rys. 5.8
przedstawiono wynik wnioskowania Zadeha dla pA(x)=0,8.

L1
0,8
0,6

Rys. 5.7. Wynik wnioskowania przy zastosowaniu implikacji Zadeha, jesli stopien
prawdy przestanki jest rowny 0,4
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Rys. 5.8. Wynik wnioskowania przy zastosowaniu implikacji Zadeha , jesli
stopien prawdy przestanki jest rowny 0,8

Implikacja Reschera (standardowa) sprowadza funkcj¢ przynaleznosci do
postaci charakterystycznej dla zbioru ostrego.
dla  pa(x,)<pp(y)

1
”Reschera(xv}’)z{ (5.11)
0 wpDp

Przykiad 5.13.

Przyjmijmy, ze w schemacie wnioskowania modus ponens A= A’ i B= B’,

stopien prawdy przestanki - 0,4 (ua(x) = 0,4), a funkcja przynaleznosci do zbioru

B jest opisana funkcja A. Wynik wnioskowania z zastosowaniem implikacji
Reschera jest przedstawiony linig pogrubiona na rys. 5.9.
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Rys. 5.9. Wynik wnioskowania przy zastosowaniu implikacji Reschera , jesli
stopien prawdy przestanki jest rowny 0,4

Czytelnik na podstawie literatury, ktorej wykaz jest dotaczony na koncu
opracowania moze zapoznac si¢ ze wzorcami implikacji innych autorow.

5. 5. Baza regul rozmytych

Bazg regut stanowi zbidr regut rozmytych postaci jezeli-to. Oznaczmy przez
RY  k-ta regute (k=1, 2...K), x,— n-ta wielko$¢ wejsciowa (n=1, 2, ..., N), A"~
zbiory rozmyte wejSciowe (n=1,2, ..., N), y,, m-ta wielko$¢ wyjsciowa (m= 1, 2,
..., M) oraz B, — m-ty rozmyty zbior wyjsciowy. Wybrana k-ta regute rozmyta
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mozna zapisa¢ w postaci:

R™: JEZELI x, jest A" T x,jest Ao* T... Ix,jest A5, T ... Ixyjest AN®
TO y; jest Bi* I ysjest Bo* I... Iynjest By, I...Iymjest By*  (5.12)

Kazda reguta sktada sie tzw. poprzednika — JEZELI (ang. antecedent), czyli
zbioru warunkow oraz tzw. nastepnika — TO (ang. consequent), czyli wnioskow.
Przedstawione formuta 5.12 reguty okreslaja bazg sytemu o wielu wejsciach

i wielu wyjsciach (ang. Multi-Input-Multi-Output — MIMO).

Przy zalozeniach, ze poszczegdlne reguty sa powiazane ze soba za pomoca
operatora logicznego ,,LUB’ oraz, ze wyjScia sa wzajemnie niezalezne, sterownik
o wielu wejsciach i wielu wyjsciach (MIMO) moze by¢ zastapiony wieloma
sterownikami o jednym wyjsciu (ang. Multi-Input-Single-Output, MISO).
Dekompozycje sterownika o trzech wyjsciach na sterowniki o jednym wyjsciu
przedstawiono na rys. 5.10.

MISC,

MISO;

[
[

Rys. 5.10. Rozklad sterownika MIMO o trzech wejsciach na trzy sterowniki MISO

MISCs

Wynikiem k-tej reguty w systemie MISO jest jeden zbér rozmyty B*. Reguta
5.12 przyjmuje wigc postac:

R™: JEZELI x, jest A" T x,jest Ao* T... Ix,jest A5, T ... Ixyjest AN®
TO y jest B* (5.13)

Przy oznaczeniu AKX = Af X A12< X ... X Alﬁlregulq R® mozna traktowaé jako
rozmyta implikacje:
RO Ak = Bk (5.14)

5. 6. Wnioskowanie na podstawie rozmytej bazy regul

Whioskowane na podstawie bazy regut rozmytych mozna podzieli¢ na dwie
gtowne grupy:
1. Agregacja a nastgpnie wnioskowanie (ang. First Aggregate Then Infer - FATI),
czyli wnioskowanie oparte na ztozeniu (ang. composition based inference). W tej
metodzie na wyjsciu otrzymujemy jeden zbior rozmyty. Uogoélniona regute
wnioskowanie modus ponens dla tej metody przedstawia ponizszy schemat:
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x:(xl,xz,....,xN)T jest A’
A’= A'xA, % x Ay’

Przestanka

K
UR(k), RO . Ak - Bk
Implikacja k=1
k _ Ak k k
A _Al XAZ X...XAN

Whniosek y jest B’

Zastosowanie zlozeniowej metody wnioskowania prowadzi do nastepujacego
wzoru okreslajacego funkcjg przynaleznosci do zbioru B’:

T

TNOE sup{uAv(x)T * max p_ (X, y)} (5.15)
xeX 1<k<K

2. Wnioskowanie a nastepnie agregacja (ang, First Infer Then Aggregate —FITA)

lub inaczej wnioskowanie oparte na pojedynczych regutach (ang. individual rule

inference). Uogdlniona regula modus ponens dla tej metody jest przedstawiona
ponizej:

P tank XZ(XI,Xz,....,XN)T jest A’
rzestanka A= A XA % XAy
— RO Ak Bk k=12,...K
mplikacja
prad) ARk Ak Ak s xAk
Whiosek y jest B’*

Zbiory rozmyte B’* powstaja przez ztozenie zbioru rozmytego A’ i relacji R%.
Funkcje przynaleznos$ci do tych zbioréw wyznacza si¢ wedlug wzoru:

T
Hpk ()= Su£|:uA'(X)T ok (X, y)} (5.16)

Jesli operacja rozmywania jest typu singelton, wzor 5.16 przyjmuje postac:

Mok (V)= Bk (%) (5.17)

Funkcja przynaleznosci wyrazona tym wzorem zalezy od rozmytej implikacji
oraz sposobu zdefiniowania iloczynu kartezjanskiego zbioréw rozmytych.



66 Wnioskowanie rozmyte

5. 7. Operatory agregacji

Whioskowanie oparte jest o wiele regul rozmytych jezeli-to. Ostateczne
wnioski moga by uzyskane po odpowiedniej agregacji pojedynczych regul.
Dlatego tez poprawne wnioskowanie zalezy réwniez od doboru operatoréw
agregacji. Generalnie powinny one speknia¢ nastgpujace warunki:

1) ReagowaC nieskonczenie mala zmiang wartosci wyjSciowej na

nieskonczenie mata zmiang wartosci wejsciowych.

2) Nie zaleze¢ od dowolnej permutacji wartosci wejsciowych.

3) Zachowa¢ idempotentno$¢, co oznacza, ze w wyniku agregacji takich

samych danych wejSciowych otrzymujemy na wyjsciu warto$¢ jednej
z nich.

4) Zachowac tacznosc.

Sa dwa niezalezne podejscia do problemu agregacji. W pierwszym poszczegdlne
reguly rozmyte traktuje si¢ jako niezalezne. Uzasadnione jest przy takim
zatozeniu uzywanie s-norm jako operacji agregujacych. Takie podejicie jest
nazywane kombinacja Mamdaniego. Wynikowa funkcj¢ przynalezno$ci przy
zastosowaniu operatora s-normy mozna zapisa¢ wzorem:

1 (¥) =Sl g1 (0, 1 g2 (P)seees i (V)] (5.18)
Jesli zastosujemy s-norme standardowa, wzor 5.18 przyjmie postac:
pg(y) =max[u o1 (1), g2 (¥)seees k()] (5.19)

W innym podejsciu, zwanym kombinacja Gddela, reguty traktowane sa, jako
powiazane stwierdzenia warunkowe, uzasadnione jest wigc zastosowanie t-norm.
Kompromisowe rozwiazanie problemu agregacji godzace te dwa przeciwstawne
podejscia jest mozliwe przy zastosowaniu dziatan kompensacyjnych opisanych

w podrozdziale 2.4 lub zastosowanie S$rednich jako operatorow agregacii.
Operator kompensacyjny Zimmermana opisany wzorem 2.19 mozna uog6lni¢ na
K zbioréw. Otrzymamy wtedy:

K K
pp ) =] Trs e G170 = 220 OV (5.20)
k=1 k=1

Uogolniony operator $redniej zalezny od parametru 3, ktory moze przyjmowacé
warto$ci z zakresu liczb rzeczywistych z wyjatkiem 0, mozemy przedstawic¢
wzorem:

s 1/8
Hgro (V)= {E;[u e ] (5.21)

Przykiad 5.14.

Poréwnajmy wyniki dziatania operatow standardowych t-normy i s-normy

i operatora Zimmermanna dla y=0,8 na trzy zbiory rozmyte (liniami cienkimi
przedstawiono funkcje przynalezno$ci do tych zbiorow).
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Rys. 5.11. Porownanie dziatania s-normy i t-normy standardowej i operatora
Zimmermanna przy y=0,8 (linie pogrubione)

Jesli P=-0 otrzymujemy koniunkcjg, dla p=-1 przy zatozeniu, ze wu Bk (»)=0

srednig harmoniczna:

& T
o=~ S 5.22
M () KL:1 " (y)] (5.22)

Jesli B=1, wzor 5.21 opisuje srednig arytmetyczna (A) (wzor 5.23), natomiast
przy B=2, srednia kwadratowa (Q) (wzor 5.24):

K
Mgra (V) = % Z H gk () (5.23)
k=1
1 & 5
Hirg() === > L1k ()] (5.24)
k=1

Stosowane sa rowniez operatory $redniej wazonej. Uog6lniony operator $redniej
wazonej mozemy przedstawi¢ wzorem 5.25, w ktorym wystepuja parametry wag
Wk.

X 1/8
Hgo,, (V)= {Z wie [ gk 4 ] (5.25)
k=1
Suma wspotczynnikéw wagowych wy powinna by rowna 1:
K
D wy =1 (5.26)
k=1

Przykiad 5.15.

Na rys. 5.12 przedstawiono wyniki agregacji trzech zbiorow rozmytych (linie
cienkie) operatorami: $redniej arytmetycznej, S$redniej kwadratowej oraz
wazonymi operatorami $redniej arytmetycznej 1 $redniej kwadratowej z wagami
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w; =0,1; w,=0,5 oraz w;=0,4. Dla porownania przedstawiono tez wyniki
agregacji przy zastosowaniu standardowej s-normy i t-normy

sredria aytmetyezna srednia arytmetyeznaw azona
“’ 1 ” 1
1.8 0g 4
5 06 -
0,3 0,4
0.2 0,2 1
o 0
gredni kvadratowa sredmnia Joarad vabowa wazona
L 1 JL 1
0,2 - 02 1
0.5 4 05
0,4 - 0,4
02 02 4
o 0

Rys. 5.12. Porownanie srednich: arytmetycznej i kwadratowej oraz wazonych
Srednich: arytmetycznej i kwadratowej (przy wspotczynnikach wagowych 0,1;
0,5;04)
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6. 1. Ogolny schemat sterownika rozmytego

Sterowanie urzadzeniami czy procesami jest dzialaniem, ktére na podstawie
obserwacji wielko$ci wyjsciowych zmienia wielko$ci wejsciowe tak, by osiagnac
pozadany stan ukladu. Konwencjonalne uklady automatycznego sterowania
oparte sa o matematyczne modele i wymagaja Scistego analitycznego opisu.
Zastosowanie regut logiki rozmytej w procesie sterowania eliminuje konieczno$é
znajomosci modeli procesow. Sterowanie rozmyte nasladuje ludzkie umiejetnosci
i wymaga jedynie odpowiedniego sformutowania regut JEZELL.TO. Typowy
sterownik rozmyty (ang. fuzzy logic controller) sktada si¢ z nastepujacych czesci:
a) bazy wiedzy (regut), b) bloku rozmywania, c) bloku wnioskowania d) bloku
wyostrzania (rys.6.1).

. 1 i
stan aktualny sterowane urzadzenie sygnaly sterujace

U sterownik __

i Baza wiedzy i

i B’ i
ii» Blok A’ | Blok R Blok A

' | rozmywania wnioskowania wyostrzania | !

Rys. 6.1. Ogolny schemat sterowania rozmytego

Na wejscie sterownika sa podawane wielkosci ostre z odpowiednich dla danego
uktadu czujnikow. Liczba wejs¢, a tym samym liczba sygnatow wejsciowych, jest
zalezna od ztozonos$ci uktadu sterowania. Poniewaz w dalszych blokach dziatania
odbywaja si¢ na zbiorach rozmytych, wielkosci te sa rozmywane (blok
rozmywania). Nastgpnie w oparciu o baz¢ wiedzy odbywa si¢ proces
wnioskowania w wyniku ktorego powstaje jeden lub wigcej zbiorow rozmytych.
Zbiory te poddaje si¢ procesowi agregacji. Nastgpnie wynikowy zbidr (lub
zbiory) rozmyty jest wyostrzany i w rezultacie na wyjsciu uzyskiwane sa sygnatly
ostre sterujace stanem sterownika.

6.2. Tworzenie bazy wiedzy

Baze wiedzy stanowi zbiér regut rozmytych postaci JEZELI........TO
opisanych w rozdziale 5. 5. Przy konstruowaniu bazy regut nalezy zwrdcic
uwagg, by byly one niesprzeczne, wzajemnie niezalezne oraz by ich liczba byta
wystarczajaca. Innymi slowy baza powinna by¢ zgodna, ciagla i kompletna.
Warunek zgodnos$ci (niesprzeczno$ci) oznacza, ze nie zawiera ona regul, ktore
dla jednakowych przestanek maja rozne konkluzje. Baza jest kompletna, jesli dla
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kazdej wartosci wejsciowej przynajmniej jedna reguta jest aktywna. Utworzenie
poprawnej bazy regul rozpoczyna si¢ od utworzenia zbioréw rozmytych
wejsciowych
i wyjsciowych. W tym celu zakresy zmiennych dzielimy ma przedziaty
i kazdemu z nich przypisujemy okre§lona warto§¢ zmiennej lingwistycznej np.:
malta, srednia, duza, bardzo duza.
W konstrukeji funkeji przynaleznosci czgsto korzysta si¢ z opinii ekspertow. Ich
zadaniem jest okreslenie stopni przynaleznosci elementow ze zbioréw uczacych
do odpowiednich zbioréw rozmytych. Mozemy tu wyr6zni¢ dwa podejscia:
bezposrednie 1 posrednie. W metodach bezposrednich zadaniem eksperta (lub
ekspertdw) jest odpowiedz na pytanie: ,,Jaki jest stopien przynaleznosci elementu
x do zbioru A?” Jesli korzystamy z opinii wielu (L) ekspertow kazdy (l-ty)
ekspert odpowiada na powyzsze pytanie i podaje funkcj¢ przynaleznosci,
a nastepnie wylicza sig $rednig :

L

Y a (%)

pa () = (6.1)

Jest to probabilistyczna interpretacja konstrukcji funkcji przynaleznosci. Jesli

uwzglednione zostana kompetencje 1-tego eksperta (c'), funkcje przynalezno$ci
okresla si¢ wedtug wzoru:

L1 L
HA(X)=2cup 2c =1 (6.2)
1=1 1=1

W metodzie posredniej z jednym ekspertem wybieramy kolejno pary elementow

Xi, Xj, Zadaniem eksperta jest podanie wag porownan pj. Przy zalozeniu, ze

poréwnanie jest poprawne:

_ ka(xy
A (X

Nastgpnie wsrdd wartosci pij 1 pj; znajdujemy element o najwigkszej wadze.

Oznaczmy indeks tego elementu przez ¢. Elementowi x, przypisujemy funkcje

przynaleznosci do zbioru rozmytego A réwna 1.

X

L H T (64)

A (X A (X Pt
Po okre$leniu stopni przynaleznoSci dla poszczegodlnych elementow
konstruowana jest funkcja metoda interpolacji Lagrange’a, najmniejszych
kwadratow lub z wykorzystaniem sztucznych sieci neuronowych. Eksperci
formutuja takze reguly rozmyte.
Jesli nie jest mozliwe pozyskanie wiedzy od ekspertow stosowane jest tworzenie
bazy wiedzy na podstawie danych numerycznych wejsciowych i wyjsciowych.
Prosta metodg tworzenia bazy wiedzy opracowali L. X. Wang i J. M. Mendel
z zastosowaniem algorytmu sktadajacego si¢ z nastgpujacych krokow:
1) Okreslenie warto$ci minimalnych i maksymalnych danych wejsciowych

(6.3)

i!j

Pt,;
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(0znaczmy je Xumin 1 Xmax) 1 WYjSciowych (Ymin, Ymax);

2) Podziat zakresu danych wejsciowych na N, a danych wyjsciowych na L
przedziatow rownej lub réznej dtugosci;

3) Przypisanie kazdemu z nich trojkatnej (Aqgc,) funkcji przynaleznosci, ktora
przyjmuje wartos¢ 1 w s$rodku przedziatu (c) i 0 w $rodkach sasiednich
przedziatow;

4) Wyznaczenie funkcji przynalezno$ci dla kazdego zestawu danych uczacych do
zaprojektowanych zbioré6w rozmytych i znalezienie zbiorow o najwigkszych
warto$ciach funkcji przynaleznosci:

5) Sformutowanie reguly JEZELI-TO w oparciu o wyznaczone warto$ci
maksymalne;

6) Przyporzadkowanie stopnia prawdziwosci do kazdej reguly bedacego
iloczynem funkcji przynaleznosci danych uczacych do zbiorow rozmytych
zawartych w regule. Zwykle jest duzo zestawow uczacych, a kazdy z nich
stanowi podstawg do sformutowania reguly, jest wigc prawdopodobne, ze
niektore okaza si¢ sprzeczne:

7) Utworzenie bazy regut rozmytych. Jesli otrzymamy wigcej regut rozmytych

o tych samych przestankach to wybieramy tg, ktéra ma najwigkszy stopien
prawdziwosci.

Przykiad 6.1.

Przeanalizujmy zasad¢ tworzenia regutl rozmytych sterownika z dwoma
wejsciami (X;, X;) 1 jednym wyjsciem. Zakresy danych wejSciowych x; i X
podzielmy na 5 czesci i utworzmy funkcje przynaleznosci do zbioréw rozmytych
bardzo mate (M), mate (M,), srednie (S), duze (D), bardzo duze (D). Na rys. 6.2

przedstawiono trojkatne funkcje przynaleznosci do tych zbiorow.
hﬂ? 1\'III 3 Dl D2
no1

0

Rys. 6.2. Zasada tworzenia regut rozmytych sterownika z dwoma wejsciami x; i x;
oraz jednym wyjsciem — y
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Dane wyjsciowe przyporzadkujmy do trzech zbiorow rozmytych mate (M),
Srednie (S), duze (D). Ogolna posta¢ reguty rozmytej mozna zapisa¢ w postaci:
R: Jezeli (x1jest A1l x2jest A2) TOy jest B
Kazdej regule przyporzadkujemy stopien prawdziwosci SP(R):
SP(R)=p A, (x1)-pa, (X2) -up(y) (6.5)

Utworzmy regute biorac jeden komplet danych x1,x2,y. Wybieramy dla kazdej
z tych zmiennych zbiér rozmyty, do ktérego jest najwigkszy stopien
przynaleznosci danej uczacej. W rezultacie powstaje nastgpujaca reguta:

JEZELI x;jest M, 1x;jestS TO yjest S
Po sformutowaniu regut na podstawie wszystkich zestawoéw danych uczacych
konstruujemy tabel¢ dwuwymiarowa przedstawiong na rys. 6.3 i w odpowiednie
pola wpisujemy nastgpnik dla danej pary danych wejsciowych. Moze si¢
oczywiscie zdarzy¢, ze ten sam wyj$ciowy zbior rozmyty (nastgpnik) wystapi
w kilku regutach. Wtedy jest wybierana ta, dla ktorej stopien prawdziwosci jest
najwigkszy.

M,

M, M, S D, D,
X
Rys. 6.3. Tabela regut dla sterownika z dwoma wejsciami i jednym wyjsciem.
W zacienionym polu wpisano nastepnik utworzonej reguty

Opisany algorytm tworzenia bazy regut rozmytych zaliczany jest do grupy metod
z podziatem siatkowym (ang. grid partition). Zaleta takiego sposobu jest mata
liczba wartos$ci lingwistycznych dla kazdej zmiennej wejsciowej. Wada jest
wyktadniczy wzrost liczby regul wraz ze wzrostem przestrzeni wejsciowe;.

Wada ta jest wyeliminowana w metodzie z podziatem rozproszonym (ang. scatter
partition). Algorytm wydobywania bazy wiedzy wedlug tej metody wedlug
Sugeno -Yasukawy sktada si¢ z nastgpujacych krokow:

1. Rozmyte grupowanie danych wyjsciowych zawartych w zbiorze uczacym (w
oryginalnej metodzie stosowano algorytm rozmytych c-$rednich, ktéry zostanie
opisany w rozdziale 7). Liczba grup bgdzie rowna liczbie regut rozmytych.

2. Przypisanie grupom danych wyjsciowych zbioréw rozmytych o odpowiednio
dobranych funkcjach przynaleznosci. W oryginalnej metodzie byly to funkcje
trapezowe, ktorych parametry byly dopasowywane do zbioru uczacego.
Oczywiscie mozliwe jest zastosowanie innych typow funkcji przynaleznosci.

3. Przypisanie stopni przynalezno$ci po grupowaniu przestrzeni wyjsciowej do
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calej pary wejscie-wyjscie.

4. Uzyskiwanie przestanek regut poprzez projekcje na przestrzenie zmiennych
wejsciowych.

Zasada dzialania tego algorytmu jest zilustrowana na rys. 6.4.

O

o

Rys. 6.4. Metoda tworzenia regut rozmytych Sugeno-Yasukawy

-

6. 3. Blok rozmywania

Na wejscie sterownika rozmytego wchodza sygnaty ostre, dlatego tez musza
podlega¢ procesowi rozmywania (ang. fuzzyfication). Dzigki tej operacji zostaja
przetworzone na zbiory rozmyte i moga by¢ poddawane dalszym dziataniom
w kolejnych etapach. Najczgsciej stosowanym sposobem rozmywania jest
singelton. Polega on na przyporzadkowaniu funkcji przynalezno$ci réwnej 1 dla

aktualnego wektora wejsciowego x i 0 dla pozostatych:

ha()=sc-x) = 5 XX (6.6)

0 gdy x #x
Zdarza sig, ze sygnal wejsciowy jest mierzony wraz z zakloceniami. W tym
przypadku stosowane jest rozmywanie typu non-singleton:

- _

WA (X)=8(x-X)=exp| — G-x) x-x) dla 6>0 (6.7)
o

6. 4. Blok wnioskowania

Proces wnioskowania w oparciu o rozmyte wielkosci wejSciowe 1 bazg
wiedzy odbywa si¢ wedlug zasad opisanych w rozdziale 5.6. Procedura
otrzymywania wyj$cia rozmytego sktada si¢ z nastepujacych etapow:

1. Znalezienie poprzez rozmywanie wielkosci wejsciowych kazdej reguty.

2. Znalezienie wyj$cia kazdej reguty w wyniku ztozenia rozmytej wielkosci
wejsciowej i rozmytej implikacji.

3. Agregacja wyjs¢ poszczegdlnych regut.

Zbiory rozmyte powstate w wyniku dziatania poszczegélnych regul zaleza od
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rozmytej implikacji oraz sposobu zdefiniowania iloczynu kartezjanskiego
zbioréw rozmytych na wejsciu.

Przykiad 6.2.

Przeanalizujmy sterownik rozmyty o dwoch wejsciach i jednym wyjsciu

z nastgpujaca baza reguk:

R": JEZELI x, jest A] T x, jest Ab TOyjest B!

R®: JEZELI x; jest A7 I x; jest A3 TOy jest B’
Funkcje przynaleznosci do odpowiednich zbioréw rozmytych przedstawiono na
rys. 6.5.

K

Rys.6.5. Przykiad dziatania sterownika z implikacjq Mamdaniego o dwoch
wejsciach i jednym wyjsciu

Niech na wejsciach tego sterownika pojawia si¢ sygnaly X1i x2.W wyniku
rozmycia typu singleton i zastosowania operacji minimum, a nastgpnie implikacji

Mamdaniego uzyskujemy zbiory rozmyte B'iB2. W opisanym przyktadzie
zastosowano do agregacji sumg standardowa (operacja maksimum), w wyniku
czego otrzymano zbidr rozmyty B’

Przykiad 6.3.

Przeanalizujmy sterownik z przykladu 6.2 z zastosowaniem implikacji Larsena
przy tych samych danych wejsciowych i zastosowaniu sumy standardowej jako
operatora agregacji. Rezultat wnioskowania przedstawiono na rys. 6.6.
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, 1
T T [RAREEEEIEEEEEams s

Rys.6.6. Przykiad dziatania sterownika z implikacjq Larsena o dwoch wejsciach
i jednym wyjsciu

6. 5. Blok wyostrzania

Jesli na wyjsciu sterownika uzyskujemy jeden zbiér rozmyty mozemy
zastosowa¢ metode $rodka cigzkosci (ang. center of gravity method lub center of
area method).

Ostra warto$¢ y obliczmy wedlug wzoru 6.8 (przy zatozeniu, ze obie calki
istnieja). Rys. 6.7 przedstawia sposob wyznaczania ostrej warto§ci metoda srodka
ciezkosci.
[ynp(y)dy

o_Y

y=—F——""— (6.8)
[up (y)dy
Y

Rys. 6.7. llustracja wyostrzania metodq srodka ciezkosci
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Najprostsza, lecz nie uwzgledniajaca ksztaltu funkcji przynaleznosci, jest metoda
maksimum funkcji przynaleznosci (rys. 6.8):
i () =sup g (y) (6.9)

|.L1
EI

I:IIIIIEI
y v

Rys. 6.8. llustracja wyostrzania metodq maksimum funkcji przynaleznosci

Jesli na wyjsciu sterownika otrzymujemy kilka zbioréw rozmytych (przy
zastosowaniu metody FITA) moze by¢ zastosowane wyostrzanie center average
defuzzification (ilustracja rys. 6.9). Warto$¢ ostra w tej metodzie wyznacza si¢
wedlug wzoru:

K — —
2 Vi)
y =% - (6.10)
D g ()
k=1

Wartosci §k , dla ktorych funkcja przynaleznosci zbiorow B jest maksymalna,
nazywane sa srodkami (ang. center) tych zbiorow.

1 2
K, BB

1
L) 1

i

I
ooy
I
I

h

T 4 THT I_ T
% Y
Rys. 6.9. llustracja wyostrzania metodq center average defuzzification

6. 6. Sterownik Mamdaniego-Assilana

W  pierwszym historycznie systemie rozmytym opracowanym przez
Mamdaniego i Assilana zastosowano operacj¢ minimum, jako t-norme¢ dla
facznikéw ,,I” oraz koniunkcyjng interpretacj¢ regul. Tak wigc zarowno stopien
aktywacji, jak
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i interpretacji regut byl wynikiem dziatania t-normy. Sterowniki, w ktorych
stosowane s3 wymienione operacje, nosza nazwg¢  Mamdaniego-Assilana
niezaleznie od wyboru operatora agregacji oraz sposobu wyostrzania.
Przeanalizujmy dziatanie tego typu sterownika na prostym przyktadzie.
Przykiad 6.4.
Rozwazmy sterownik z dwoma wejsciami i jednym wyj$ciem sterujacy obrotami
wentylatora chlodzacego w komputerze. Niech zmiennymi wejsciowymi bedzie
obciazenie procesora 1 jego temperatura. W zaleznoSci od tych wielkosci
zmienia¢ beda si¢ obroty wentylatora chtodzacego. Mamy wigc dwie zmienne
lingwistyczne wejSciowe: obciqzenie procesora oraz temperatura procesora oraz
jedna zmienna lingwistyczna wyjsciowa: zmiana obrotow wentylatora. Zmiennej
lingwistycznej obciqzenie procesora przyporzadkujmy dwie wartosci: mate
i duze. Zbiory rozmyte odpowiadajace tym wartosciom lingwistycznych
przedstawiono na rys. 6.10.
B
0,8 3

mate duze

2 =2 2
(LS T s
|

o
|

0 20 40 60 B0 [%]
Rys. 6.10. Rozmyty podzial przestrzeni obcigzenie procesora wyrazone w %

Niech przestrzen temperatur bedzie réwniez podzielona na dwa zbiory: niska
i wysoka, ktorym odpowiadaja funkcje przynalezno$ci przedstawione na rys. 6.11.

K1
D,B::
0,6 -
|:|,4::
0,2 -

0 3

tuslea wysoka

200 40 4l %]
Rys. 6.11. Rozmyty podzial przestrzeni temperatura

Zmienna lingwistyczng zmiana obrotow wentylatora okreslono w procentach
przyrostu w przestrzeni [-90%, 90%] 1 przypisano jej trzy wartoSci: zmniejsz, nie
zmieniaj 1zwigksz (rys. 6.12). Za warto$¢ odniesienia, wzgledem ktorej nastgpuje
zmiana predkosci obrotowej wentylatora przyjeto jej warto$¢ przy temperaturze
procesora 20 °C.
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Rys. 6.12. Zbiory rozmyte odpowiadajqce wartosciom zmiennej lingwistycznej
,,zmiana szybkosci obrotow wentylatora”
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Baza wiedzy zostata opracowana na podstawie opinii eksperta i sktadata si¢
z czterech regut:
R": JEZELI obciqzenie procesora jest duze 1 temperatura procesora jest
wysoka TO zwieksz predkosé obrotow wentylatora
R®: JEZELI obciqzenie procesora jest male 1 temperatura procesora jest niska
TO zmniejsz predkosé obrotow wentylatora
R®: JEZELI obciqzenie procesora jest duze I temperatura procesora jest niska
TO nie zmieniaj predkosci obrotow wentylatora
R®: JEZELI obciqzenie procesora jest male 1 temperatura procesora jest
wysoka TO zwieksz predkosé obrotow wentylatora
Aktywacja regul przy nastgpujacych warto$ciach wejsciowych ostrych:
obciazenie procesora rowne 50% 1 temperatura procesora - 29°C przedstawia rys.
6.13. Po zastosowaniu sumy standardowej (max) jako operatora agregacji
otrzymano zbior rozmyty przedstawiony w prawym dolnym rogu rysunku. Po
wyostrzeniu metoda $rodka cigzkosci uzyskano warto$¢ ostra 19%. Oznacza to,
ze predkos¢ obrotowa wentylatora powinna wzrosna¢ o 19%.
Zaproponowany sterownik nie jest oczywiscie modelem do praktycznych
zastosowan. Zostal przedstawiony tylko w celu wyjasnienia dziatania tego typu
sterownikow. Latwo zauwazyé, ze nawet w tak prostym ukladzie naktad
obliczeniowy wynikajacy z wyostrzania jest dos¢ duzy.

6. 7. System rozmyty Takagi-Sugeno-Kanga

W systemie rozmytym Takagi-Sugeno-Kanga baza wiedzy sktada sig z regut
rozmytych, w ktorych wielko$¢ wyjsciowa jest okreslona funkcja o argumentach
ostrych. Reguta rozmyta o numerze k przedstawiona wzorem 5.12 w podrozdziale
5.5 przyjmuje w tym systemie postac nastgpujaca:

R™: JEZELI x, jest A" T x,jest Ao* T... Ix,jest A5, T ... Ixyjest AN®
TO y* = F(xy, Xa,...,Xx) (6.11)

Konkluzjg tak zdefiniowanych regul mozna interpretowac jako singeltony

o potozeniu wyznaczonym przez funkcje F(xi, Xa,...,xx). Na wyjsciu kazdej

z regut warunkowych otrzymywana jest warto$¢ numeryczna y*. Wynik koncowy
obliczany jest jako Srednia wazona wartosci wyjsciowych ze wszystkich regut:

K
z wkyk
y="—
>
k=1

Wspotczynniki wagowe dla kazdej reguty sa wynikiem dziatania t-normy na
rozmyte zbiory wejsciowe, a wigc mozna zapisac, ze:

(6.12)



Sterowniki rozmyte 81

. T T T
w =/1Alk(x1)*/lA§(xz)* ----- *qulgj(xN) (6.13)

W sterownikach tego typu najczegSciej stosowana jest funkcja liniowa. System
Takagi-Sugeno-Kanga z funkcjami liniowymi jest nazywany przelaczanym
modelem regresyjnym (ang. switching regression model).

System Takagi-Sugeno-Kanga jest takze interpretowany, jako konsylium
ekspertdow (ang. mixture of experts), z ktorych kazdy okre§la zwiazek migdzy
wyjsciem a wejsciem. Jedna regula jest modelem jednego eksperta. Zbior regut
jest wigc dynamicznym konsylium ekspertow.

Przykiad 6.5.

Zaprojektujmy sterownik Takagi-Sugeno-Kanga z dwiema wielkoSciami
wejsciowymi: X; 1 X,, zmieniajacymi si¢ w zakresie [0,1] oraz jedna wielkoscia
wyjsciowa y. Przyjmijmy, ze baza skiada sig z nastepujacych regut:

R": JEZELI x; jest duze 1 x, jest mate TO y;=x;tX,

R®@: JEZELI x, jest mate 1 x; jest duze TO y,=1-2x1+x,

llustracje aktywacji regut przy zmiennych wejsciowych x,=0,4 oraz x,=0,6
przedstawiono na rys. 6.14. Mozemy obliczy¢, ze:

y1 = 0,4+0,6=1,0 oraz y,= 1-0,8+0,6=0,8

Zastosujmy t-normg standardowa do wyznaczania wspotczynnikdéw wagowych.
Otrzymamy: w' = min(0,3; 0,2)= 0,2 oraz w* =min(0,7;0,8) =0,7.

Wartos¢ wyjsciowa sterownika wyniesie:

_ wly1 +W2y2 _ 0,2-1+0,7-08 _ 0,76
wy + Wy 0,2+0,7 0,9

1

0,8

~ 0,84

0,6

Rys. 6.14. Rozmyte zbiory wejsciowe w sterowniku Takagi-Sugeno-Kanga
opisanego w przyktadzie 6.5
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6. 8. System rozmyty Leskiego-Czogaly

W pracach Legskiego i Czogaly =zaproponowano system rozmyty z
konkluzjami parametrycznymi. Idea tego typu rozwiazania polega na tym, ze
parametry zbiorow rozmytych w konkluzjach moga zaleze¢ od wybranych
parametrow wejsciowych zbioréw rozmytych, na przyklad potozen ich §rodkow
cigzkosci, wysokosci, szerokosci itp.

Ogodlna regul¢ wnioskowania dla tego typu systemu mozna przedstawic
nastgpujaco:

R™: JEZELI x, jest A" T x,jest Ao* T... Ix,jest A5, T ... Ixyjest AN®
TO y; jest Bi*(0) I ys jest B,*(0) I...Iyy jest By (0) (6.14)

Wystepujacy w powyzszej regule wektor 0 ma skladowe bedace wybranymi
parametrami zbioréw rozmytych wejsciowych, na przyktad ich szerokos$ci: 0
=[szer(A;’), szer(Ay’),..., szer(Ax’)].

Jezeli zbiory wejsciowe sa singletonami, a w konkluzjach regul warunkowych sa
zbiory rozmyte o statym potozeniu, to system ten przechodzi w Mamdaniego-
Assilana. Jesli w konkluzjach regul warunkowych sa singeltony, system jest
rownowazny systemowi Takagi-Sugeno-Kanga.

Opis powyzszych systemow nie wyczerpuje wszystkich mozliwo$ci zastosowan
regul warunkowych w sterownikach rozmytych. Zachgcam Czytelnika do
poznania innych ciekawych rozwigzan na podstawie dotaczonego wykazu
literatury [5, 8, 14, 20, 24].
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7.1. Podstawy automatycznego rozpoznawania wzorcow

Automatyczne rozpoznawanie wzorcoOw (ang. pattern recognition) jest
procedura poszukiwania pewnych struktur danych i klasyfikowania tych struktur
do okreslonych kategorii. Obecnie wykorzystuje si¢ systemy automatycznego
rozpoznawania  pisma, obrazéw  medycznych, elektrokardiogramow,
elektroencefalogramow, mowy, mowcow, twarzy, klasyfikacji chromosoméow
i wiele innych.

W procesie automatycznego rozpoznawania wzorcOw mozna wyrozni¢ cztery
podstawowe etapy (rys. 7.1) Pierwszy (przetwarzanie wstgpne) obejmuje
reprezentacj¢ danych uzyskanych eksperymentalnie z badanego obiektu.
Generalnie dany obiekt jest reprezentowany przez wektor zmiennych
pomiarowych x = [x;, Xy, ...,Xn]. W etapie drugim (parametryzacja) nastgpuje
wyodrgbnienie parametréw istotnych dla rozpoznawania okre§lonego rodzaju
danych. Nastepny etap koncentruje na grupowaniu wyodrgbnionych parametrow,
w wyniku czego zostaje zredukowany wymiar wektora wejsciowego. Ostatnim
problemem jest doboér odpowiedniej procedury klasyfikacji, ktéra bedzie
przypisywata dana grupg parametrow do okreslonej kategorii. Jak wida¢ na rys.
7.1 (strzatka przerywana) grupowanie danych moze by¢ pominigte w procesie
rozpoznawania jakkolwiek w bardzo wielu procedurach stanowi istotny jego etap.
W procesie rozpoznawania czgsto stosowane sa procedury nasladujace zdolnosci
klasyfikacyjne cztowieka z uwzglednieniem nieostrych granic dzielacych grupy
i kategorie. W tych metodach uzasadnione jest zastosowanie logiki rozmytej
zarO6Wno w procesie grupowania, jak rowniez klasyfikacji (na rys. 7.1 etapy,
w ktérych stosowana jest logika rozmyta wyroznione zostaly podwojnymi
liniami).
dane
weisciowe

przetwarzanie
wstepne

p parametryzacja

—'" grupowanie ||_t. klasyfikacja ||

Rys. 7.1. Ogolny schemat rozpoznawania wzorcow

Grupowanie (ang. clustering) jest waznym problemem rozpoznawania, gdyz
wiaze si¢ z redukcja wymiarowoS$ci wektora wejsciowego. Jak juz wspomniano

w bardzo wielu przypadkach granice poszczegolnych grup nie sa ostre. Z tego
wzgledu stosowana technika jest grupowanie rozmyte (ang. fuzzy clustering).

7.2. Grupowanie rozmyte

Grupowanie danych, czyli podzial duzego zbioru danych na podobne pod
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wzgledem pewnych cech obiekty (lub sytuacje), to jedna z podstawowych
zdolno$ci organizméw zywych. Pozwala na zrozumienie, systematyzacjg,
tworzenie modeli, a takze ich klasyfikacjg. Idea grupowania polega na podziale
zbioru N obserwacji na c¢ klas. Tradycyjne algorytmy grupowania moga by¢
stosowane wtedy, gdy potencjalne grupy sa dobrze odseparowane, czyli dany
wektor danych nalezy tylko do jednej grupy. W praktyce czesto wystepuja jednak
grupy bez wyraznych granic, w ktoérych dane moga nalezec¢ czg$ciowo do kilku
grup. Dlatego coraz szersze zastosowanie w tych aplikacjach, np: tworzonych dla
celéw medycznych, znajduja metody grupowania rozmytego. Obecnie jest wiele
algorytmow grupowania rozmytego, z ktoérych najbardziej popularny jest rozmyty
algorytm c-§rednich (ang. fuzzy c-means algorithm).

7.2.1 Rozmyty algorytm c-Srednich

Algorytm c-$rednich zostal opracowany w celu rozwigzania problemow
optymalizacyjnych przez Bezdeka (1981).

Dla przejrzysto$ci opisu oznaczmy numer wektora wejsciowego przez n
(n=1,2,.N). Niech kazdy n-ty wektor bedzie K-wymiarowy. x,={Xu.,
Xn2,--+>Xnks----XnK ) - Podzielmy zbior N wektorow wejsciowych na ¢ podzbiorow
rozmytych Aj, A,...,A. przypisujac kazdemu z wektoréw stopnie przynaleznosci
do tych podzbioréow. Dla n-tego wektora bedzie to zbior {u;(xy), M(Xn),...,
Wi(Xn),---,He(Xn)}, czyli kazdy wektor wejSciowego przynalezy w okreslonym
stopniu do wszystkich podzbiorow rozmytych. Powinien by¢ oczywiscie
zachowany warunek, ze suma stopni przynaleznosci do wszystkich grup dla
danego wektora wejSciowego jest rowna 1 (wzor 7.1):

D uix,) =1 (7.1)
i=1

Kazdemu zbiorowi rozmytemu przypisywane jest centrumv; (i=1, 2, ...c), ktore
rowniez jest K-wymiarowym wektorem vi ={vi1, Via,...,Vix}. Wektor (i-ty)
centralny jest wyliczany wedtug wzoru:

N
D Imx)I"x,
VvV, = —n:1 (72)

i N
D)™
n=1

Wystepujacy we wzorze 7.2 parametr m>1 jest liczba rzeczywista regulujaca
wplyw stopni przynaleznosci. Wektor v; bedacy centrum grupy jest Srednia
wazong wektorow wejsciowych.
Grupowanie polega na minimalizacji funkcji kryterialnej, ktéra jest okreslona
wzorem:
N m
=2, 2 ()] d*(x,.vy) (73)

i=1 n=l1
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d 2(Xn,vi) jest odlegloscia n-tego wektora wejsciowego od centrum i-tej grupy.

Stosowana jest odlegtos¢ euklidesowa:
A2 (xp,vi) = (Vi = X)) (Vi = %y) (7.4)

Rozwiazanie problemu grupowania sprowadza si¢ do znalezienia centrow, dla
ktorych funkcja J;, osiaga warto$¢ minimalna.

Algorytm rozmytych c-$rednich sktada sig z nastepujacych krokow:

1. Przyjecie warto$ci ¢ i m, wprowadzenie wskaznika iteracji t=0
i przypisanie wektorom danych wej$ciowych w sposéb losowy wartosci stopni
przynalezno$ci '(x,) do ¢ zbioréw rozmytych. Funkcje przynalezno$ci musza
spetnia¢ warunek 7.1.

2. Obliczenie centrow v;' (t — krok iteracji) wedtug wzoru 7.2 oraz funkcji J,,'
zgodnie ze wzorem 7.3

3. Obliczenie nowych wartosci funkcji przynalezno$ci zgodnie ze wzorem:

2

[d(xp, V)]

c 2

D [d(x,, vyiom

=1

(7.5)

Hit+1 (Xn) =

Jesli mianownik bytby réwny 0 przyjmuje si¢ uit”(xn) =0.

4. Obliczenie nowych centrow funkcji przynaleznosci v wedlug wzoru 7.2 i
funkcji J,,"" ze wzoru 7.3.

5. Poréwnanie J,. Jesli J,"'-J, >& (¢ - warto$é przyjeta jako minimalne
odchylenie) zwigkszenie wskaznika iteracji o 1 (t = t+1) i skok do punktu 2, w
przeciwnym razie stop.

Parametr m w rozmytej metodzie c-Srednich wptywa na stopien rozmycia
powstajacych grup. Sa one tym bardziej rozmyte im parametr m ma wigksza
wartos$c¢.

Przykdad 7.1.

Rozwazmy przyklad grupowania 15 dwuwymiarowych danych (n- numer
wektora wejsciowego)  opisany przez Bezdeka w 1981 r. Zbior danych
zamieszczono w tabeli 7.1. Moze by¢ rozumiany, jako zbidér punkéw na
ptaszczyznie (rys. 7.2). Na rys. 7.2 zaznaczono zaczernionymi kotkami
wyznaczane metoda c-§rednich punkty centralne.

Tabela 7.1 Dane wejsciowe w przyktadzie 7.1

10 11 12 13 14 15
5 5 5 6 6 6

n
Xn,1
Xn,2

o oOf~
N O
A Oolw
— —| A
N — |
w —|o\
(SN
N |00
(CRNIEVY
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5

4 o
3 o o)

20 ® 0 0 O @ O
1 o o

0 O

0 1 2 3 4 5 6 7
Rys. 7.2. llustracja do przyktadu 7.1

Punkty centralne uzyskano po t=6 iteracjach. Ich wspoétrzedne to odpowiednio V,
=[0,88; 2] i Vo= [5,14; 2]. Kolejne etapy procedury przebiegaly nastepujaco.
W pierwszym kroku przyjgto ze c=2 oraz podzielono dane wejSciowe na dwa
zbiory rozmyte przyjmujac, ze stopien przynalezno$ci do pierwszego z nich jest
dla kazdego wektora roéwny 0,854. Zgodnie z warunkiem, ze suma stopni
przynaleznosci dla danego wektora do wszystkich zbioréw rozmytych powinna
by¢ rowna 1 (wzor 7.1), otrzymujemy stopien przynaleznosci réwny 0,146 do
drugiego zbioru rozmytego w kroku pierwszym. Tak wigc na poczatek mamy
dwa nastegpujace zbiory rozmyte:

A] = 0,854/X1 + 0,854/)(2 +.. .+0,854/X15

A, =0,146/x, + 0,146/x,+...10,146/x,5
Po t=6 iteracjach funkcje przynaleznosci kolejnych wektorow do zbiorow
rozmytych A; i A, oznaczone jako p,(X,) oraz p(X,) byly nastgpujace:

Tabela 7.2.Funkcje przynaleznosci do zbiorow rozmytych A; i Ay w przykladzie
7.1

n | 1 |2] 3 456 7 | 8| 9 |10|11]12] 13 |14 ]| 15

wXa) 1099 | 11099 | 1| 1] 1] 099 | 047 | 0.01 0 0 0 0,01 0 0,01

w(X,) | 0,01 | 0 | 0,01 [ Of 0| 0| 0,01 | 0,53 | 0,99 1 1 1 0,99 1 0,99

Latwo zauwazyC, ze na granicy dwoch zbiorow znajduje si¢ dana 8 [3,2], ktora
przynalezy w stopniu 0,47 do zbioru rozmytego A; 10,53 do A..

W przedstawionej metodzie zaklada sig, ze grupy maja jednakowy ksztalt
geometryczny. Opracowano wiele algorytmow rozszerzajacych ta metode
i pozwalajacych na przypisanie poszczegdlnym grupom roznych ksztaltow
geometrycznych. Jednym takich algorytmow jest metoda Gustafsona i Kessela.



88 Rozmyte rozpoznawanie wzorcow

7. 2. 2. Algorytm Gustafsona-Kessela

Algorytm Gustafsona-Kessela pozwala na réznorodno$¢ ksztaltow
poszczegélnych grup. Kazdej grupie jest w nim przypisywana odrgbna,
modyfikowana w dziataniu algorytmu, macierz A;. Odleglos¢ obiektu od $rodka
grupy jest okreslana zaleznoscia:

d?(x,, Vi) = (Vi =Xp) A (V; = X,) (7.6)
Funkcja kryterialna jest wyznaczana podobnie jak w rozmytym algorytmie c-
srednich (wzoér 7.3). Poprawne dziatanie algorytmu wymaga ograniczenia
macierzy A;, np. poprzez przyjgcie pewnej wartosci ich wyznacznikow (det(A;)):
det(A;) =p; (7.7)
Wartosci p; sa przyjmowane na podstawie wiedzy o grupowanych danych. Jesli
takiej wiedzy nie ma, wstawia si¢ p;/=1 dla wszystkich grup.
Modyfikacja macierzy A; jest wynikiem minimalizacji kryterium (wzor 7.3) i
w zwiazku z tym:
A; =p;[det(F)] P F (7.8)
F; —rozmyta macierz kowariancji i-tej grupy:

N
DI x)I™ (v = X)) T (Vi = X)
F, =12l N (7.9
DI ()]

n=l1

Algorytm sktada si¢ z nastgpujacych krokow:

1. Przyjecie wartos$ci ¢ i m, p;, wprowadzenie wskaznika iteracji t=0
i przypisanie wektorom danych wejsciowych w sposob losowy wartosci stopni
1 (X) przynaleznosci do ¢ zbioréw rozmytych

2. Obliczenie F;' wedlug wzoru 7.9 1 A;' wg wzoru 7.8

3. Obliczenie [dz(xn ,V;)] wg wzoru 7.6 dla wskaznika iteracji t

4. Obliczenie centrow v;' (t — krok iteracji) wedtug wzoru 7.2 oraz funkcji J,,,
zgodnie ze wzorem 7.3 z odlegto$cia wg wzoru 7.6.

5. Obliczenie nowych wartosci funkcji przynalezno$ci zgodnie ze wzorem 7.5
z podstawieniem odleglosci ze wzoru 7.6.

6. Obliczenie nowych centréw funkcji przynaleznosci v;""' wedtug wzoru 7.2
i funkcji J'"' ze wzoru 7.3 (z odlegloscia wyznaczang wg 7.6).

7. Poréwnanie Jn. Je§li J."'-Jn >¢ (e - warto$¢ przyjeta jako minimalne
odchylenie) t=t +1 i skok do punku 2, w przeciwnym razie stop.

7.2.3. Ocena jakoSci grupowania
Opisane algorytmy  wymagaja wstepnego okre§lenia liczby punktow

centralnych. Jest jednak wiele sytuacji, kiedy liczba potencjalnych grup nie jest
znana. Wtedy nalezy wykona¢ grupowanie dla réznej liczby grup i dla kazdego
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podziatu dokonaé¢ oceny jego jakosci przy wykorzystaniu wskaznikéw jakosSci
grupowania, ktore zostang przedstawione ponize;.
Najprostszym wskaznikiem jest stopien rozmycia macierzy podziatu Vi:

c N
V== ix,) (7.10)
N i=1 n=1
Podziat jest wtedy optymalny, gdy wskaznik ten osiaga wartos¢ maksymalna.
Sytuacja taka jest wtedy, gdy kazdy wektor x,, jest bardzo silnie zwiazany z jedna
tylko grupa. Oznacza to, Ze stopnie przynaleznosci do kazdej grupy sa duze,
a wiec w rezultacie warto$¢ wskaznika V, jest duza.
Inny wskaznik V, okresla entropig podziatu:

c N
Vy =L 5 S g (k) [ 1 (%)) (7.11)
N 2121

Optymalnym podzialem jest taki, dla ktorego wartos¢ wskaznik V, jest
minimalny.

Wskazniki V| i V, zaleza od liczby grup natomiast pozostaja bez zwiazku

z ksztaltem geometrycznym ich powierzchni. Wskaznik Fukuyamy-Sugeno V;
umozliwia taki zwigzek.

¢ N
Vs = 20 2 (51 [d (%5 V) = 47 (%, 9)] (7.12)
i=1 n=1 ) 1 .
V=§nz_;,xn (7.13)

Optymalny podziat jest uzyskany przy minimalnej wartosci tego wskaznika.
Wskaznik Xie-Bieni V4 jest wyliczany na podstawie ilorazu $redniej odlegtosci

wszystkich odleglosci 1 najmniejszej odleglosci migdzy grupami d? (Vi,Vj):

¢ N
D i ()M d? (X, V)

v, = (7.14)
Nmin[d” (v;,V;)]

Optymalny podziat jest uzyskiwany przy minimalizacji tego wskaznika.

7.3. Klasyfikatory rozmyte

Whioskowanie rozmyte znajduje zastosowanie praktyczne w rozwigzaniach
klasyfikatorow rozmytych w tych przypadkach, w ktérych niemozliwe jest
ustalenie wyraznych granic migdzy kategoriami. Klasyfikator rozmyty zawiera
podstawowe elementy sterownika rozmytego (rys. 7.3). Dane wejsciowe po
przetworzeniu wstgpnym 1 parametryzacji sa rozmywane. Nastgpnie
przeprowadzane jest wnioskowanie rozmyte i na tej podstawie zaliczenie danych
wejsciowych do okreslonej kategorii.
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Rys. 7.3. Schemat blokowy klasyfikatora rozmytego

Dzialanie jednego z rozmytych systemow rozpoznajacych zostalo opisane na
przyktadzie procedury do automatycznej detekcji nieptynnoSci mowy.
Przedstawiona ponizej procedura automatycznego rozpoznawania nieptynnosci
mowy przy zastosowaniu wnioskowania rozmytego zostata opracowana w celu
komputerowego wspomagania diagnozy logopedycznej. W chwili obecnej
praktycznie jedynym narzg¢dziem diagnostycznym jest ucho logopedy. Bardzo
rzadko w poradniach dokonuje si¢ biezacych nagran wypowiedzi 0s6b
poddawanych terapii i §ledzenia na ich podstawie efektow dziatan korekcyjnych.
Spowodowane to jest brakiem nieskomplikowanych narzedzi do analizy takich
zapisow. Jakanie jest najbardziej ztozonym zaburzeniem mowy. Ocena ostro$ci
tego zaburzenia, a takze postgpow terapii wymaga okreslenia czgstosci
pojawiania si¢ danego rodzaju nieptynnosci (ktorymi moga by¢ przedluzenia
glosek, powtorzenia glosek i sylab, bloki, wtracenia) oraz pomiaréw czaséw ich
trwania. Wazne w diagnozie jest takze okreslenie akustycznych i lingwistycznych
uwarunkowan pojawiania si¢ nieptynnosci u poszczegoélnych oséb. Okazuje sig,
ze dla bardzo wielu osob, zwlaszcza dorostych, ktére zmagaja si¢ z tym
zaburzeniem, istnieja pewne stowa, przy ktorych trudnosci w mowieniu pojawiaja
si¢ szczegodlnie czgsto. Jest tez tendencja do czgstszych nieptynnych realizacji
stow rozpoczynajacych si¢ od pewnych glosek. Dotyczy to glosek tracych,
nosowych i zwartych. Nieplynnos$ci przy realizacji tych gltosek wynikaja czgsto

z niekontrolowanych, utrzymujacych si¢ przez dlugi czas skurczow migéni
artykulacyjnych — tzw. blokad i stanowia jedna z cigzszych form jakania.

W przypadku glosek tracych i nosowych wynikiem takiego skurczu jest
przedtuzenie dzwicku. Podczas wypowiadania glosek zwartych nieptynnos$ci
maja charakter wielokrotnych krotkich impulsowych artykulacji przedzielonych,
czgsto bardzo dlugo trwajacymi, okresami tzw. napigte] przerwy (ang. tense
pause) lub wtraconym dzwigkiem. Te cechy powtarzaja si¢ w wypowiedziach
roznych o0s6b 1 stanowi¢ moga akustyczna podstawg automatycznego
rozpoznawania tego rodzaju zaburzen. W przypadku tak zlozonego zaburzenia
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nie da si¢ jednak ustali¢ ostrych granic pomigdzy mierzalnymi parametrami,
dlatego celowe jest zastosowanie logiki rozmytej. Dla przykladu jedna z cech
dystynktywnych tego rodzaju nieptynnosci jest czas trwania oddzielonego
przerwami fragmentu mowy. Jesli jest ,krotki” istnieje prawdopodobienstwo
nieptynnej gloski zwartej. Nie mozna jednak ustali¢ ostrej granicy pozwalajacej
na zaliczenie danego odcinka do zbioru ,krotki”. Podobnie z innymi
parametrami.

System rozpoznajacy pobierat dane z plikow dzwigkowym zarejestrowanych
przy zastosowaniu karty dzwigkowej [21]. Reprezentowaly one przebiegi
wartosci ci$nienia akustycznego w funkcji czasu. Sygnaly te zostaly
przetworzone na reprezentacje czg¢stotliwosciowe przy wykorzystaniu algorytmu
szybkiej transformaty Fouriera (ang. Fast Fourier Transform — FFT) z
zastosowaniem okna Hamminga o szerokosci 512 probek (przy czgstosci
probkowania 20050 Hz). Otrzymane przebiegi spektralno-czasowe poddano
filtracji przy wykorzystaniu 21 cyfrowych filtréw 1/3-oktawowych. Taki sposob
przetwarzania przybliza analizg do percepcji uktadu stuchowego cztowieka, ktory
moze by¢ przedstawiony jako zbior filtrow pasmowych. Poniewaz subiektywna
glos$nos¢ dzwigku zalezy nie tylko od poziomu natgzenia dzwigku, ale rowniez od
czgstotliwosci, zastosowano filtr korekcyjny A, symulujacy sposob odbioru
dzwigku przez ucho ludzkie. Sredni poziom natezenia dzwieku obliczono jako
srednia warto$§¢ we wszystkich filtrach w kazdej chwili czasowej. Na rys. 7.4
przedstawiono wynik przetworzenia fragmentu mowy nieptynne;.

dB 40,
3n§
4

20 |\ m
; l I
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o) N W 0 N 18
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truasto tt bt t  Troja

Rys. 7.4. Sredni poziom dzwieku w wypowiedzi nieplynnej

Podstawa do opracowania zastosowanej w tym systemie bazy wiedzy byly
pomiary czasOw trwania fragmentéw mowy 1 poprzedzajacych je oraz
nastgpujacych po nich przerw, charakteryzujacych ten typ nieptynno$ci oraz
moweg plynna. Znalezione roznice postuzyly jako podstawa do opracowania
procedur do automatycznej detekcji tych epizodow.

W przypadku tak ztozonego zaburzenia nie da sig¢ jednak ustali¢ ostrych granic
pomigdzy mierzalnymi parametrami, dlatego autorzy zastosowali logike rozmyta.
Dla przyktadu jedna z cech dystynktywnych tego rodzaju nieptynnosci jest czas
trwania, oddzielonego przerwami, fragmentu mowy. Jesli sygnat odpowiadajacy
temu fragmentowi jest krotki istnieje prawdopodobienstwo ze jest to nieptynna
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realizacja gloski zwartej. Nie mozna jednak ustali¢ ostrej granicy pozwalajacej na
zaliczenie danego odcinka do zbioru krotki. Podobnie jest tez z innymi
parametrami

Nieptynnosci podczas wypowiadania stow rozpoczynajacych si¢ od glosek
zwartych wybrano z wypowiedzi 11 0s6b z réznych okresow terapii. Pochodzity
one z tekstow czytanych, monologdéw (opisow rysunkdéw) oraz rozmoéw z osoba
prowadzaca badanie.

Wybierano ok. 4-sekundowe odcinki mowy, przy czym kazdy zawieral
nieptynny fragment wraz z jego ptynnym otoczeniem. Kazdemu z tych odcinkéw
przyporzadkowano ptynna identyczna wypowiedz tej samej osoby w sytuacji
mowienia z echem oraz osoby mowiacej ptynnie. Plynnymi méwcami byli
studenci. Postugujac si¢ programami do edycji oscylogramow i spektrogramow
(Creative WaveStudio i Gram) zmierzono nastgpujace wielkosci:1) Czas trwania
wybuchowego fragmentu mowy charakteryzujacego gloski zwarte (w dalszej
czesci opisu skrotowo beda nazywane ,,czasem trwania gloski zwartej”). 2) Czas
trwania przerw otaczajacych te fragmenty w wypowiedziach nieptynnych
i ptynnych.

W plynnych realizacjach wigkszo$¢ czaséw trwania tych fragmentéw nie
przekracza 50 ms. Podczas nieptynnych realizacji zdarzaja si¢ dtuzsze przebiegi,
ale wigkszo$¢ z nich nie przekracza 70 ms. Identyfikacja nieplynnej realizacji
gloski zwartej jest mozliwa poprzez znalezienie krotkich oddzielonych przerwami
fragmentow wypowiedzi. Tak wigc parametrami do identyfikacji tych epizodow
sa czasy trwania fragmentow i otaczajacych przerw. Automatyczna detekcja
nieptynnych glosek zwartych realizowana byla poprzez analizg przebiegu
czasowego poziomu $redniego. Pierwszym krokiem detekcji byt pomiar czaséw
trwania fragmentow ciaglych mowy i przerw je otaczajacych. Czasy trwania
fragmentow mowy 1 przerw miedzy nimi byly wyznaczane wg algorytmu
sktadajacego sig z nastepujacych etapow:

1) Znalezienie poczatkowego (p; 1 koncowego (e;) momentu danego (j-tego)
fragmentu mowy wedtug formut:

p;i=0,5t [sign(x(t)-Lsz)-sign(x(t-1) — Lsz)]d,

€;=0,5t [sign(x(t)-Lsz)-sign(x(t-1) — Lsz)]g,
gdzie: t - numer kolejnej probki czasowej, x(t) — $redni poziom, Lsz — poziom
szumu, natomiast funkcje sign oraz d; i g wyznaczono wedlug wzorow:

' Idlax(t)>0
sign x(t)=
I dlax(t)<0
1 dia® 5 1 dia 2 <
d = Aff g = At
0 dla 1 < 0 dia 21 59
At At
t)—L_—(x(t—1)-L
Ax(t) _x(t)—L. —(x(t=1) sz):x(t)_x(t_])
At t—(t—1)

2) Wyznaczenie czasu trwania kolejnego j-tego fragmentu: S(j)=e;-p;
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3) Wyznaczenie czasu trwania przerwy poprzedzajacej (B — before): B(j)=p;-e;.;
(j-ty) fragment oraz nastgpujacej po nim (A — after) A(j)=p;+,—e;.
Na podstawie danych pomiarowych i opinii dwu ekspertow podzielono
przestrzenie czasOw trwania na zbiory rozmyte krotki, sredni, diugi (rys. 7.5)

B ot -
:‘s'rednin ; dhugt

. . 'III

n 1a0 200 300 n 140 200 300
CZAS FONACI [ms] CZAS PRZERWTY [ms]
Rys. 7.5. Funkcje przynaleznosci do zbiorow rozmytych: krotki, Sredni, diugi czas
fonacji i czas przerwy
Baz¢ wiedzy opracowano w oparciu o opisane wcze$niej wyniki pomiarow.
Poczatkowo zaproponowano 15 regul, ktéore zamieszczono w tabeli 7.3.
Poszczegbdlne wartosci rozmyte sa polaczone spdjnikiem AND.

Tabela 7.3. Pierwotna baza regut rozmytych do rozpoznawania nieplynnosci przy

artykulacji glosek zwartych

Czas
. Czas
Czas trwania .
Nr trwania przerwy trwania . .
reguly | fragmentu przed przerwy Sasiedztwo Klasyfikacja
mowy (S) fonacja po fonacji
B mowy (A)
B)

1 krotki dhugi dhugi nieptynne
2 kroétki sredni dhugi nieplynne
r . , . . prawdopodobnie

3 kroétki dhugi sredni | nieptynne nieptynne
4 krotki sredni sredni | nieptynne p?awdopodobme

nieptynne
, . . . . prawdopodobnie

5 sredni dhugi dhugi | nieptynne nieplynne
, . . , . . prawdopodobnie

6 sredni dhugi sredni | nieptynne nieplynne
, . , . . . prawdopodobnie

7 sredni sredni dhugi | nieptynne nieplynne
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8 $redni $redni $redni | nieptynne E;:;Sgﬁ:dobnie
9 krotki krotki krotki ptynne
10 krotki $redni krotki ptynne
11 kroétki kroétki sredni plynne
12 $redni krotki $redni ptynne
13 $redni $redni krotki ptynne
14 $redni krotki krotki ptynne
15 dhugi plynne

Po doktadnej analizie zamieszczonych tu regut widaé, ze mozna je zredukowaé
do trzech, a mianowicie:
R": JEZELI S krétki 1 A dlugi 1 B niekrétki TO nieplynne
Jest to wynik potaczenia regut 1 i 2 z tabeli 7.3.
R?: JEZELI S niedlugi1 A niekrétki 1 B niekrétki 1 sqsiedztwo nieplynne
TO prawdopodobnie nieptynne
Jest to wynik potaczenia regut 3-8 z tabeli 7.3
JEZELIL B krétki LUB A krétki LUB S dlugi TO plynne
Jest to wynik potaczenia regut 9-15.
Wartos$¢ lingwistyczna S niedtugi byla okreslona jako dopetienie zbioru
S_dhugi: MS niedtugi = M-S diugi = 1— MS diugi
Wartosci lingwistyczne A _niekrotki 1 B_niekrotki byty okreslone jako dopelnienia
zbioréw B_krotki 1 A_krotki (rys. 7.5).
MA_niekrotki— M—a_kréthi = 1- MA_lréki
MB_niekrothki— H—B_krotki = 1- MB_lrétki

l'Ll' seasgemre. g—= ] Otled - r s g wm——
| [lerttia, niedhigt " ; mekrnﬂq#; dhugi
.L . ' 7
0,5, yiugt) o5 ;
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] I ;
£
0 . . L : ! . 0| Fl
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Rys. 7.5. Funkcje przynaleznosci do zbiorow rozmytych: krotki, niedtugi, dtugi
czas fonacji oraz krotki, niekrotki, dfugi czas przerwy
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Wprowadzono dodatkowa zmienna ,,wskaznik kryterialny”, ktorej przypisano
funkcje przynaleznosci do zbioréw rozmytych: plynne, prawdopodobnie ptynne
i nieplynne (rys. 7.6).

By
" pn
R
D,j. : L:‘j \1‘
' A N
] P 1
f i
0 E . 2 kY
0 1 2 3 4
welazmlk kryterialny

Rys. 7.6. Funkcje przynaleznosci do zbiorow rozmytych: ptynne (p),
prawdopodobnie nieptynne (pn), nieptynne(n).

We wnioskowaniu zastosowano T-norm¢ i S-normg¢ Zadeha oraz implikacj¢
Mamdaniego. Uaktywnienie reguty 1 powoduje sprowadza si¢ do obliczenia:

,unO) = min [ MS Jrétki 0): MA dhugi 0): MB niekrotki 0)]

Uaktywnienie reguly 2 to obliczenie:

Msqsiedztwo nieplynneO) :ﬂnieplynneO'l )

M prawdopodobnie nieplynne O) = mm[ ,L‘aniedlugiO): ﬂAJ]iekrétkiO): ,uBfniekrétkiO);

Msqsiedztwo nieplynneO) ]

Rozmyty zbidr sqsiedztwo nieptynne to wynik wnioskowania rozmytego dla
poprzedniego fragmentu (j-1).

3. Uaktywnienie reguty 3 prowadzi do obliczenia :

Up() = max{uus womi (), fa_iooni(i), 1s angi(G)]

Na wyjsciu otrzymywano trzy zbiory rozmyte, mozna wigc go okresli¢, jako
system o wielu wejsciach 1 wielu wyjsciach (MIMO porownajmy podrozdziat
5.5). Logiczne jest wigc zastosowanie metody wyostrzania center average
defuzzification. Jesli tak wyznaczona warto$¢ wskaznika kryterialnego jest
wigksza od 2 program uznaje dany fragment za nieplynna artykulacje gloski
zwartej.

Procedura zostala zweryfikowana na podstawie 150-ciu 4-sekundowych
wypowiedzi jedenastu osOb jakajacych sig, z czego polowa zawierala
nieptynnosci zwiazane z artykulacja glosek zwartych, a potowa byla ptynna.
Doktadnos¢ identyfikacji nieptynnych fragmentéw wynosita okoto 95%.

W  wypowiedziach plynnych nie stwierdzono pomytkowych identyfikacji
nieptynnosci.
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8.1. Miary przekonania i domniemania

Zbiory rozmyte pozwalaja na matematyczny opis niepewnosci wynikajacej
z niemozliwos$ci wyznaczenia ostrej granicy migdzy obiektami. Taka niepewnos$¢
okresla si¢ rowniez jako niewyrazno$¢ (ang. vagueness). Innego rodzaju
niepewnos¢, zwana tez nieokreslonoscia (ang. ambiguity) wiaze si¢ z brakiem
dostatecznej wiedzy pozwalajacej na zaliczenie obiektu do danego zbioru ostrego.
Do opisu tego typu niepewnosci stosowane sa miary rozmyte (ang. fuzzy
measure). Dla przyktadu: przy podziale oséb o znanym wzros$cie na wysokie
1 niskie korzystamy ze zbioréw rozmytych. Natomiast w sytuacji, gdy nie znamy
wzrostu osoby, a mamy ja zaliczy¢ do zbioru ostrego osoby o wzroscie od 160
cm do 170 cm, skorzystamy z miar rozmytych. Pojgcie miara rozmyta zostato
wprowadzone przez Sugeno. Moze by¢ ona rozumiana, jako stopien przekonania
(wiary), ze dany element (czy zmienna) nalezy do wybranego zbioru. Rozni sig
ona zasadniczo od miary probabilistycznej (ang. probabilisty measure), ktora
okresla prawdopodobienstwo w przestrzeni zdarzen. Przede wszystkim miara
rozmyta nie jest addytywna w przeciwienstwie do miary probabilistyczne;.
Wyrozniamy dwie miary rozmyte: miar¢ przekonania (ang. belief measure)

i miar¢ domniemania (ang. plausibility measure). Sa one podstawa teorii
Dempstera-Schafera zwanej teoria dowodow (ang. evidence theory).

Miara przekonania Bel(A) moze by¢ rozumiana, jako stopien pewnoSci, ze
dany element nalezy do zbioru A. Definiuje si¢ ja jako sumg liczb okreslajacych
prawdopodobienstwa przynaleznosci tego elementu do zbiorow By zawierajacych
si¢ w zbiorze A:

Bel(A)= > m(By) (8.1)
BycA

Miara domniemania PI(A) jest definiowana jako suma liczb okreslajacych
prawdopodobienstwa przynalezno$ci danego elementu do zbioréw majacych
niezerowa czegs¢ wspolna ze zbiorem A:

PIA)=  Ym(By) (82)

Bk NnA=0O

Miary: przekonania i domniemania sa ze soba powiazane nastgpujacymi
zaleznos$ciami:

PI(A) =1-Bel(=A) (8.3)

Bel(A)=1-PI(=A) (8.4)
Przykiad 8.1
Chory zglasza si¢ do lekarza z objawami typowymi dla trzech chorob: a, b, c.
Zadaniem lekarza jest postawi¢ diagnoze, czyli stwierdzi¢, czy pacjent nalezy do
zbioru: A (oséb chorych na a), B (chorych na b), C (chorych na c). Lekarz stawia
diagnoz¢ na podstawie swoich doswiadczen, czyli prawdopodobienstw
wystapienia danego schorzenia przy tych objawach. Wystgpuja tu nastgpujace
mozliwe przyporzadkowania do zbiorow A, B, C: AUB, AuC, BUC, oraz
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A UBUC. Przykladowe wartosci liczb prawdopodobnych i miar rozmytych
przedstawiono w tabeli 8.1.

Tabela 8.1. Dane do przyktadu 8.1.

zbior m Bel Pl Bel— Pl—
A 0,04 0,04 0,70 0,96 0,30
B 0,06 0,04 0,85 0,96 0,15
C 0,03 0,03 0,80 0,97 0,20
AUB 0,10 0,20 0,97 0,80 0,03
AUC 0,08 0,15 0,94 0,85 0,06
BuC 0,21 0,30 0,96 0,70 0,04
AUBUC 0,48 1 1 0 0

Jezeli brana pod uwagg jest opinia dwoch ekspertow, liczby prawdopodobne
oblicza si¢ ze wzoru Dempstera- Shafera. Dla zbioru niepustego (A# @) stosuje
si¢ wzor 8.5. Jesli A jest zbiorem pustym to m; »(A)=0.

D my(B;)-m,(B))

BiﬁBj:A

1- zml(Bi)'mz (Bj)

Bi ﬂBJIQ

m;,(A)= (8.5

Przyktad 8.2.

Dwoch  ekspertow ocenia prawdziwo$¢ znalezionego obrazu, podajac
prawdopodobienstwa, ze nalezy on do zbioru A (oryginal) albo do zbioru B
(falsyfikat). Podane przez nich liczby prawdopodobne oraz miary rozmyte
przedstawiono w ponizszej tabeli.

zbior my Beh m; Belz my Bell’z
A 0,1 0,1 0,3 0,3 0,276 0,276
B 0,3 0,3 0,4 0,4 0,517 0,517

AUB 0,6 1 0,3 1 0,207 1

m; (A)-m;(A) +m;(A)-my(AUB) +m(AUB)-m,(A) _
1-m;(A)-m,(B)-m,;(B)-m,(A)

. 0,03+0,03+0,18 0,24

1-0,04-0,09 087

m;,(A)=

~ 0,276
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m,; (B)-m,B) +m;(B) - m,(AUB) +m(AUB)-m,(B) _

my,(B)=
" 1-m, (A)-m,(B) - m,(B) - m,(A)
_012+0,09+024 043
0,87 087
m; (A UB)-m, (A UB) 018

m;,(B)=

B

1-m(A)-m,(B)—m,(B)-m,(A) 087
8.2. Teoria mozliwosci

Teoria dowoddw bazujaca na miarach przekonania i domniemania wiaze si¢
z teoria mozliwosci (ang. possibility theory) dla tzw zbiorow zagniezdzonych
(ang. nested sets). Grupa zbiorow  A={A;, A,, ...A,} jest nazywana
zagniezdzona jesli A; — A;,; dla wszystkichi=1,2,...n-1 (rys. 8.1).

&
©

Rys. 8.1. Zbiory zagniezdzone

Teoria mozliwosci zostata opracowana przez L.A. Zadeha i oparta jest na teorii
zbioréw rozmytych. W teorii tej wprowadzono dwie miary: miar¢ koniecznosci
(ang. necessity measure) oraz miar¢ mozliwos$ci (ang. possibility measure). Miara
koniecznos$ci (Nec(A)) oznacza stopien przekonania o koniecznosci zajscia
zdarzenia A, natomiast miara mozliwosci (Poss(A)) moze by¢ interpretowana,
jako mozliwos¢ zajScia tego zdarzenia. Pomigdzy tymi miarami istnieja
nastegpujace zwiazki :

G

Nec(A) =1-Poss(—A)

Poss(A)=1-Nec(—A)
Mozna je interpretowac nastgpujaco: konieczno$¢ oznacza brak mozliwosci
istnienia zdarzenia przeciwnego, mozliwo$¢ brak koniecznosci zajscia zdarzenia
przeciwnego.
Wysoki stopien mozliwos$ci zdarzenia A nie oznacza niskiej wartosci mozliwosci,
ze takie zdarzenie nie zajdzie, rowniez niska warto$¢ konieczno$ci nie implikuje
niskiej wartosci jej braku tak wigc:

Poss(A) + Poss(—A) >1

Nec(A) + Nec(—A) <1
Miary te spetniaja nastgpujace warunki:

(8.6)

(8.7)
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Poss(A U B) =max [Poss(A), Poss(B)]

Nec(A N B) =min[ Nec(A), Nec(B)]
Miara mozliwosci (Poss(A)) jest jednoznacznie okreslona na podstawie funkcji
rozktadu mozliwos$ci (ang. possibility distribution function) - r(x), ktora zawiera
si¢ w przedziale [0,1]. Funkcja r(x) pelni tak wazna rolg w teorii mozliwosci, jak
funkcja rozktadu prawdopodobienstwa w teorii prawdopodobienstwa. Dla
zbioréw nieskonczonych:

(8.8)

Poss(A) =sup r(x) (8.9
xeA
W przypadku zbiorow skonczonych zamiast funkcji supremum wystepuje funkcja
maksimum,
Miary mozliwos$ci sa okre§lane przy zastosowaniu teorii zbioréw rozmytych.
W stwierdzeniu ,,x jest A” funkcja rozkltadu mozliwosci jest rowna funkcji
przynaleznosci do zbioru A: r(x) = pa(x). Wynika to z faktu, iz zbiory rozmyte
rowniez bazuja na zbiorach zagniezdzonych a mianowicie a-przekrojach.
Przyklad 8.3
Utworzmy zbiér rozmyty temperatura bliska 21°C. Niech funkcja przynaleznosci
do tego zbioru ma ksztalt funkcji Ajg, 21, 24. Ograniczmy zbior temperatur do
warto$ci wyrazonych liczbami naturalnymi (rys. 8.2). Niech funkcja rozktadu
mozliwosci bedzie identyczna z funkcja przynaleznosci: r(x) = p(x). Mozemy tu
wyr6zni¢ nastgpujace a-przekroje: A, = {21}, A, = {20, 21, 22}, A; ={19, 20, 21,
22, 23}. Jak widaé na rys. 8.3 sa to zbiory zagniezdzone.
Rl
0
0
0
0z
0

17 18 1% 20 21 22 23 24 25 28
C

Rys. 8.2. Funkcja przynaleznosci do zbioru rozmytego temperatura bliska 21°C
oraz zbior temperatur (punkty)

19 20 |21 | 22 |23

Rys. 8.3. a-przekroje zbioru rozmytego temperatura bliska 21°C z rys. 8.2

Zgodnie ze wzorem 8.9 Poss(A;) = Poss(A;) = Poss(A;) = 1 gdyz jest to
supremum funkcji rozktadu. W dopehieniu do zbioru A; mamy temperatury {19,
20, 22, 23}. Maksimum funkcji rozktadu mozliwosci dla tych temperatur wynosi
2/3, a wigc Poss(—A;)=2/3. Dopetieniem do zbioru A, jest zbior {19,23}.
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Maksimum funkcji rozkladu jest tu réowne 1/3 a wigc Poss(—A,)=1/3.

Analogicznie rozumujac widzimy, ze Poss(—Aj;)=0. Ostatecznie ze wzoru 8.6
obliczamy miary koniecznosci: Nec(A)=1/3, Nec(A,)=2/3, Nec(A3)=1.

8.3.Poréwnanie teorii mozliwosci z teoriq prawdopodobienstwa

Miara prawdopodobienstwa (Pro) (ang. probability measure) jest, jak
wiadomo, okreslana poprzez stosunek liczby aktualnych zdarzen do liczby
wszystkich zdarzen. Jest to miara addytywna, co mozna zapisa¢ nastgpujacym
wzorem:

Pro(AuB)=Pro(A)+Pro(B) dlaAnB=0 (8.10)
Prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienng losowa wartosci nalezacych do
zbioru A mozemy wyznaczy¢ na podstawie funkcji  rozkladu
prawdopodobienstwa p(x):

Pro(A)= Y p(x) (8.11)
X€A
Dla zbiorow zamknigtych funkcja rozkladu prawdopodobienstwa jest rowna
liczbom prawdopodobnym m(x) (poréwnamy podrozdziat 8.1 i wyznaczanie miar
przekonania i domniemania). Miara przekonania (Bel(A)) staje si¢ miara
prawdopodobienstwa jesli przestrzen zdarzen jest zbiorem singletonow. Na rys.
8.4 przedstawiono zwiazki pomigdzy opisanymi typami miar.

Miary
rozmyte Pl
Pro
Poss
Bel
Nec

Rys. 8.4. Zwiqzek pomiedzy opisanymi miarami rozmytymi

Porownujac teori¢ prawdopodobienstwa z teoria mozliwosci tatwo zauwazyc,
ze mata warto$¢ prawdopodobienstwa nie wymusza matej warto$ci mozliwosci
i odwrotnie. Rozklad mozliwosci podobnie jak rozkiad prawdopodobienstwa
sumuje si¢ do 1. Zdarzenie niemozliwe jest jednoczenie nieprawdopodobne.
Poréwnanie teorii mozliwosci z teoria prawdopodobienstwa zamieszczono
w tabeli 8.2.
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Tabela 8.2. Poréwnanie teorii prawdopodobienstwa i teorii mozliwosci

Teoria prawdopodobienstwa Teoria mozliwosci
Bazuje na mierze jednego rodzaju: | Bazuje na dwu miarach: mozliwosci
prawdopodobienstwa (Pro) (Poss) i koniecznos$ci (Nec)
Obszar odniesienia sklada si¢ z | Obszar odniesienia sktada si¢
singletonow z zagniezdzonych podzbiorow
Jednoznaczna reprezentacja Pro Jednoznaczna reprezentacja Poss
przez funkcje rozktadu przez funkcje rozktadu mozliwosci
prawdopodobienstwa p(x) r(x)
Normalizacja > p(x)=1 Normalizacja max r(x) =1

xeX

Addytywnos¢ Reguty max/min
Pro(Aw B)=Pro(A4) + Pro(B) Poss(A U B) =max[Poss(A), Poss(B)]
—Pro(4n B) Nec(A N B) =min[ Nec(A), Nec(B)]

Nec(a) =1— Poss(—A)
Poss(A) <1= Nec(A)=0
Nec(A) >0 = Poss(4)=1
Pro(A)+Pro(—A)=1 Poss(A)+ Poss(—=A4) =1
Nec(A)+ Nec(—4) <1

max[ Poss(A), Poss(—A4) =1
min[ Nec(A), Nec(—A4)]=0
p(x, ) = px(x)  px(y) r(x, y) = min[rx(x), ry(y)]

8.4. Stwierdzenia w jezyku naturalnym a teoria mozliwosci

Rozktady mozliwosci stosowane sa do stwierdzen w jezyku naturalnym Dla
przyktadu moéwiac ,,pan Jan jest w $rednim wieku” okreslamy mozliwo$¢,
zaliczenia go do oséb w Srednim wieku. Stwierdzenia proste tego typu, ktore
mozna ogolnie zapisac jako ,,x jest A” sa modelowane funkcjami przynaleznosci
elementu x do zbioru rozmytego A. Przy wykorzystaniu teorii mozliwosci sa
modelowane rowniez inne stwierdzenia jgzyka naturalnego, a mianowicie:

a) Stwierdzenia, w ktorych wystepuja modyfikatory: bardzo, lekko, catkiem mniej
wiecej, nie itd. Dla przykladu stwierdzamy: owoce sq bardzo tanie, lekko
podwyzszona temperatura ciata, catkiem sprawny czlowiek, mniej wiecej rowne
dochody, nietatwe zadanie itd. Do modelowania stwierdzen typu: bardzo, lekko,
catkiem, mniej wiecej stosowane sa modyfikatory potggowe lub modyfikatory
koncentracji i rozcienczenia opisane w rozdziale 1. Modyfikator nie powstaje

w wyniku standardowej negacji.
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b) Stwierdzenia z tacznikami ,,I”, ,,LUB”, ,,TO”, np.: duzy i tani samochod, duze
mieszkanie lub maly dom, jezeli predkos¢ samochodu jest duza to zuzycie paliwa
jest duze itp. Stwierdzeniom koniunkcyjnym (z tacznikiem I), jak wiadomo
(rozdzial 2) odpowiadaja w teorii zbioré6w rozmytych operatory t-norm,
alternatywnym (LUB) s-norm. Stwierdzenia warunkowe (TO) sa modelowane
implikatorami opisanymi w rozdziale 5.
¢) Stwierdzenia z kwantyfikatorami: kilka, wickszos¢, nieliczne, prawie itp., np.:
kilka tanich ksiqzek, wiekszos¢ ludzi miodych, nieliczne chore drzewa, prawie
wszystkie owoce, nieliczne osoby itp.
Reprezentacja tego typu stwierdzen jest liczebnos¢ lub moc (ang cardinality)
zbioru rozmytego (Card(A)):

Card(4)= D (%) (8.12)

{i]x;eSupp(4)}

d) Stwierdzenia z kwalifikatorami, jak np.: mafo prawdziwe, malo
prawdopodobne, nie bardzo mozliwe itp. Dla pierwszego typu stwierdzen nalezy
okresli¢ stopien prawdy definiujac zbior rozmyty T (ang. truth). Ogélna forma
stwierdzenia bedzie nastgpujaca: ,,x jest A jest T”. Przykladem takiego typu
sformutowania jest na przyklad zdanie: ,,twierdzenie, Zze rata kredytu jest niska
jest mato prawdziwe”. Funkcja przynaleznosci do zbioru T okre§la stopien
prawdy stwierdzenia ,,x jest A”. Zauwazmy przy tym, ze A jest zbiorem
rozmytym o okre§lonej funkcji przynaleznosci pa(x). Porownajmy dwa rodzaje
stwierdzen: ,,rata kredytu jest niska” oraz ,,jest pewne w 70-ciu procentach, ze
rata kredytu jest niska”. W pierwszym zdaniu funkcja przynalezno$ci do zbioru
prawda jest rowna 1, gdyz stwierdzamy z cata pewnoscia, Ze rata jest niska.
W drugim przypadku stopien prawdziwoS$ci pierwszej czgsci zadania wynosi 0,7.
Stwierdzenia zawierajace slowa typu prawdopodobne, np.: ,jest malo
prawdopodobne, ze czynsz jest niski” wymagaja okre§lenia prawdopodobienstwa
zdarzenia rozmytego. Prawdopodobienstwo zdarzenia rozmytego mozna
przestawi¢ wzorem:

P{x jest A} = [ (X)p(x)dx (8.13)
X

gdzie p(x) funkcja rozktadu prawdopodobienstwa.
Dla dyskretnej przestrzeni zdarzen:

P{x jest A} =2 (xi)p(x;) (8.14)

Dla zilustrowania tego wzoru przeanalizujmy nastepujacy przyktad.

Przykiad 8.4.

Przypusémy, ze losujemy jedna z dziesigciu liczb ze zbioru [1,2,3,4,5,6 7, 8,
9, 10]. Prawdopodobienstwo wylosowania kazdej wynosi 1/10 (rozktad funkcji
prawdopodobienstwa jest rownomierny). OkreSlmy zbidr rozmyty : mate liczby
A=1l/1+ 0,8/2 + 0,6/3 + 0,4/4 +0,2/5 1 wyznaczmy prawdopodobienstwo
wylosowania matej liczby. Zgodnie ze wzorem §8.14 bgdzie ono réwne:

P {x jest mate} = 1-0,1 +0,8-0,1+ 0,6:0,1 + 0,4 -0,1 + 0,2-0,1 = 0,3

Jesli w stwierdzeniu lingwistycznym wystgpuje stowo mozliwe poshugujemy si¢
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rozktadem mozliwosci.
8.5. Redukcja niepewnosci informacji

Pojecie informacji jest nierozdzielnie zwigzane z pojgciem niepewnosci, gdyz
w wielu rozwiazaniach probleméw informacja moze by¢ niekompletna,
nieprecyzyjna, fragmentaryczna, niewyrazna, sprzeczna lub niepewna z innych
powodoéw. Mozemy rozrozni¢ trzy rodzaje niepewnosci: 1) niedoktadnos¢ (ang.
imprecision, nonspecificity), ktora wynika z wielkos$ci zbiorow lub mozliwosci,
2) sprzecznos$¢ (ang. discord) pomigdzy zbiorami lub mozliwosciami, 3) rozmycie
lub niewyrazno$¢ (ang. fuzziness), ktéore wynika z nieostrych granic migdzy
zbiorami. Nieprecyzyjno$¢ zbioréw ostrych jest okreslona tak zwana funkcja
Hartley’a:
U(A) =log; |A (8.15)

gdzie |A| oznacza moc (wielko$¢) zbioru niepustego A.

Uogolnieniem funkcji Hartley’a dla zbioréw rozmytych jest funkcja:
h(A)
1

U= s glogz

@ A‘ jest moca a-przekroju zbioru rozmytego A, natomiast h(A) jego wysokoscia.

“A‘ do (8.16)

Miara niepewnosci w teorii prawdopodobienstwa jest entropia Shannona H(m):

H(m) =-> " m(x)log, m(x) (8.17)
xeX

gdzie m(x) jest funkcja rozktadu prawdopodobienstwa.

Typem niepewnos$ci, dotyczacym tylko zbiorow rozmytych jest rozmyto$¢.

Funkcja f(A) bgdaca miara rozmytosci zbioru A powinna spetniaé¢ nastepujace

warunki:

1. f(A) = 0, jesli A jest zbiorem ostrym.

2. f(A) osiaga warto$¢ maksymalna, jesli pa(x) =0,5 dla wszystkich x € X,

co oznacza maksymalne rozmycie.

3. f(A) < f(B) co oznacza, ze zbidor A jest ostrzejszy od zbioru B, jesli

pa (x) <pg(x)dla pp(x) <0,5 oraz p, (x) > pg(x) dla pg(x) >0,5.

Jest kilka miar rozmytosci. Jednym ze sposobow jest pomiar odlegtosci

pomigdzy zbiorem rozmytym A i jego dopelieniem. Podstawowe definicje

odleglto$ci miedzy zbiorami rozmytymi A, B sa nastgpujace:

Odlegtos¢ liniowa Hamminga:

N
d(A,B) =D |ua(xn)—np(xy)) (8.18)

n=1
Unormowana odlegto§¢ Hamminga:

N
AAB) =D ua (k) =K 0 (8.19)
n=1
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Odlegtos¢ euklidesowa kwadratowa:

N
e(AJs)=\/Zm(xn)—uB(xn)]2 (8.20)
n=l
Unormowana odlegto$¢ kwadratowa:
N
e(A,B)=§JZ[HA(XH)—HB(XH)P (8.21)
n=l

Przy zastosowaniu standardowej definicji dopelnienia i odlegtosci Hamminga
rozmycie zbioru A moze by¢ wyznaczone ze wzoru:

N N
£(A) = Ja(xn)=T1=pa ()] = D Pua (xa) -1 (8.22)
n=1 n=1

W teorii dowodow miara rozmyto$ci F(m) jest $rednia wazona rozmycia
poszczegblnych zbioréw z przestrzeni F:

F(m)= > m(F)f(A) (8.23)

AeF
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9.1. Rozmyte relacyjne bazy danych

Czasy wspofczesne charakteryzuje duze 1 ciagle zwigkszajace sig
zapotrzebowanie na gromadzenie oraz wyszukiwanie informacji. Stad duze
zainteresowanie tworzeniem i uzytkowaniem baz danych. Stosowane systemy
bazodanowe sa przeznaczone do gromadzenia 1 przetwarzania danych
precyzyjnych nie zawsze spelniaja, wigc, oczekiwania uzytkownika, ktory czgsto
w swojej dziatalnosci korzysta z danych nie dajacych si¢ opisa¢ w sposob $cisty.
Dla przykladu bedzie miat trudno$ci lekarz stawiajacy diagnozg z pewnym
stopniem niepewnosci przy zapisie tej informacji do bazy danych, czy
wyszukujacy w niej podobnych przypadkéw. Dlatego interesujace jest
zastosowanie teorii zbiorow rozmytych w bazach danych. W popularnym
relacyjnym modelu danych stosowane sa rozmyte relacje (opisane w rozdziale
3), po rozszerzeniu ich definicji na pojecia stosowane w tego typu bazach. Jak
wiadomo relacje sa formalizacja tabel, ktorych kolumnom 1 wierszom
odpowiadaja atrybuty i krotki. Relacj¢ rozmyta okresla si¢ jako zbidr rozmyty
utworzony na iloczynie kartezjanskim jej atrybutow. Kazdej krotce przypisywany
jest stopien przynaleznos$ci do danej relacji.

Przykiad 9.1

W tabeli przedstawiono przyktad relacji rozmytej duze obroty dla bazy danych
firmy prowadzacej sie¢ sklepow:

Tabela 9.1. Przykiadowa relacja rozmyta ,, duze obroty”

S# | Nazwa Obrot Asortyment | Miasto u
S1 | Alik 120000 odziez Lodz 0,8
S2 | Bufo 60000 spozywczy | Poznan 0,5
S3 | Top 250000 odziez Krakow 1
S4 | Zuch 40000 sportowy Lodz 0,4
S5 | Aster 190000 spozywczy | Krakoéw 0,9

Operacje na relacyjnych bazach rozmytych sa rozszerzeniem klasycznych
operacji na relacjach rozmytych. Jezeli mamy dwie relacje rozmyte o tych
samych schematach P i S to ich suma jest relacja rozmyta zawierajaca krotki
nalezace do relacji P lub S, przy czym stopien przynaleznosci danej krotki t jest
obliczany jako maksimum funkcji przynaleznosci do relacji P i S [17].

Hpus (1) =max [up (1), ns (1) ©.1)
lloczyn zawiera tylko krotki nalezace do obu relacji P i S, a ich funkcja
przynaleznosci jest obliczana ze wzoru:

Hpg () =min [up (1), pg(1)] 9.2)
Réznica P - S zawiera krotki relacji P z funkcja przynaleznos$ci obliczana wedtug
wzoru:

Hp_s () =min {up (1), [1-ug (O]} 9.3)
Na rys. 9.1 przedstawiono sume, iloczyn i r6zniceg relacji rozmytych.
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P 5

A D | Al D H
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Rys. 9.1. Suma, iloczyn i roznica relacji rozmytych

Wynikiem selekcji jest relacja o takim samym schemacie. Warunkiem selekcji
jest okreslony przez uzytkownika stopien przynaleznos$ci krotki.

Podobnie jak w klasycznych bazach mozliwa jest projekcja relacji R na dany
zbidr atrybutéow X (Projx(R)). Wartos¢ stopnia przynaleznosci dla krotki t

w relacji wynikowej jest rOwna najwigkszej wartosci w odpowiednich krotkach
odpowiadajacych temu samemu atrybutowi.

Fopy g (1) = SUPT(X)=1(xx) HR(T) 9.4)
Przyktad 9.2.
W ponizszej tabeli przedstawiono wynik projekcji relacji duze _obroty
z przyktadu 9.1 na zbiér X = {asortyment}.

Asortyment u
odziez 1
SPOZYWCZY 0,9
sportowy 0,4

Stosowanym dziataniem jest rowniez naturalne ztaczenie relacji. Ztaczeniem dwu
relacji P(A, O) i R(O, B) jest relacja P *R o schemacie {A, O, B}, w ktorej
stopnie przynaleznosci krotek sa wyznaczane ze wzoru:

Hpsg () =min[up(p), tg (r)] 9.5)
We wzorze 9.4 p i r sa krotkami relacji P i R przy czym p= t(A, O) oraz r = (O,
B). Ztaczenie relacji zostalo przedstawione na rys. 9.2.
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P E P+R
AlO [p O]B [ A0 B |p
a | o |1 op [ by [ 03 ap | op [ by |03
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ds 02 hl D,F."'
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Rys. 9.2. Zlgczenie relacji Pi R

W celu okreSlenia w jakim stopniu wymagania zawarte w relacji P sa
uwzglednione w relacji S stosuje si¢ iloraz P + S. Wyznaczenie ilorazu
przebiega wedlug nastgpujacego algorytmu:
1. Z relacji P(a, o) wybieramy krotki o tych warto$ciach a, dla ktorych istnieja
wszystkie krotki o z relacji S(o).
2. Jesli dla kazdej wartosci o w relacji S istnieje krotka w P(a, o), dla ktorej
funkcja przynalezno$ci pg(o)<pp(a,0), to wybieramy najmniejsza wartos¢
stopnia przynaleznosci dla krotki a.
3. W przypadku przeciwnym stosujemy wzér z zastosowaniem implikatora
Godela I (opisany w rozdziale 5.4 wzor 5.9):

Hpss(a)=min, I (us(0), up(a,o)
Na rys. 9.3 przedstawiono wynik dzielenia przyktadowych relacji P przez S.

P 5 P+5
AlD] @ O] p Al
a | m |l op | 0,5 ap | 0.4
g | oz (04 oy | 0,4 ag | 0.2
a | oz | 07 oz | 0,7
33 | 01 D,E
= ] 1
dz | O3 D,T
dz | 02 |:|,4

Rys. 9.3. Dzielenie relacji P przez S
9.2. Zastosowanie zbioréw rozmytych w modelu zwiazkow encji

Zastosowanie zbioro6w rozmytych jest mozliwe na wszystkich poziomach
tworzenia modelu zwiazkéw encji. Poziom pierwszy obejmuje elementy modelu
czyli typy encji, zwiazkow i atrybutoéw. Jezeli oznaczymy przez Dg zbior branych
pod uwagg typow encji, Dr mozliwe typy zwiazkéw miedzy elementami, D —
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zbior typow atrybutow, to kazdy z tych elementow mozna definiowac
nastgpujaco:
E={uz(EYE: EeDg, ug:Dg —>[0l]}

R={uz RYR: ReDyg, uz:Dyr —[01]} (9.6)
A={uz (AYA: AeDy, uz:Dy—[0]]}

Przy pomocy zbiorow rozmytych mozna wigc projektowaé modele przy braku
pewnosci dotyczacej zbioréw encji, doboru atrybutéw oraz zwiazkdéw migdzy
atrybutami.

Nastgpne niepewnosci dotycza wartosci typow zdefiniowanych na poziomie
pierwszym, a mianowicie klasyfikowania encji i okreSlania ,sily” powiazan
miedzy nimi. Trzeci poziom niepewnosci jest zwiazany z atrybutami. Przy ocenie
stopnia klasyfikacji do zbioru encji na podstawie atrybutu stosowane sa miary
mozliwosci (Nec) i konieczno$ci (opisane w rozdziale 8).

9.3. Zapytania nieprecyzyjne

Odrgbnym problemem jest wyszukiwanie informacji w klasycznych bazach
danych w oparciu o zapytania zawierajace nieprecyzyjne okreslenie zakresu
i warunkow, jakie powinny spetliaé poszukiwane dane. Cecha klasycznych
jezykow zapytan jest wymog, by warunki, jakie majg spelnia¢ poszukiwane dane
byly okreslone w sposob precyzyjny. Bardzo czgsto wymagania te sa trudne do
spelnienia. Jesli dla przyktadu klient chce znalez¢ w ofercie sklepu komputery
w cenie okofo 3000 z{, musi podaé zakres interesujacych go cen. Kazdy
komputer o cenie rdzniacej si¢ tylko o 1 zt od granicznych podanych wartosci nie
zostanie wyszukany. Dlatego tez rozwijana jest koncepcja zapytan
nieprecyzyjnych w oparciu o logike rozmyta. W takich zapytaniach wystgpuja
wyrazenie jezyka naturalnego, zwane terminami lingwistycznymi, okreslajace
nieprecyzyjne wartosci np.: niska cena, nieprecyzyjne poréwnania np.: znacznie
wigksze niz 3000 oraz niestandardowe sposoby agregacji warunkow, np.:
wigkszos¢ podanych warunkoéw ma by¢ spelniona. Podstawowa zaleta zapytan
nieprecyzyjnych, wynikajaca z zastosowania j¢zyka naturalnego, jest mozliwo$¢
ptynnego przechodzenia od spelnienie do niespelnienia warunkow. Na przyktad
normalne cisnienie krwi nie przestaje by¢ normalne przy niewielkim jego
wzroscie. Oczywiscie wraz z jego wzrostem staje si¢ ono coraz mniej normalne,
co moze by¢ okreslone poprzez warto$§¢ funkcji przynaleznosci do zbioru
rozmytego normalne cisnienie krwi. Warto$¢ ta jest okreslana, jako stopien
spetnienia zapytania nieprecyzyjnego. Jesli tworzymy zapytania zlozone, stopnie
spelnienia dla poszczegdlnych warunkow agreguje si¢ przy wykorzystaniu
wybranych operatoréw (opisanych w rozdziatach 2 i 5). Zapytania nieprecyzyjne
stwarzaja mozliwo$¢ uporzadkowania wynikow wedhug stopnia spetnienia, dzigki
czemu ich analiza staje si¢ latwiejsza. Przy tego typu zapytaniach zmniejsza sig
takze liczba odpowiedzi pustych, czyli nie spetniajacych wymagan zawartych
w zapytaniu. Wynikiem zapytania nieprecyzyjnego jest zbidr uporzadkowany
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wedlug stopnia speinienia zapytania. Gramatyka zapytan nieprecyzyjnych jest
zwiagzana z jezykiem zapytan konkretnej bazy danych. Na ogdt zawiera ona
nastgpujace terminy lingwistyczne:

a) liczbowe wartosci rozmyte;

b) modyfikatory;

¢) rozmyte operatory poréwnania;

d) nieliczbowe warto$ci rozmyte;

e) kwantyfikatory lingwistyczne.

Ad a) Liczbowe wartosci rozmyte moga by¢ reprezentowane przy wykorzystaniu
liczb rozmytych. W opisanym w nastgpnym podrozdziale systemie FQERY
stosuje si¢ liczby rozmyte o trapezoidalnych funkcjach przynalezno$ci. Liczbowe
warto$ci rozmyte uzywane sa w zapytaniach przy okreSlaniu ograniczen
dotyczacych kolumn (atrybutow). Poniewaz interpretacja ich wartosci i ksztattow
funkcji przynaleznosci moze by¢ inna dla kazdego uzytkownika, pozadane jest
takie opracowane aplikacji, aby osoba korzystajaca z niej miala mozliwos¢
zdefiniowania  wlasnej funkcji przynaleznosci do zbioru rozmytego
odpowiadajacego danemu terminowi lingwistycznemu. Np. przy wyszukiwaniu
duzego domu uzytkownik powinien mie¢ mozliwo$¢ dostosowania funkcji
przynaleznosci do zbioru rozmytego duzy.

Ad b) Wartos$ci zmiennej lingwistycznej moga by¢ modyfikowane poprzez uzycie
okreslen: bardzo, raczej, catkiem, mniej wigcej itp. Stosowane sa w tym celu
modyfikatory: koncentracji, rozcienczenia, wzmocnienia kontrastu i zmniejszenia
kontrastu opisane w rozdziale 1. Do stosowanych w zapytaniach nieprecyzyjnych
modyfikatorow naleza tez modyfikatory przesunigcia, zachowujace ksztalt
funkcji przynaleznosci przy zmianie no$nika zbioru rozmytego.

Ad c¢) Przykladem zastosowania rozmytego operatora poréwnania jest
nastgpujacy warunek ,,cena duzo mniejsza niz 200000”. Rozmyty warunek
porOwnania jest reprezentowany przez relacje rozmyta okre$lona na iloczynie
kartezjanskim dziedzin porownywanych wartosci.

Ad d) Przyktadem uzycia nieliczbowej warto$ci rozmytej jest warunek ,,dobra
lokalizacja domu”. Wymaga okreslenia stopnia przynaleznosci do zbioru
rozmytego dobra lokalizacja. Jest on subiektywny i dlatego konieczna jest
mozliwos¢ definiowania jej przez uzytkownika.

Ad e) Kwantyfikator w klasycznej logice matematycznej jest terminem
oznaczajacym zwroty: kazdy, dla kazdego, istnieje, dla pewnego. W teorii
zbioréw rozmytych wprowadzono pojecie kwantyfikator lingwistyczny, ktory jest
reprezentowany przez liczbg rozmytg. Dzieli sig je na dwie grupy:

- bezwzgledne np.: mniej wiecej 100, okoto 300, znacznie wiecej niz 50,

co najmniej 10 itp.

-wzgledne np.: wigkszos¢, niewiele, prawie wszystkie, okre$lajace stosunek
licznosci zbioru o danej wiasnosci do licznosci catego zbioru.

Realizacja zapytania nieprecyzyjnego jest realizowana wedlug nastepujacego
algorytmu:

1. Pobranie wiersza z tabeli.
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2. Obliczenie czastkowych stopni spetnienia warunkéw dla warto$ci atrybutow

z biezacego wiersza.

3. Agregacja czastkowych stopni spetnienia.

4. Jesli catkowity stopien spelienia przekracza warto$¢ progowa podang przez
uzytkownika lub przyjeta domyslnie, wiersz jest dolaczany wraz ze stopniem
spetienia.

5. Jesli nie ma wigcej wierszy koniec przeszukiwania, jesli nie przechodzi

do punktu 1.

9.4. Praktyczne realizacje systemow zapytan nieprecyzyjnych

Popularnym jezykiem zapytan jest SQL. Rozszerzenie tego jezyka o
zapytania nieprecyzyjne pod nazwa SQLf opracowal zespol Patrica Bosca. Jak
wiadomo w instrukcji wyszukiwania w SQL znaczenie podstawowe ma
nastgpujaca konstrukcja (ang. selekt block):

SELECT lista wyrazen

FROM lista tabel

WHERE  warunek
Zasadnicze rozszerzenie sktadni SQLF dotyczy frazy WHERE, w ktérej dodano
mozliwos¢ uzywania termindw lingwistycznych. W wierszach wynikowych
podawany jest stopien spetnienia obliczany wedhug algorytmu opisanego
w poprzednim podrozdziale. W jezyku SQLf proste warunki ze spojnikami
»AND” | OR” sg interpretowane przy wykorzystaniu funkcji maksimum
i minimum dla zbioré6w rozmytych. Jest mozliwos¢ uzywania modyfikatorow
np.: bardzo. Fraza SELECT w SQLf ma posta¢ nastgpujaca:

SELECT [liczba catkowita | liczba rzeczywista)

[UNIQUE | UNIMIN | UNIAVG]

Liczba catkowita oznacza ile wierszy o najwyzszym stopniu spelnienia chce
wybra¢  uzytkownik, liczba rzeczywista oznacza progowa warto$¢ stopnia
spelnienia dla wierszy, ktore zostana wybrane. Stowa kluczowe UNIQUE,
UNIMIN, UNIAVG powoduja pozostawienie jednego sposrod identycznych
wierszy 0: najwyzszym, najnizszym i $rednim stopniu spetnienia. W wyrazeniu
grupujacych GROUP BY nie stosuje sig elementow rozmytych natomiast
we frazie HAVING sa one stosowane, tak jak w przypadku WHERE. Ciekawe
rozwigzanie zostalo zaproponowane przez autoréw jezyka dla zapytan
pochodnych. Jest ono realizowane wedlug nastepujacego schematu. W kroku
pierwszym warunki rozmyte sa zastgpowane nierozmytymi warunkami
pochodnymi. Nastepnie tak uzyskane zapytanie wstawianie jest w miejsce
oryginalnej tabeli we frazie FROM 1 wykonywane zapytanie nieprecyzyjne.

Oryginalna implementacja jest system zapytan nieprecyzyjnych opracowany
przez Kacprzyka i Zadroznego pod nazwa FQUERY. Pierwsze jego wersje
opracowane byly dla baz danych XBase. Ostania wersja - FQUERY for Access
stanowi dodatek do bazy danych MS Access. W tym systemie w przeciwienstwie
do jezyka SQLf istnieje mozliwo$¢ okreslania i modyfikacji terminow
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lingwistycznych. Uzytkownik moze wybra¢ termin lingwistyczny ze stownika,
zmienia¢ jego nazweg oraz funkcje przynaleznosci do odpowiednich wartosci
rozmytych odpowiadajacych  danemu atrybutowi. Ma takze mozliwosé
definiowania rozmytych operatorow poréwnania oraz wyboru i definiowania
kwantyfikatoréw lingwistycznych. Zapytania nieprecyzyjne mozna wykonywaé
przy zastosowaniu standardowych polecen MS Access.

9.5. Rozmyte obiektowe bazy danych

W modelach rozmytych obiektowych baz danych stosowane sa obiekty
rozmyte, klasy i podklasy rozmyte, a takze rozmyte dziedziczenie. Rozmytym
obiektem nazywany jest obiekt z co najmniej jednym atrybutem o rozmytych
wartosciach. Rozmycie klas moze mie¢ dwojaki charakter. Niektore obiekty
moga naleze¢ do danej klasy z okreslonym stopniem przynalezno$ci. Moga tez
charakteryzowa¢ si¢ rozmyta domena atrybutu. Mozliwe jest rowniez rozmyte
dziedziczenie z okre§lonym stopniem pewnosci.



Rozpziat 10

ZBIORY ROZMYTE TYPU 2

10.1. Definicje i wlasno$ci zbioréw rozmytych typu 2..............ocovvenen. 115
10.2. Operacje na zbiorach rozmytych typu 2..........ccoovviiiiiiiiiininnnn. 117
10.3. Relacje rozmyte tyPUu 2....oviere et it ittt e eeeee e 119
10.4. ReduKeja tyPU...o.veerieiei e e 120

10.5. Systemy r0ZmMYte tyPU 2. ...ooueiineiit it eee e 121




Zbiory rozmyte typu 2 115

10. 1. Definicje i wlasnos$ci zbiorow rozmytych typu 2

W poprzednich rozdziatach opisywano zbiory rozmyte, w ktorych nosnik byt
rozmyty, natomiast funkcje przynaleznosci byty liczbami rzeczywistymi
z przedziatu [0, 1]. Sa one nazywane zbiorami typu 1, dla odroznienia od zbiorow
rozmytych typu 2, ktorych funkcje przynaleznosci sa réwniez rozmyte (rys.
10.1).

Zbiory mzm\'te typul zbiory rozimyte typu 3

Rys. 10.1 Funkcje przynaleznosci do zbiorow rozmytych typu 1 i typu 2

Zbiér rozmyty typu 2 jest definiowany, jako zbidr par {x, u3 (x)} przy czym x

podobnie jak w przypadku zbiorow rozmytych typul jest elementem tego zbioru,
natomiast g3 (x) jest zbiorem rozmytym typu 1 okreslonym na uniwersum Jx

nalezacym do przedziatu [0,1], co mozna zapisac [18]:

Hy(x)= jfx(u)/u (10.1)
uely

Przedziat J, stanowi dziedzing funkcji fi(u) 1 nosi nazwg podstawowej
przynaleznosci elementéw x. Funkcja f; (u) nazywana jest funkcjq drugorzednej
przynaleznosci, a jej warto$¢ stopniem drugorzednej przynaleznosci lub w skrocie
drugorzednq przynaleznoscia.
Dla zbiorow dyskretnych wzor 10.1 przyjmuje postac:

py () =fj(up)/up+fH(up)/uy +o+ i (up) /upy, = ZJ‘,fX (w)/u  (10.2)

uely

Przyklad 10.1
Niech przestrzen X = {2, 5, 7}, Jx1 ={0,2; 0,3; 0,8}, J.o = {0,4; 1}, J .5 = {0,2; 0,6;
0,9}. Utworzmy zbior rozmyty typu 2 na uniwersum X przypisujac dowolne
stopnie przynalezno$ci drugorzednej wartosciom ze zbiorow Jy, Jx, Jis.

A=(0,1/0,2+1/0,3+0,3/0,8)/2 +(1/0,4+0,2/1)/5+(0,5/0,2 +1/0,6 + 0,4/0,9)/7
Jezeli funkcja drugorzednej przynalezno$ci przyjmuje wartos¢ 1 tylko dla

jednego elementu u z danej dziedziny Ji, to suma standardowa elementow u

tworzy tzw. funkcje glownej przynaleznosci. Powstaty zbior rozmyty A, jest typu

1.

Przyktad 10.2

Utworzmy zbior A, ze zbioru rozmytego typu 2 utworzonego w przykladzie

10.1. Otrzymamy zbidr rozmyty: A,~=0,3 /2 +0,4/5 +0,6/7.
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Obszar skladajacy si¢ ze wszystkich punktéw podstawowej przynaleznosci jest
nazywany Sladem niepewnosci (SN, wzor 10.3, rys. 10.2).

SN(A)= 71, (10.3)
xeX

The}

0.2 1
0,5 1
0,4 1
0,2 1

il T T T
u] 5 10 15 2N

Rys. 10.2. Slad niepewnosci zbioru rozmytego typu 2

W danym zbiorze rozmytym typu 2 mozna wyrdzni¢ nieprzeliczalng liczbg tzw.
osadzonych zbiorow rozmytych (KO ). Sa to zbiory o funkcji drugorzednej
przynaleznos$ci wyznaczonej dla jednego elementu @€, .

A, = [It(©)/0}/x (10.4)
xeX
Zbidr osadzony dyskretny jest zdefiniowany wzorem 10.5.
Ao =D [, (©))/0;1/x; (10.5)

i=1
Kazdemu osadzonemu zbiorowi typu 2 odpowiada zbior osadzony typu 1 (A,)
o stopniach przynalezno$ci rownych wybranym elementom ® (wzory 10.6 dla
zbioréw ciaglych dla dyskretnych). Przyktady dwu zbiorow osadzonych typu 1
(funkcje przynaleznosci - linie pogrubione) przedstawia rys. 10.3.

n
A, = [o/x Ay =Y 0;/x (10.6)
xeX i=1
[T pol
0 0% -
06 06 -
04 - 04 -
0.2 0z -
0+ - ; - 0
a b 10 15 L 0 5 10 15 el

Rys. 10.3. Wybrane osadzone zbiory rozmyte typu 1(funkcje przynaleznosci-
linie pogrubione)



Zbiory rozmyte typu 2 117

10.2. Operacje na zbiorach rozmytych typu 2

Na zbiorach rozmytych typu 2 wykonuje si¢ operacje wlasciwe dla zbiorow
typu 1, jakkolwiek stopien skomplikowania jest duzo wigkszy. Podstawowe
dzialania  zostana zdefiniowane dla dwoch zbiorow rozmytych typu 2 o
nastgpujacych funkcjach przynaleznosci

My (x) = jfx(u)/u (10.7)
uely

(0= [g, /v (10.8)
vely

Zostaly one okreSlone na tym samym uniwersum X, natomiast maja rézne
funkcje podstawowej i drugorzednej przynalezno$ci. Suma tych zbiorow jest
zdefiniowana nastgpujacym wzorem:

T S
haos 0= [ [ g (m/usv (10.9)
uely vely

Dla kazdej pary u, v funkcja podstawowej przynaleznosci sumy zbiorow jest ich
s-norma. Funkcja drugorzgdnej przynaleznosci sumy zbiorow rozmytych typu 2
jest maksymalng warto$cia t-normy dla wszystkich par u, v o takiej samej
wartosci s-normy.
Przykitad 10.3
Wyznaczmy sumg nastepujacych zbiorow rozmytych typu 2:

A=[04/0,1 + 1/0,6 + 0,6/08] 3 + [0,6/0,7 + 1/0]] /5 + [0,2/0,4 + /0.9 +0.4/1] /7
B=[1/0,9]/3 + [0,4/0,7 + 0,9/09)/5 + [0,9/0,5 + 1/0,8] /7
Zastosujmy operacje standardowe jako t-normg i s-norme. Obliczmy funkcjg

przynaleznosci dla kolejnych elementow x =3, 5, 7:
max[0,4 Al 1A1; 0,6A1] 1

- ~(3)= —
Hios ®) 0,9 0,9
max[0,6 A0,4;1A0,4] max[0,6A0,9;1A09] 04 09
H- = (5)= + =24
AUB 0,7 0,9 0,7 09
0,2A0,9 max[1A09;1A1] max[0,4A09;0,4A1] 02 1 04
u-. (M= + + =2+ —+—=
AUB 0,5 0,9 1 05 09 1

Ostatecznie suma tych zbiorow wynosi:

AUB=(1/0,9) /3+(0,4/0,7 +0,9/0,9) /5 +(0,2/0,5 + 1/0,9 + 0,4/1) /7

Funkcja przynaleznosci do iloczynu zbioréw rozmytych typu 2 jest obliczana
nastepujaco:
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*

T T
MEAs ()= I Ifx(U)*gx(v)/u*v (10.10)

uel¥ vely
Funkcja podstawowej przynalezno$ci jest obliczana jako t-norma z u, v. Dla
wszystkich par u, v dajacych taka samg warto$¢ t-normy funkcje drugorzedne;j
przynalezno$ci sa rowne najwigkszej wartosci ich t-norm. We wzorze 10.10
wystepuja dwie t-normy. Moga one lecz nie musza by¢ takie same.
Przykiad 10.4.
Znajdzmy iloczyn zbioréw z przyktadu 10.4. Zastosujmy t-norme standardowa
dla obu dziatan we wzorzel0.10.

A =[0,4/0,1+1/0,6 + 0,6/0,8] /3 +[0,6/0,7 +1/0,11/5 +[0,2/0,4+1/0,9+0,4/1]/7

B =[1/0,9]/3+[0,4/0,7 + 0,9/0,91/5+[0,9/0,5+1/0,8] /7

Tak jak poprzednio obliczmy dla kolejnych elementéw x = 3, 5, 7 ich funkcje

przynaleznosci:

04A1 1A1 06A1 04 1 0,6
+ + =—+—+

- 3= —
HA“B( ) 0,1 0,6 0,8 01 0,6 0,8
max[0,6 A 0,4:0,6 A0,9] max[I A04:1209] 06 09
po (5= + =+
ANB 0’7 0,1 037 031
max[0,2 A 0.9:02 A1 max[IA09:04209] 041 072
e (7= + + =—
ANB 0’4 0,5 098 034
09 04
+
0,5 08

Otrzymujemy zbior:
ANB=[0,4/0,1 +1/0,6+0,6/0,8]/3 + [0,6/0,7 + 0,9/0,1]/5 + [0,2/0,4
+0,9/0,5 +0,4/0,8]/7

Funkcja przynaleznosci dopelnienia  zbioru rozmytego typu 2 jest
wyznaczana wedhug wzoru:

M5 (x)= J.fx(u)/(l—u) (10.11)
uely

Przykiad 10.5.
Wyznaczmy dopehienie nastgpujacego zbioru rozmytego typu 2:

A(x) =(0,1/0,6+1/0,9)/5
Zgodnie ze wzorem 10.11 dopetnienie do tego zbioru ma postaé:
—A(x)=(0,1/0,4+1/0,1)/5



Zbiory rozmyte typu 2 119

10.3. Relacje rozmyte typu 2

Rozwazmy binarnag relacj¢ rozmyta typu 2, okreSlona na iloczynie
kartezjanskim dziedzin dwu zbioréw rozmytych X x Y . Relacja, jak wiadomo z
rozdziatu 3, jest zbiorem rozmytym o okreslonym stopniu przynaleznosci dla
kazdej pary elementow x, y. W przypadku rozmytej relacji typu 2, funkcja ta jest
okreslona nastgpujaco:

Hy (X,y)= Irx,y(v)/v (10.12)

VEJX,y
Funkcja drugorzednej przynalezno$ci ryy, jest zbiorem rozmytym typu I,
okreslonym na przedziale [0, 1].
Przykiad 10.6.
Niech dla przyktadu relacja rozmyta typu 1, okreslona na iloczynie kartezjanskim
XxY, gdzie X={5,9} oraz Y={3,5} odpowiada nieprecyzyjnemu stwierdzeniu
,»X duzo wigksze od y”’ i ma postac:
0,4 1 0 0,7
= + + +

(5:3) (%3 (55 (%))
Utworzmy przyktadowa relacje rozmyta typu 2 odpowiadajaca powyzszemu
stwierdzeniu:
R =[0,4/0,3+1/0,4+0,6/0,5]/(5; 3) + [0,1/0,1 + 1/1+ 0,7/0,8] /(9; 3) + [1/0
+0,5/0,6 + 0,4/ 0,11 /(5; 5) + [0,4/0,5 +1/0,7 + 0,6/0,8] /(9; 5)

Relacja rozmyta typu 2 moze by¢ takze rozumiana, jako rozszerzenie operacji na
zbiorach rozmytych typu 2, okreSlonych na réznych uniwersach. Jesli zbior A

jest zdefiniowany w przestrzeni X, natomiast B w przestrzeni Y, to zarowno
rozszerzona s-norma, jak rOwniez rozszerzona t-norma tych zbioréw sa
rozmytymi relacjami typu 2. Mozna wigc zapisa¢ wzory:

S
Hrs(Xy) =px (X)*pg(y) (10.13)

T
R (X y)=pz (x)*ug(y)
Wazna z praktycznego punktu widzenia operacja jest zlozenie relacji, ktore dla
typu 2 jest okreslone poprzez nastepujaca postac¢ funkcji przynaleznosci:

~ T
HsR (2= S H5(6y)* g (1,2) (10.14)

Relacja S zostala utworzona na iloczynie kartezjanskim X x Y, natomiast R -
Y xZ. W wyniku zlozenia otrzymujemy relacje na iloczynie kartezjanskim
XxZ.
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10.4 Redukcja typu

Zastosowanie zbioréw rozmytych w systemach wymaga okreslenia operacji
wyostrzania, ktora dla zbiorow typu 2 poprzedza operacja redukcji typu. Jest ona
podobna do wyznaczania centroidu zbiorow rozmytych typu 1 okreslonych na
dyskretnym uniwersum. Wyznacza si¢ go wtedy z zaleznosci [7,9 12]:

n
inHA (x;)
_ ol

Cy=4L
D ax)
i=1

Centroid zbioru rozmytego typu 2 jest zbiorem rozmytym typu 1 okreslonym na
dyskretnym zbiorze elementow 0,,0,,...,0, z dziedziny drugorz¢dnej funkcji

(10.15)

n
przynaleznosci. Oznaczmy:

a(0) =" (10.16)
2.
i=1
b(0) = £,1(0)) *Fy2(02) * ey, (6,) (10.17)
Centroid zbioru rozmytego typu 2 jest wyznaczany wedlug wzoru:
Ci= [ [ | POV (10.18)

O1edy10redyy  0,edy,
Algorytm wyznaczania centroidu opisanego wzorem 10.18 sklada sig z
nastgpujacych krokow:
1. Dyskretyzacja uniwersum x na n punktow X, Xa,..., X
2. Dyskretyzacja dziedzin drugorzednych funkcji przynaleznosci Jy;
odpowiadajacych kazdemu punktowi x; na odpowiednie liczby punktow M; (j= 1,
2,...,n).
3. Ponumerowanie wszystkich powstatych zbiorow. Ich catkowita liczba wyniesie

n
HMj.
j=1

4. Wyliczenie centroidu postugujac si¢ wzorami 10.16, 10.17 i 10.18.
Wyznaczenie centroidu zbiorow rozmytych ilustruje przyktad 10.7.
Przykitad 10.7
Dany jest zbior rozmyty dyskretny typu 2. Dokonajmy redukcji typu tego zbioru,
jesli

A =[0,5/0,4+1/0,7]/1+[0,5/0,6 +1/0,9]/2
Zbidr jest dyskretny mozemy wigc pomina¢ punkty 112 algorytmu.
Mamy tu cztery zbiory, dla ktérych wartosci obliczone wedtug wzoru 10.16
WYynosza:
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1-04+2-06

a) = 1,6
0,4+0,6

gy = 104%2:09 6
0,4+0,9

0y o L0T42:06
0,7+0,6

ay =1 07¥2:09 ) o6
0,7+0,9

Zbior rozmyty typu 1 bedacy centroidem zbioru rozmytego typu 2 A bedzie wiec
miat postac:

05-0,5 05-1 1.05 1-1 025 05 0,5 1
C + + +—=

= + + +
4] an as ay 1,6 1,69 1,46 1,56

A

Wyznaczenie centroidu jest niezbedne w systemach wnioskujacych. Jest
wstgpnym krokiem do operacji wyostrzania.

10.5. Systemy rozmyte typu 2

Systemy rozmyte typu 2 znajduja obecnie szerokie zastosowanie Ww
sterownikach, systemach eksperckich, systemach rozpoznawania wzorcow itp.
Schemat blokowy sytemu rozmytego typu 2 przedstawiono na rys. 10.4.
Wyrdznia si¢ w tym ukladzie nastgpujace bloki: rozmywania, wnioskowania,
baze wiedzy, bloki redukcji typu oraz wyostrzania [15, 16, 18].

gy

| . . |
i ! e !
i : Bazaregut : | : i
i ! i | ] .
i ! ! | Wyostrzanie o
i H ' v i
i i i ! ! I
—i»| Rozmywanie : b T L
I ' '
: i P v
h . i i i
| | |1 | Redukcjatypu
| i b -
I * Whioskowanie [ ; L} :
i '
| |
I
I

Rys. 10.4. Podstawowe bloki systemu rozmytego typu 2
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Przedstawiony schemat jest bardzo podobny do przedstawionego na rys 6.1
sterownika rozmytego, nalezy jednak pamigta¢, ze poszczegdlne fragmenty
dzialaja w oparciu o zbiory rozmyte typu 2. Juz w bloku rozmywania
zastosowanie zbiorow rozmytych typu 2 stwarza wiele nowych mozliwosci.
Najprostszym 1 najczesciej stosowanym sposobem jest typ singleton-singleton.
Metoda ta polega na przypisaniu funkcji przynaleznosci podstawowej rownej 1
danej wartos$ci wejsciowej podobnie jak w systemie typu 1. Funkcja drugorzedne;j
przynaleznosci przyjmuje warto§¢ 1 zaréwno dla podstawowej przynalezno$ci
rownej 1, jak rowniez 0 (wzor 10.19).

1/1 dla x;=X; 10.19)

HICDZN 00 dla x5 (10.

Mozliwe sa rowniez inne sposoby rozmywania. Jednym z nich jest typ
rozmywania singleton-przedziat, w ktorym funkcja podstawowej przynaleznosci
jest typu singleton, natomiast drugorzedna przynalezno$¢ przedziatem. Mozliwe
jest tez rozmywanie nonsingleton-singleton. W tym przypadku podstawowa
przynaleznos$¢ nie jest singletonem, natomiast drugorze¢dna singletonem.
Baza regul rowniez r6zni si¢ od opisanej w rozdziale 5.5 tym, ze wystepuja
w niej zbiory rozmyte typu 2. Regute k-ta mozna dla systemu rozmytego typu 2
z wieloma wyjsciami i jednym wyj$ciem (MISO) zapisa¢ nastgpujaco:
R® JEZELI x| jest AX 1 x5 jest A5 1...1x, jest AK, 1... (10.20)
I xp jest Klﬁj TO vy jest Bk

Oznaczmy przez Ak iloczyn kartezjanski wejsciowych zbiorow rozmytych,
czyli:

A% = AF < AN o Af < x A, (10.21)
Regulg (10.20) mozna zapisa¢ jako implikacjg:
4k = Bk (10.22)

Funkcja przynaleznosci do iloczynu kartezjanskiego jest wynikiem dziatania t-
normy na wejSciowe zbiory rozmyte typu 2. Podobnie jak w systemach
rozmytych typu 1 funkcje przynaleznosci do wyjsciowych zbioréw rozmytych
zaleza od zastosowanej na wejsciu t-normy oraz rodzaju implikacji. Po

otrzymaniu wynikow wnioskowania czyli zbiorow B* dokonywana jest ich
agregacja, nastgpnie redukcja typu i wyostrzanie. Generalnie, obliczenia w
systemach rozmytych typu 2 sa wykonywane bardzo wolno, a koszt obliczeniowy
jest duzy. Dlatego czgsto stosowane sa przedziatlowe funkcje drugorzednej
przynaleznosci. Sa one wtedy stale i rowne 1 we wszystkich przedziatach.
Szerokos$¢ przedziatu dla danej warto$ci x moze, lecz nie musi by¢ stata. W
przypadku statej szerokosci przedziatu przyjmuje si¢ dolne pp i goérne pg wartosci
funkcji przynalezno$ci, a nastgpnie oblicza ich $rednia pg oraz szerokos$c
przedziatu Ap wedtug prostych wzorow:
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HG (X) + up (x)
2

Au=pG = g = Mg = KD (10.24)

Na rys. 10.5 przedstawiono funkcje podstawowej i drugorzednej przynaleznosci

do przedziatowych zbioréw rozmytych typu 2 o statej dla wszystkich x szerokosci
przedziatu.

()= (10.23)

a Fler
e / b

02

05 4

0.5 1
0.4 4

0.2 4

HD
) : : : ; 0 0z 04 05 08 1
o z 4 & g 10 kL

Rys. 10.5. Podstawowa (rys. a) i drugorzedna funkcja przynaleznosci dla x=8
(rys. b)

Przedziatowe zbiory rozmyte typu 2 moga by¢ modelowane gaussowskimi
funkcjami przynalezno$ci z przesunigtymi wartosciami srodkowymi. Na rys. 10.6
przedstawiono przykladowa funkcje przynaleznosci do przedzialowego zbioru
rozmytego typu 2 uzyskana w wyniku ztozenia dwu przesunigtych funkcji
gaussowskich z wartosciami $rednimi réwnymi 8 i 10. Szerokosci przedziatlow
zaleza od wartoS$ci x.

T
0=
0.é
0,4 7
0,2 7

Rys. 10.6. Funkcja podstawowej przynaleznosci do przedziatowego zbioru
rozmytego typu 2 modelowana dwiema funkcjami gaussowskimi o wartosciach
Srednich 81 10

Dla zilustrowania wnioskowania z zastosowaniem przedzialowych zbioroéw
rozmytych typu 2 przedstawiony zostat przyktad systemu z dwiema regutami.
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Przykitad 10.8.

Rozpatrzmy system rozmyty typu 2 z dwiema regutami z zastosowaniem operacji
minimum, jako t-normy oraz implikacji Mamdaniego.

Reguty rozmyte mozna zapisa¢ nastgpujaco:

R®W: JEZELI x, jestAl 1 x, jest A, TO y jest B!

R@:JEZELI x, jestAZ 1 x, jest A2 TO y jest B?

Funkcje przynaleznosci do przedziatlowych zbiorow rozmytych typu 2
wejsciowych 1 wyjsciowych oraz wynik wnioskowania dla warto§ci wejsciowych
X, 1 X, przedstawiono na rys. 10.7. Zastosowano rozmywanie typu singelton-
singleton.

,.\_,1 —_—
‘E‘l Bl
TR
0,5 1
’ ¥
“EE
T
0.5
0
~ ¥
E
TR}
.5 1
0 < —
¥

Rys. 10.7. Przykiad dziatania sterownika z implikacjq Mamdaniego o dwoch
wejsciach i jednym wyjsciu, z zastosowaniem przedziatowych zbiorow rozmytych
typu 2

Dziatania na przedziatowych zbiorach rozmytych typu 2 sprowadzi¢ mozna do
operacji na zbiorach rozmytych typu 1. Jak wida¢ na rys. 10.7 odpowiednie
operacje przeprowadzono dla gérnych i dolnych granic funkcji przynaleznosci.
Algorytm obliczen wynikowego zbioru rozmytego typu 2 w przyktadzie 10.8
sktada si¢ z nastgpujacych krokow:

1. Wartodci wejSciowe X; i X, zostaly rozmyte metoda singleton-singleton
(wzér 10.19).

2. W kazdej z regut znaleziono gérne i dolne granice przedzialow powstatych

w wyniku przecigcia singletonow odpowiadajacych warto§ciom wejsciowym
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z odpowiednimi funkcjami  przynaleznosci do przedzialowych zbiorow
rozmytych typu 2.

3. Dla kazdej z regut znaleziono wyniki dzialania t-normy (w tym przyktadzie
minimum) oddzielnie na gorne i dolne granice przedzialow.

4. Wartosci wynikowe dla gérnych i dolnych granic przedziatdéw zastosowano
jako stopnie aktywacji przy zastosowaniu danego typu implikacji (w przyktadzie
10.8 zastosowano implikacj¢ Mamdaniego)

5. Zagregowano powstale zbiory rozmyte typu 2 przy zastosowaniu s-normy

(w tym przyktadzie maksimum).

Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu wnioskowania z zastosowaniem
przedziatowych zbioréw rozmytych typu 2 jest niewiele wigksza niz zbiorow
rozmytych typu 1. Rowniez wyostrzanie mozna sprowadzi¢ do obliczen na
gornych 1 dolnych warto$ciach funkcji przynaleznosci w wynikowym
przedziatowym zbiorze rozmytym typu 2 wedlug algorytmu sktadajacego si¢
z nastepujacych krokow:

1. Podziat zakresu wartosci wyjsciowych na N dyskretnych wartosci [y, ya....,

Yio- - -sYNJ-
2. Dla kazdej warto$ci y, znalezienie dolnej i gornej granicy przedziatu funkcji

przynaleznosci [OE, N ]

o) +07
2

4. Wyznaczenie warto$ci ostrej wedtug wzoru:

N r
D ya0y
n=l

3. Obliczenie warto$ci $redniej 0 =

y=—N ’

>

n=l
Przedziatowe zbiory rozmyte znajduja obecnie szerokie zastosowanie
w sterownikach, systemach eksperckich, ukladach rozpoznajacych itp. Ich
przewaga nad systemami rozmytymi typu 1 wynika z faktu, ze przy niezbyt
duzym naktadzie obliczeniowym mozna w projektowanych systemach
uwzgledni¢ nieprecyzyjno$¢ przy wyznaczaniu funkcji przynaleznosci.
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11.1. Niepewnos$¢ w przetwarzaniu obrazow

Zastosowanie zbiorow rozmytych i logiki rozmytej w przetwarzaniu obrazow
jest uzasadnione naturalnym brakiem ostrych granic pomigdzy poziomami
szarosci czy polaczeniami koloréw, wynika takze z uwzglednienia percepcyjnych
wlasno$ci cztowieka, ktorego postrzeganie programy komputerowe staraja sig
nasladowa¢. Dlatego tez, celowe jest zastosowanie rozmytych technik na
wszystkich poziomach przetwarzania obrazow (rys. 11.1). Na niskim poziomie,
czyli przy przetwarzaniu wstgpnym, brana jest pod uwage nieokreslono$¢ granic
szaro$ci lub koloru, na srednim, obejmujacym segmentacjg, reprezentacje¢ i opis
obrazu, rozmycie geometryczne, natomiast na wysokim poziomie, czyli
w analizie, interpretacji i rozpoznawaniu obrazéw, brak pelnej wiedzy
o analizowanych obiektach.

niski poziom $redni poziom wysoki poziom
Przetwarzanie RSegmentacyfl Analiza
> .
- wstepne > Reprezentacja Interpretacja =
-l Opis Rozpoznawanie
nieokreslonos¢ rozmycie ' '
szarosci geometryczne niepetna wiedza
N\~ L\ ~
k3
N\ N | | P ; Ve
A | 77
SN ] 7
N Ry 7
~v 5/

Rys. 11.1 Niepewnos¢ oraz niepetna wiedza w przetwarzaniu obrazow

Na niskim poziomie przetwarzania poziom szarosci jest okreslony liczba

z przedziatu 0 — 255. Taki sposob reprezentacji nie uwzglednia postrzegania
czlowieka, ktory nie dostrzega ostrych granic pomigdzy dyskretnymi poziomami
szaro$ci. Roznice pomigdzy ostra i rozmyta reprezentacja poziomu szaro$ci
przedstawia rys. 11.2.

1

H | I
0 120 255 0 120 255

Rys. 11.2. Reprezentacja poziomu szarosci przy zastosowaniu zbiorow ostrych
(z lewej strony) i rozmytych (z prawej strony)
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11.2. Poprawa jakoSci obrazu z zastosowaniem zbioréw rozmytych

Obrazy rzeczywiste, szczegélnie medyczne, sa niekiedy nieostre lub
zaszumione. Dlatego tez, pierwszym etapem przetwarzania jest poprawa ich
jakosci. Przetwarzanie obrazéw z zastosowaniem zbioréw rozmytych obejmuje
nastgpujace etapy: rozmywanie obrazu, modyfikacj¢ funkcji przynaleznosci oraz
wyostrzanie (rys. 11.3.). We wszystkich etapach wykorzystywany jest stan
wiedzy z zakresu zbiorow rozmytych i logiki rozmytej. Etapy rozmywania
i modyfikacji wykorzystuja wiedzg¢ eksperta zar6wno do konstrukeji, jak
i przeksztalcania funkcji przynaleznosci.

wiedza
ekspetta

v

modyfikacia wyostrzanie wynik
przynaleznodc obrazu

obraz | rozmywanie
obrazn

r
logika rozmyta

Zhior v rozioyte

Rys. 11.3. Ogolny schemat przetwarzania obrazow z zastosowaniem zbiorow
rozmytych i logiki rozmytej

W procesie rozmywania kazdemu pikselowi o okre§lonym poziomie szarosci
zostaje przyporzadkowany stopien przynaleznosci do odpowiedniego,
zaproponowanego przez cksperta zbioru rozmytego. Jezeli obraz jest
dwuwymiarowy i czarno-bialy, moze byC reprezentowany przez macierz
M x N, w ktorej gn, 0znacza poziom jasnosci piksela o indeksie pionowym m

i poziomym n:

g1 812 - 8BIN

g21 822 -+ 8BoN

G= (11.1)

gm1 Em2 - BMN

Rozmywanie obrazu polega najczgsciej na przyporzadkowaniu kazdemu
poziomowi jasno$ci odpowiedniego stopnia przynaleznosci do zbioru rozmytego
jasny. Kazdy piksel bedzie wigc charakteryzowal si¢ okreslonym stopniem
przynaleznosci p,,, €[0,1]. Czgsto stosowana funkcja przynalezno$ci wyraza sig

wzorem:
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-y
=1 MJ 11.2
18 ( + B ( )

We wzorze 11.2 g, 0znacza najwigksza jasno$¢, natomiast y i  sa odpowiednio
dobieranymi wspolczynnikami. W wyniku operacji rozmywania macierz 11.1
przybiera nastgpujaca forme:

M M2 o N
U= Mo Moo o HoN (11.3)
HBvi Um2 - BN

W celu zwigkszenia kontrastu obrazu mozna dokona¢ modyfikacji funkcji
przynaleznosci wedlug reguty:
2- 2 0<pm <05
_ )2 [Mmn] Hmn (11.4)
1-2-[1-p,, 1° 0,5< Uy, <1
Wyostrzanie jest procesem odwrotnym do rozmywania i w zwiazku z tym moze
by¢ przeprowadzone wedtug formuty:

S = Emax ~Bllbm) 7 1] (11.5)
Po modyfikacji i wyostrzeniu na wyjsciu powstaje obraz o wigkszym kontrascie
(rys. 11.4).

~ ™\ : . ™
40 | 56 | 64 / PRI |0,01p,220,27 Oibraz
57 (201|200 0,230.500,57 preetworzony
210|220 (240 modrfkac, DB E90,92
fnkeji
Cihrar pravmalesnsel
orymnaln
RE s 0,05)0,08)0,13
M vy »[1.130,520,54
strzarie
R T
b vy

\- /

Rys. 11.4.Etapy przetwarzania rozmytego

Algorytm rozmytego zwigkszania kontrastu sklada si¢ wigc z nastgpujacych
krokow:

1. Ustalenie parametrow guax, B, V.

2. Rozmywanie poziomu jasno$ci wedtug wzoru 11.2.

3. Rekursywna modyfikacja funkcji przynaleznoscip,,, = p;,, wedlug wzoru
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11.4.

4. Generacja nowych pozioméw jasnosci g'mn wedlug odwrotnego
przeksztatcenia (wzor 11.5).

Oczywiscie mozliwe jest przy zastosowaniu tej metody rowniez zmniejszenie
kontrastu. W tym celu, dla przyktadu, modyfikacja funkcji przynaleznosci (krok
3) moglaby by¢ usredniong warto$cia dla kilku (np.: czterech) sasiednich pikseli:

W= Yt (11.6)
4 m,neQ

gdzie Q={<i, j+1>, <i, j-1>, <i+l, j>, <i-1, j>}.
Uniwersalna metoda rozmytego przetwarzania obrazéw cyfrowych jest
wykorzystanie odpowiednio dobranych regul rozmytych. Ten sposéb moze
rowniez stuzy¢ do poprawy kontrastu. Algorytm oparty o reguly rozmyte
przetwarzania obrazu sklada si¢ z nastepujacych krokow:
1. Ustawienie parametrow systemu wnioskowania rozmytego tj. cech
wejsciowych, funkcji przynaleznosci itp.
2. Opracowanie bazy regut rozmytych.
3. Rozmywanie jasnosci aktualnego piksela.
4. Wnioskowanie na podstawie bazy regut.
5. Wyostrzanie.
Przyktad 11.1.
Przesledzmy dzialanie algorytmu przetwarzania obrazu opartego o nastgpujace
funkcje przynaleznosci do zbioréw rozmytych wejsciowych ciemny, Sredni, jasny
oraz wyjsciowych singletonéw rozmytych: czarny, szary, bialy (rys. 11.5).

WY
1 11l .
. CZarny szary biaty
0,84 0,81
0,67 04
044 0.4
0,2+ 0,24
D T ||||||||||||| D IIIIIIIIIIIIlIIIIIlIIl
o 130200 250 1] 50 100 150 200 250
1asnasc jasnosc

Rys. 11.5. Zbiory rozmyte wejsciowe (WE) i wyjsciowe(WY) do regutowej
regulacji kontrastu

Utworzmy bazg nastepujacych regut rozmytych:

R': JEZELI gm, ciemny TO g’ czarny

R*: JEZELI Zmn STedni TO g’ szary

R*: JEZELI g, jasny TO gu,’ bialy

Przesledzmy wynik wnioskowania dla dwoch pikseli p1 (o jasnosci 70) i p2
(o0 jasnosci 150). Wynik wnioskowania przedstawiony zostat na rys. 11.6.
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p

CEZarmy SEary bialy
0,54
0,67 B
044 D
0,2+ ' 1 ]
|
/ A
D ||||I|!|||||||!|||||||||| D |||I|||||||||||||I|||I
0 500 100 1350 200 250 0 50 100 150 200 250
pl nZ ]asnosc jasnodé

Rys. 11.6. Wnioskowanie rozmyte dla pikseli P1 i P2 o jasnosciach 701 150

W wyniku aktywacji pierwszej reguly dla pikseli o jasnosci pl otrzymujemy
stopien przynaleznosci 0,3 do singletonu czarny 1 0,76 do singletonu szary.
Poniewaz zbiory wyjsciowe sa singletonami  wyostrzanie przeprowadzimy
wedlug wzoru:

_ Hciemny S+ Ugreani - S2+ Hjasny -§3

g;nn -

(11.7)

Heiemny t Hsredni + H jasny
Dla pikseli o jasnosci p1 otrzymamy:
_0,76-20+0,3-120 _

: 48
St 0,76 + 0,3
Natomiast dla pikseli p2 o jasnosci 150:
_0,47-220+0,59-120 ~164

Spt 0,47 + 0,59
Widzimy wigc, ze piksele o jasnoSci 70 zostaly przyciemnione, piksele o jasnosci
150 rozjasnione.

11.3. Techniki rozmytej segmentacji

W wielu aplikacjach stosuje si¢ progowanie obrazéw na ich odpowiedniki
binarne. Generowanie obrazéw binarnych jest czgsta procedura przy ekstrakcji
cech i rozpoznawaniu obiektow. Moze by¢ traktowane, jako najprostszy sposob
segmentacji lub bardziej ogoélnie, jako dwuklasowa procedura grupowania.
Wyroznia sig kilka algorytméw progowania rozmytego (ang. fuzzy thresholding),
a mianowicie: metoda regut rozmytych (ang. rule-based approach), zastosowanie
teorii informacji (ang, information-teoretical approach), podejScie rozmytej
geometrii (ang. fuzzy geometrical approach) grupowanie rozmyte (ang. fuzzy
clustering) np.: przy zastosowaniu rozmytej metody c-§rednich (ang. fuzzy c-
means — FCM).
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Czgsto w progowaniu obrazow znajduje zastosowanie metoda zwigzana

z teoria informacji ze wzgledu na prostote i szybko$¢. Polega ona na
poszukiwaniu miniméw lub maksiméw takich wielkosci jak indeks rozmycia
(ang. index of fuzziness), rozmytej entropii (ang. fuzzy entropy), rozmytej
dywergencji (ang. fuzzy divergence) itp. NajczgSciej stosowana miarg jest indeks
rozmycia, ktory dla podzbioru A obrazu MxN z L poziomami szaro$ci
(ge[0,L —1]), histogramem h(g) i funkcja przynaleznosci pa(g) jest definiowany

nastgpujaco:
5 L
Y (A)=——> h(g)-min[p, (g),1-p, ()] (11.8)
MN &
Dla obrazow przestrzennych wzér 11.8 przybiera postac:
2 &S
«/L(A)=M—NZ D min[p s (gmn)sl-Ha (Ema)] (11.9)
m=] n=1

W celu okreslenia globalnego i lokalnego rozmycia nalezy zdefiniowac funkcj¢
przynaleznosci pa(g). W literaturze spotyka si¢ zastosowanie roéznego rodzaju
funkcji od standardowej funkcji s (rys. 11.7) po wyrazonej liczba LP (wzér
11.10).

1 1-t R

0,54 4

d (d+g)/2 £
Poziom szarosci

Rys. 11.7. Funkcja przynaleznosci typu s w zastosowaniu do progowania obrazow

Tizhoosh zdefiniowat progujaca funkcj¢ przynaleznosci jako liczbeg LP :

0 dla g< min & 2 Zmax

o
u(g) =1{L(g) = (MJ dla gy <g<T (11.10)
T ~ Zmin

p

P(g)= (MJ dla T<g<gnax
8max — T

We wzorze 11.10 gumin 1 Zmax OZnaczaja: minimalny i maksymalny poziom

jasno$ci, T — odpowiednio zmieniany poziom w zakresie [0, L-1]. Wspotczynniki

o, B sa dobierane do danego histogramu.

Ogolny algorytm progowania obrazow z zastosowaniem miary rozmycia sktada
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si¢ z nastgpujacych krokow:

1. Wybor ksztattu funkcji przynaleznosci.

2. Wybodr wiasciwej miary rozmycia (np.: obliczanej wedtug wzoru 11.8).

3. Obliczenie histogramu obrazu.

4. Inicjalizacja potozenia funkcji przynaleznosci.

5.Przesuwanie funkcji przynaleznosci wzdtuz zakresu poziomu szarosci (przyktad
przesuwania przedstawia rys. 11.8) 1 wyliczanie w kazdej pozycji odpowiedniego
rozmycia (wzor 11.10).

6. Lokalizacja poziomu optymalnego g, w maksimum rozmycia.

7. Przyjecie poziomu T=g,, za wyznaczony prog.

przesuwanie hezhy rozmyte

pl

0,54

2

Rys. 11.8. Przesuwanie funkcji przynaleznosci typu A w zakresie poziomu
szarosci. Maksimum rozmycia (T) wskazuje optymalny prog

W przetwarzaniu obrazéw medycznych znalazla tez zastosowanie koncepcja
Zadeha rozmytej granulacji. Ideg takiego przetwarzania zilustrowano na rys. 11.9.

obraz

[ kwantyzacja i ekstrakcja cech

/

[ iteracyjne faczenie rozmyte

v

[ granula ] oo [ granula ]

Rys. 11.9. Implementacja metody rozmytej granulacji
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11. 4. Detekcja krawedzi z zastosowaniem logiki rozmytej

Obrazy rzeczywiste, szczegdlnie medyczne lub wykonane w podczerwieni sa
czgsto niekompletne i nieostre. W szczegélno$ci trudnym problemem jest
wykrycie krawedzi, rozmytych, stabo widocznych, czesciowo ukrytych,
znieksztatconych w wyniku niejednolitego o$wietlenia itp. Typowe krawedzie
charakteryzuja si¢ gwattowana zmiana funkcji Iub nachylenia plaskiej
powierzchni. W obrazach rozmytych krawgdzie maja rozne stopnie zaciemnienia
lub oddzielaja obszary o niejednakowej jasnosci oraz zaszumione. Regiony, ktore
nie sa rozdzielone w sposéb ostry, moga by¢ traktowane jako rozmyte podzbiory
obrazu. Kazdemu pikselowi obrazu moze by¢ przyporzadkowany stopien
przynaleznosci do zbioru rozmytego [2-4, 6, 11, 22-23].

W praktycznych realizacjach zakres intensywnosci jest dzielony na szereg
podzbioréw rozmytych X; = {u(x, y)/(x, y)} reprezentujacych kolejne (I-te)
poziomy intensywno$ci. Powierzchnia podzbioréw rozmytych:

au=) > nx.y) (11.11)
Xy
Dlugosé (I(p)) i szerokose¢ (b(p)) zbioru rozmytego mozna przedstawi¢ wzorami:
I(w) = mgx(Z u(x, y)} (11.12)
y
b(w) = m;u{z u(x,y)J (11.13)

Indeks pola obszaru zbioru rozmytego (ang. index of area coverage) IOAC
wyraza si¢ nastgpujacym wzorem:

IOAC(Mzﬁ (11.14)
I() - b(u)

Minimalizacja wskaznika IOAC jest obiektywnym kryterium progowania
histogramu i segmentacji obrazow. Algorytm  wykorzystujacy powyzszy
wskaznik sklada sig z nastgpujacych krokow:
1. Konstrukcja funkcji przynaleznosci np.: typu s lub A
2. Obliczenie wskaznika IOAC(p) wedtug wzorow 11.11 — 11.14.
3. Przesuwanie funkcji przynaleznosci (jak na rys.11.8) i poszukiwanie lokalnych
minimow.
4. Kazdy punkt dla ktérego istnieje minimum wskaznika IOAC jest
porownywany z punktami sasiednimi.

Detekcja krawedzi jest takze mozliwa przy zastosowaniu regut rozmytych
Przyktad konstrukcji regut rozmytych do tego celu zilustrowano na rys. 11.10.
W algorytmie tym zostaly odpowiednio rozmyte jasnosci punkow obrazu przy
zastosowaniu wybranej funkcji przynaleznosci do zbioru rozmytego ciemny.
Nastgpnie obszar obrazu dzielono na fragmenty 3x3. Wykrywanie linii bylo
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wynikiem oceny funkcji przynaleznosci trzech punktow sasiadujacych do zbioru
rozmytego ciemny.

JEZELI TO JEZELI TO

LI | [
H |~ i —n
| [l LI
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NN | [N
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Rys. 11.10. Przyktadowa konstrukcja regut rozmytych do detekcji krawedzi
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12.1. Grupowanie rozmyte w diagnostyce medycznej

Podczas badan medycznych czgsto uzyskuje si¢ bardzo duza liczbe danych,
czgsto nieprecyzyjnych i nieostrych. Z tego wzgledu stosowane sa aplikacje do
inteligentnego ich grupowania. Jeden z podstawowych algorytmow grupowania
rozmytego zostat opisany w podrozdziale 7.2.1.

Przyktadowe zastosowanie grupowania rozmytego do klasyfikacji zaburzen
rytmu serca przedstawili Geva i Karem [1]. Pomiary dotyczyly interwatow
czasowych pomigdzy charakterystycznymi punktami EKG w trwajacym 30 minut
zapisie tego sygnalu. W wyniku pomiaréw uzyskano ok. 6000 danych R(n).
Poniewaz arytmia objawia si¢ wydluzeniem Iub skroceniem interwatu
przeprowadzono grupowanie rozmyte w przestrzeni R(n) R(n+1), dzigki czemu
uzyskano obraz arytmii w postaci skupien odpowiadajacych normalnemu,
przyspieszonemu i spowolnionemu rytmowi serca.

12.2. Rozmyte przetwarzanie obrazow medycznych

W przetwarzaniu obrazéw medycznych techniki logiki rozmytej sa stosowane
do polepszania ich widocznosci, segmentacji i rozpoznawania. Przykladowe
wykorzystanie logiki rozmytej do segmentacji obrazoéw otrzymanych z rezonansu
magnetycznego zostanie zaprezentowane na podstawie badan, ktore
przeprowadzili Kobashi, Yata i Hall [1]. Na obrazach MRA (ang. magnetic
resonance angiography) naczynia krwiono$ne sa stabo widoczne, a ich granice
nieostre. W celu wyselekcjonowania tych struktur z otoczenia, ktore sklada sig
z tkanki kostnej, mig$niowej, thuszczowej, pltynu mézgowego, biatej 1 szarej
tkanki mozgu, zastosowano metodg granulacji rozmytej informacji (rozdz. 11).
W procesie ekstrakcji cech wyrdzniono trzy cechy charakteryzujace kwant
naczynia krwiono§nego a mianowicie unaczynienie (4,), waskosc¢(A,)

i konsystencje histogramu (A;). Pierwsze dwie cechy okreslajace podobienstwo
kwantu do naczynia krwiono$nego zostaly zdefiniowane wzorami:
4rS,, A%

szj'Lszm An=S3T (12.1)

Ly, Sm — odpowiednio obwdd oraz powierzchnia przekroju poprzecznego, M -
dhugos¢ kwantu wzdhuz gtdownej osi, V — liczba voxeli kwantu, S — §rednie pole
przekroju.

Trzecia cecha wynikajaca z charakterystyki histogramu odrdézniajacej naczynia
krwionosne od innych tkanek wyznaczana byla ze wzorow:

_J.x-gp(x)dx _[,(x)
" Jepodx S,(x)

Odpowiednie zmienne we wzorach 12.2 oznaczaja: x — poziom jasnosci, f,(x),
f(x) — odpowiednio, liczby voxeli kwantu i calego obrazu o poziomie jasnosci x
unormowane do 1.

g, () (12.2)
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Na podstawie wiedzy ekspertow lekarzy opracowano funkcje przynaleznosci do
nastgpujacych zbioréw rozmytych: wysoki (W), raczej wysoki (rW), niski (N)

i raczej niski (rN) dla poszczegdlnych parametréow. Na rys. 12.1 przedstawiono
przyktadowe funkcje przynalezno$ci do tych zbioréow dla parametru A,.

M tH W W

o1
0,8

0,6

0,4

0,2
gl A

LA N L L N L L L B
] 02 04 06 08 1
Rys. 12.1 Funkcje przynaleznosci do zbiorow rozmytych: niski (N), raczej niski
(rN), raczej wysoki (rW) i wysoki (W) poziom parametru A,

Segregacja kwantow odbywata si¢ wedlug regut umieszczonych w tabeli 12.1

Tabela 12.1. Selekcja kwantow do grup: naczynie krwionosne, tkanka tltuszczowa

model | Nazwa A, A, Ay

A naczynie wysoka wysoka wysoka
B naczynie | raczej wysoka | raczej wysoka | raczej wysoka
C naczynie raczej niska wysoka raczej wysoka
D thuszcz raczej niska wysoka raczej niska
E thuszcz raczej niska raczej niska raczej niska
F thuszcz niska niska niska

Globalny stopien przynaleznosci dla danego kwantu byt wyznaczany w oparciu
o formute:

By Ry,
p=min( ) (12.3)

Kwant byt zaliczany do tej grupy, dla ktorej jego globalny stopien przynaleznosci
byt najwigkszy. W nastgpnym kroku algorytmu kwanty sasiadujace byty taczone.
Proces faczenia przebiegal wedlug nastgpujacej zasady. Dla potaczonych
kwantow obliczano parametry A,, A, 1 A, oraz okre§lano stopien przynaleznos$ci
postugujac si¢ formutami i wzorem 12.3. Globalny stopien przynaleznosci
potaczonych kwantéw porownywano ze stopniami dla pojedynczych kwantow.
Jesli stopien przynaleznosci catosci byl wigkszy od stopni przynalezno$ci
pojedynczych elementow taczenie akceptowano. Proces byt kontynuowany do
momentu, gdy juz zaden kwant nie byl przylaczany. W ten sposob otrzymywano
granule. Pozwolito to zobrazowa¢ waskie naczynia krwionosne i rozgalezienia
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bardzo stabo widoczne na obrazie oryginalnym, co jest niezmiernie wazne
w diagnozowaniu tetniakéw w mozgu.

12.3. Rozmyte systemy monitorowania i kontroli

Monitorowanie i kontrola rozmyta jest przedmiotem bardzo wielu systemow
do obserwowania sygnatow fizjologicznych, automatycznego dawkowania
lekarstw, sterowania aparatura oddechowa, automatycznych alarmow. Sa to
systemy o duzym stopniu zlozono$ci. Wiele aplikacji opracowano do kontroli
anestezjologicznej. Przykladem inteligentnego alarmu anestezjologicznego jest
system, ktory opracowali Jungk, Thull i Rau [1]. Architekture tego systemu
przedstawia rys. 12.2.

r e lekarz
pacjent
\, ’ mmonitor
¢ mohitorowranie
- 1 kontrola
paratmnetrsy ¥
EYCI0WE
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¥ [ zdarzenda I
prEetwarzanie ]
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Rys. 12.2. Architektura inteligentnego alarmu. Podsystem rozmyty otoczony liniq
przerywang

Parametry zyciowe: wskazania -elektrokardiografu, czgsto$¢ serca, tetnicze
ci$nienie skurczowe, itp. mierzone co 5 sek. oraz trendy spadku lub wzrostu
(obliczane przy wykorzystaniu regresji liniowej i wielomianowej) po wstgpnym
przetwarzaniu i rozmyciu stanowity zmienne wejSciowe uktadu wnioskowania
rozmytego. Odbywato si¢ ono na podstawie 569 regul opracowanych na
podstawie danych uczacych. Zastosowano trojstopniowy system regutowy.

W pierwszym stopniu poprzedniki regul stanowity: parametr zyciowy i jego
trend. W drugim odpowiednio taczono parametry wyjsciowe z pierwszego
stopnia, w trzecim drugiego stopnia. Stosowano kompensator Zimmermana

z parametrem vy=1/2, jako operator agregujacy. Na wyjSciu stosowano
sygnalizator barwny zlozony z czterech sigletonéw rozmytych: pgopre(X) =1 —
zielony, Wioche z1e (X) =1 — 20lty, pu(X) =1 — pomaranczowy, Heardzo z2¢(X) =1 —
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czerwony. Dzialanie systemu zostalo przetestowane przez lekarzy

anestezjologébw. Jest to bardzo wazna procedura przy konstruowaniu systemow

dla medycyny. Ocena stanu pacjenta przez anestezjologa stanowita punkt

odniesienia dla inteligentnego systemu. Macierz ocen przedstawia rys. 12.3.
Ocena: Inteligentny system alarmowy

dobrze troche e e hardzo ile
@
£ prawda falsz falsz
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=
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&
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o ﬁ falsz falsz prawda
_E negatywne negatywne pozytyvme
q
=

Rys. 12.3. Macierz ocen inteligentnego alarmu

Zastosowano nastepujace wskazniki oceny alarmow:

Czulos¢ (ang. sensitivity) = (D pozytywnych prawdziwych) / (3. pozytywnych
prawdziwych +) negatywnych falszywych).

Specyficznos¢  (ang.  specificity) = (3 .negatywnych prawdziwych) /
(3 negatywnych prawdziwych +) pozytywnych fatszywych).

Przewidywalno$¢ (ang. predictability) = (3 pozytywnych prawdziwych) /
(X pozytywnych prawdziwych +) pozytywnych fatszywych).

Parametry te wynosity odpowiednio: 95,7%, 95,3%, 87,4, co $wiadczy o dobrym
funkcjonowaniu systemu.

12.4. Relacje rozmyte w diagnostyce medycznej

Diagnozowanie medyczne polega na okre§laniu zwigzku pomigdzy
symptomami i chorobami. Wiedza o symptomach uzyskiwana bezposrednio z
wywiadu z pacjentem oraz specjalistycznych badan charakteryzuje si¢ roznym
stopniem niepewno$ci. Dla przyktadu na podstawie wynikow laboratoryjnych
niemozliwe jest okreslenie ostrej linii granicznej pomigdzy stanem prawidtowym
i patologicznym. Opis objawow choroby przez pacjenta jest subiektywny
i niekompletny, moga by¢ one wyolbrzymiane lub niedoceniane. Uzasadnione
jest wigc wykorzystanie zbiordéw i relacji rozmytych w systemach wspomagania
diagnostyki. Pierwszy rozmyty model relacyjny migdzy symptomami i chorobami
zaproponowal w 1979 roku Sanchez. W modelu tym zbidr rozmyty A(s)
reprezentowal symptomy obserwowane u pacjenta, natomiast relacja rozmyta
R(s, d) medyczng wiedzg o zwiazku symptomow s z chorobami d. Zbior rozmyty
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B(d) odpowiadajacy przypuszczalnej diagnozie byl wynikiem zlozenia zbioru
rozmytego A(s) i relacji rozmytej R(s,d) (wzory 12.4).
B=AoR

B(d) = masx{min[A(s), R(s,d)]} (12.4)

Stopnie przynalezno$ci obserwowanych symptomoéw do zbioru rozmytego A(s)
zalezaly od mozliwosci wystgpowania symptomow lub ich intensywnosci.
Stopnie przynalezno$ci w zbiorze rozmytym B(d) okreslaty poziom pewnoS$ci
diagnozy. Relacje rozmyte R(s, d) moga tworzy¢ wigksze relacje T bedace
ztozeniem z relacja Q okre$lona na zbiorze pacjentow P i zbiorze chordb D (rys.
12.4):

T=QoR (12.5)
Kompilacja wiedzy medyozne]
chorohy symptomy chotoby
Bl TcPxD = g QeFxs | e g Eci=zD
=5 o &
. o — J
L. V Wiedza medyczna
Dogwiadezenie medyczne
Proces disgnostyezy choroby
=
choroby symptomy E
o
BEcD — =t o ﬁ Eci=xD
', N s
dlivra choral bserwt
fuozRwa shoroha D SEIWHWALLE Wiedza medyozna
pacjenta symptomy

Rys. 12.4. Zbiory i relacje rozmyte w diagnostyce medycznej

Do rozwiazania rozmytego rownania relacji 12.5 potrzebne jest do§wiadczenie
medyczne pozwalajace na okreslenie relacji pomigdzy symptomami i chorobami
na podstawie wczesniejszych diagnoz. Mozliwe jest, ze w relacji R pojawi sig
wigce] zwiazkow symptomy-choroby niz w rzeczywistoSci. Rezultaty
zastosowania relacji R do danych symptomow nalezy, wigc, traktowac raczej jako
hipotezy niz potwierdzenie diagnozy. W modelu, ktéry zaproponowat Adlassnig
w projekcie CARDIAC-2 do wspomagania diagnozy, zatozono istnienie dwoch
typow relacji: wystgpowania i potwierdzenia. Pierwszy typ jest zrodlem wiedzy
o tym, jak czgsto symptomy s wystepuja przy chorobie d, drugi okre§la moc

z jaka symptomy potwierdzaja diagnoz¢ danej choroby.

Przyktad 12.1.

Oznaczmy ostre zbiory symptomdw, chordb i pacjentoéw odpowiednio przez S, D
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i P. Zdefiniujmy relacje Ry(s, p) na iloczynie kartezjanskim PxS. Funkcja
przynaleznosci (s, p) wskazuje na stopien obecnosci symptomu s u pacjenta p.
Zdefiniujmy relacje rozmyta Ry(s, d) na iloczynie kartezjanskim SxD. Stopien
przynaleznos$ci po(s, d) jest wskaznikiem czgstosci wystgpowania symptomu s
podczas choroby d. Niech R(s, d) bedzie rozmyta relacja okreSlona na tym
samym zbiorze SxD, zawierajaca stopnie przynaleznosci p.(s, d), bedace
wskaznikami potwierdzenia przez symptom s diagnozy choroby d. Oczywiscie
stopnie przynalezno$ci do tych relacji wynika¢ powinny z dokumentacji
medycznej, zawierajacej np.: stwierdzenia typu: ,, symptom s rzadko wskazuje na
chorob¢ d” lub ,symptom s zawsze wskazuje na chorobg d”. itp.
Przyporzadkujmy odpowiednie stopnie przynaleznosci do stwierdzen
lingwistycznych zawsze, czesto, rzadko, nigdy a mianowicie: 1; 0,75; 0,5; 0,25;
0. Zatézmy, ze dokumentacja medyczna dotyczy relacji migdzy symptomami s,
S, S3, @ chorobami d;, d, i sktada si¢ z nastgpujacych stwierdzen:

Symptom s; wystepuje bardzo rzadko u pacjentow chorych na d,.

Symptom s; wystepuje czesto u pacjentow chorych na d, lecz rzadko potwierdza
diagnoze choroby d..

Symptom s, wystepuje zawsze u pacjentow chorych na d; i zawsze potwierdza
chorobe d,; s, nigdy nie wystepuje przy chorobie d, i jego obecnos¢ nigdy nie
potwierdza choroby d,.

Symptom s; wystepuje bardzo czesto u pacjentow chorych na d, i czesto
potwierdza chorobe d,.

Symptom s; wystepuje rzadko u pacjentow chorych na d;.

Poniewaz w niektérych stwierdzeniach wystegpuje lacznik bardzo odpowiednie
stopnie przynaleznos$ci zostana obliczone poprzez modyfikacje:

Hbardzo (X) = [H(X)]z (126)

Na podstawie zataczonej dokumentacji mozemy utworzy¢ nastgpujace relacje
rozmyte:

0,06 0,75 0,5 0,25
0,25 0,56 0,5 0,75

Zat6zmy, ze znamy relacje Ry wystgpowania symptomow sy, s,, S3 U pacjentow py,
p23 p3‘

04 08 07
Rg=[0,6 09 0
09 0 1

Majac relacje Rg 1 Rg oraz R¢ tworzymy cztery relacje: R; - oznaczajaca
wystgpowanie symptomow, R, — potwierdzajaca diagnozg, R; - oznaczajaca
niewystgpowanie symptomow i R4 - nie potwierdzajaca diagnoze.
0,8 0,56 0,8 0,7
R;(p.d)=RgoRp=]09 0,6 R,(p,d)=RgoRc=[09 025
0,25 0,75 0,5 0,75
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0,7 08 0,25 0,6
R3(p,d)=Rgo(1-Rp)=10,6 0,9 R4(p,d)=(1-Rg)°Rp =| 0,25 0,56
09 044 1 0,1

Z tych czterech relacji mozna wyciagna¢ wiele wnioskéw diagnostycznych.
Relacja R, wskazuje, ze symptom d; potwierdza diagnoze u pacjenta p,. Relacje
R; i Ry wykluczaja diagnozg u pacjenta p; na podstawie symptomu d;.
Generalizujac mozna uznaé, ze wystarczajacym potwierdzeniem hipotezy dla
pacjenta p na podstawie symptomu d jest aby max[R;(p,d),R, (p,d)]>0,5.

W podznigjszych wersjach systemu CADIAG-2 zawarto nie tylko relacje
symptomy-choroby, ale rowniez relacje choroby- choroby, symptomy-symptomy
oraz zwiazki migdzy kombinacjami choroby-symptomy. System zostat
przetestowany w przypadkach choréb reumatycznych uzyskujac 94,5%
poprawnych diagnoz.

12.5. Logika rozmyta w medycznych systemach ekspertowych

Systemy ekspertowe sg inteligentnymi programami komputerowymi,
w ktorych wykorzystywana jest wiedza i stosowane procedury wnioskowania
w oparciu o doswiadczenia czltowieka - specjalisty w danej dziedzinie.
Podstawowe elementy systemu eckspertowego to baza wiedzy, maszyna
wnioskujaca oraz interfejs uzytkownika, za posrednictwem ktérego moze on
uzyska¢ odpowiedz na zadane systemowi pytanie. Baza wiedzy sklada si¢ ze
zbioru faktow oraz regul, ktéore sa wykorzystywane w module wnioskowania.
Dobry system ekspertowy powinien zawiera¢ mozliwie pelng wiedz¢ w danej
dziedzinie, zapewnia¢ mozliwo$¢ jej aktualizacji, umiejetnie nasladowaé sposob
rozumowania cztowieka — eksperta oraz charakteryzowac si¢ przyjaznym dla
uzytkownika interfejsem. Dla celow medycznych opracowano wiele systemow
ekspertowych. Przyktadami sag: MYCIN - opracowany w USA w 1974 r. - stuzacy
jako ,,doradca” dla lekarzy przy diagnozowaniu choréb zakaznych, CASNET-
zbudowany przez Kulikowskiego i Weissa do diagnozowania  stanoéw
chorobowych zwiazanych z jaskra, PIP - wspomagajacy diagnoze¢ chorob
zwiazanych zaburzeniami nerek, INTERNIST/CADUCEUS do diagnozowanie
500 jednostek chorobowych, AVES-N - opracowany przez IBIB PAN oraz
Instytut Matki 1 Dziecka przeznaczony do wspomagania leczenia noworodkow
z zespolem niewydolnos$ci oddechowej. Ze wzgledu na fakt, ze dane medyczne
pochodzace z wywiadu z pacjentem i badan laboratoryjnych charakteryzuje
czgsto niepewno$¢ 1 nicostro$¢ granic, do systemow ekspertowych wlaczane sa
elementy logiki rozmytej. Jednym z takich systemow jest DSCHDRA do oceny
zagrozenia choroba zakrzepowa krwi, ktory opracowali Schuster, Adamson
i Bell. Ogo6lny schemat tego sytemu przestawia rys. 12.5.
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Zbi6r danych .
1. [Wiek] Baza preyp adkow

2. [Palenie]

3 [Cisnienie krwi]
4. [Akt Fizycena) C;}).

| oAy D
25 CHOLESTERCL

Komponent wiioskowania
rozraytegn

Rys. 12.5. Schemat ogolny systemu ekspertowego do oceny zagrozenia chorobq
zakrzepowq krwi

W systemie tym mozna wyrdzni¢ dwie podstawowe czesci: baze przypadkow
oraz komponent wnioskowania rozmytego. Zapytanie jest kierowane do bazy,

w ktorej poszukiwany jest najblizszy podanym wartosciom przypadek medyczny
oraz rozmytego systemu wnioskowania, ktory sklada si¢ standardowo z: bloku
rozmywania, bazy regutl rozmytych bloku wnioskowania oraz wyostrzania.
System wnioskowania rozmytego stuzy gtownie do oceny cholesterolu, ktérego
zwigkszony poziom jest gtowna przyczyna choroby zakrzepowej krwi. Do petne;j
oceny ryzyka istotne znaczenie maja pomiary poziomu: ogélnego T (ang. total),
LDL (ang. low-density lipoproteins) zwanego czgsto ,,ztym cholesterolem”, HDL
(ang. high-density lipoproteins) zwanego ,,dobrym cholesterolem” oraz
stosunkéw T/HDL, LDL/HDL. Jesli wartosci tych wskaznikow nie przekraczaja
okreslonych granic, okresla si¢ poziom cholesterolu jako normalny. Granice te sa
oczywiscie nieostre. Dla kazdego ze wskaznikow opracowano w oparciu o opinie
lekarzy specjalistow funkcje przynalezno$ci do zbioréw rozmytych: normalny,
graniczny, nienormalny i ryzykowny. Podobnie nazwane zbiory rozmyte
charakteryzowaty rozmycie wskaznika na wyjsciu, ktérego zakres ustalono na
[0,1] o nazwie ogdlnej cholesterol. Tak wigc na wyjsciu otrzymywano zbior
rozmyty. W wyniku wyostrzania uzyskiwano wskaznik informujacy o tym, czy
pomiary wskazuja na stan normalny, graniczny wzglednie stan zagrozenia.
Informacja ta w potaczeniu z analiza przypadkéw zblizonych dawata pelny obraz
stanu zagrozenia u badanej osoby.
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