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PRZEDMOWA

Tworzenie realistycznych gier komputerowych wymaga stosowania zasad
fizyki. Jeszcze do niedawna, ten postulat nie mogl by¢ realizowany z powodu
niewystarczajacych mocy obliczeniowych domowych komputerow. Obecny
postep w technice komputerowej (szybkie procesory, duze pamigci,
wyspecjalizowane kary graficzne z GPU, nowoczesne technologie typy CUDA)
pozwalaja w coraz szerszym stopniu wykorzystywa¢ formalizm fizyki do
realistycznego modelowania zjawisk. Tworzac realistyczne gry komputerowe
mamy zbidr wymagan:

» Chcemy, aby w naszej grafice, obiekty poruszaly si¢ w
sposob naturalny

« Zadamy by ruch byt zgodny z naszym codziennym
doswiadczeniem

*  Musimy bra¢ pod uwagg uwarunkowania (ograniczenia)
sprzetowe

*  Przetwarzanie nie moze by¢ zbyt kosztowne

*  Musimy wyznaczy¢ granice dokladnosci modelowania i
symulacji (korzystajac z rachunku rézniczkowego)

Fizyka jest rozlegta 1 skomplikowang dziedzing wiedzy, operujaca
skomplikowanym aparatem matematycznym. Na szczgscie w praktycznym
wykorzystaniu zasad fizyki w grach komputerowych i animacjach wystarcza
wiadomo$ci wykladane w szkole $redniej. Kluczowym dzialem fizyki
wykorzystywanym w grach komputerowych jest mechanika.

W uniwersyteckich programach nauczania grafika komputerowa jest istotnym
elementem wyksztalcenia informatyka.

Niniejszy podrecznik przeznaczony jest dla studentow informatyki
specjalizujacych sie w grafice komputerowej i tworzeniu gier komputerowych.
Podrgcznik ma stuzy¢ pomoca studentom tworzagcym oprogramowanie na
zajeciach laboratoryjnych z zakresu gier i animacji komputerowych.

Od czytelnika niniejszego podrgcznika wymaga si¢ znajomosci wybranego
srodowiska programistycznego (C++/ QT, Java).

Oczywiscie znajomo$¢ algebry, analizy matematycznej i geometrii analitycznej
jest takze wymagana.



VI Przedmowa

Podrecznik sktada si¢ z siedmiu czesci.

W rozdziale pierwszym omoéwiono podstawowe koncepcje fizyki: pomiary,
jednostki wielkosci fizycznych, pojecie sity i zasad dynamiki Newtona oraz
wprowadzono poj¢cie punktu materialnego.

W rozdziale drugim omoéwiono niezb¢gdny w animacjach i tworzeniu
realistycznych gier komputerowych formalizm matematyczny: rachunek
rozniczkowy i catkowy.

Rozdzial trzeci poswigcony jest metodom numerycznym, duzo uwagi
poswiecono  calkowaniu numerycznemu i numerycznym — metodom
rozwiagzywania rownan rézniczkowych zwyczajnych.

W  rozdziale czwartym omowiono ruch obiektow w ziemskim polu
grawitacyjnym, opisano modelowanie rzutu pionowego, poziomego i uko$nego.
W rozdziale pigtym ponownie omawiano rzuty, tym razem z uwzglednieniem
wplywu oporu na ruch ciat.

Rozdzial szésty omawia modelowanie ruchu pojazdow z uwzglednieniem
wptywu tarcia, oporu i sit dosrodkowych.

W rozdziale si6dmym omodwiono modele zderzen oraz metody wykrywania
kolizji.

Podrecznik powstal na podstawie dziesigcioletniego do$wiadczenia autora W
prowadzeniu wykltadow i ¢wiczen laboratoryjnych z przedmiotu grafika
komputerowa oraz wyktadow z jezykoéw programowania i metod numerycznych
prowadzonych na kierunku Informatyka w Uniwersytecie M. Curie-
Sktodowskiej w Lublinie.
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1.1. Pomiary i jednostkKi

Fizyka jest nauka o budowie oraz wlasciwosciach materii i dziatajacych na
nig sitach. Dzigki obserwacjom i doswiadczeniom odkrywamy prawa rzadzace
w naturze. Zasadniczo fizyka opiera si¢ na pomiarach. W do$wiadczeniach
mierzymy rozne wielkosci. Kazda wielkos¢ mierzymy w odpowiednich
jednostkach. Jednostka to nazwa miary danej wielkosci. Na przyktad jednostka
czasu jest sekunda, jednostka dlugosci jest metr. Nalezy pami¢tac, ze mamy
do$¢ duze zamieszanie, jezeli chodzi o stosowane jednostki pomiarowe. Na
przyklad w Stanach Zjednoczonych do dzisiaj temperatur¢ podaje sie w
stopniach Fahrenheita, a w Europie w stopniach Celsjusza. W 1792 roku we
Francji wprowadzono nowy uklad miar i wag — uklad metryczny. Wtedy
zdefiniowano metr, poczatkowo, jako jedng dziesigciomilionowa czgs¢
odlegtosci od bieguna poétnocnego do rownika. Ze wzgledow praktycznych
zbudowano wzorzec metra - byt to pret wykonany ze stopu platyny i irydu, a
metr okreslono, jako odlegto$¢ miedzy dwoma wygrawerowanymi kreskami na
tym precie. W 1971 roku stworzono Miedzynarodowy Uklad Jednostek,
nazywany uktadem SI. Ten system obowigzuje aktualnie. Wprowadzono takze
szereg zmian w definicjach konkretnych jednostek pomiarowych. Na przyktad
wzorzec metra zdefiniowany jest, jako 1650763,73 dtugosci fali
pomaranczowoczerwonej linii, wysytanej przez atomy kryptonu 86 podczas
wytadowania w tym gazie. Ale to nie koniec fascynujgcej historii metra. W 1983
roku ustalono, ze metr jest to dtugos¢ drogi, ktéra przebywa $wiatlo w prozni w
czasie 1/299792458 sekundy. I ta definicja obowigzuje dzisiaj (rok 2012). W
uktadzie SI mozemy wyr6zni¢ tzw. jednostki podstawowe. Sg to metr (jednostka
jest metr, symbol L), czas(jednostka jest sekunda, symbol T) i masa( jednostka
jest kilogram, symbol M). Za pomocg jednostek podstawowych zdefiniowane sa
jednostki pochodne. W tabeli 1.1 podano wybrane jednostki uktadu SI.

Tabela 1.1. Wybrane jednostki uktadu SI

Wielkos¢ fizyczna symbol wymiar Jednostka SI
Dhugos¢ L L metr, m
Czas T T sekunda, s
Masa M M kilogram, kg
Sita F M(L/T® | niuton, N
Moment sity M M(LYT? | N*m
Predkos¢ liniowa \Y L/T m/s
Predkos¢ katowa ® radian/T radian/s
Przyspieszenie liniowe a L/T? m/s’
Przyspieszenie katowe o radian/T? radian/s’
Gestosé p M/L® kg/m®
Moment bezwtadnoS$ci I ML? kg*m?®
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W praktycznych zastosowaniach, bardzo cz¢sto mamy do czynienia z
zagadnieniem zamiany jednostek, w ktorych wyrazona jest jakas wielko$é
fizyczna.

Przyktad 1.
Zmierzono czas, ktory wnosi 320 sekund. Ile to bgdzie minut?
Wiemy, ze 1 minuta to 60 sekund. Wobec tego:

320s = 320s - 2 _ 320 i — 5.3 min
60s 60

Przyktad 2.
Gestos¢ wody w temperaturze pokojowej wynosi 1.0g/cm?. Ile wynosi gestosé

wody w jednostkach kg/m® ?
Wiemy, ze 1 kg = 1000 g oraz Im = 100 cm. Wobec tego mamy:

=020 0% —10-1032
m

cm3 ~ cm3 10%g m3

Przyktad 3.

Samochod jedzie z predkoscig 60 mil na godzing (mi/g). Jaka jest ta predkos¢ w
jardach na sekunde i metrach na sekunde?

Wiemy, ze 1 mila to 1760 jardow (yd), a godzina ma 3600 sekund. Wobec tego
mamy:

60mi _ 60mi . 1760yd Clg yd

g g mi 3600s

Wiemy takze, ze 1 jard to 0.9144 metrow, wobec tego mamy:

d d 0.9144m
2975 =292 ——=

m
v 27 <
Stosowanie poprawnych jednostek ma zasadnicze znaczenie w modelowaniu.
Zdarza si¢, ze we wzorach uzyte zostang wielkoSci wyrazone w rdznych
jednostkach, wtedy wynik bedzie catkowicie btedny. Zawsze nalezy sprawdzi¢
stosowane wzory i sprawdza¢ zgodnos$¢ jednostek.

1.2. Uklad wspolrzednych i wektory

Fundamentalnym pojeciem w fizyce jest przestrzen. W trojwymiarowej
przestrzeni umieszczone s3 wszystkie materialne obiekty. Mozemy opisac
polozenie obiektu, jezeli zdefiniujemy jaki$ system. Jak dotad, takim eleganckim
system jest kartezjanski uktad wspotrzgdnych. W grafice komputerowej
najczesciej operujemy dwuwymiarowym uktadem wspotrzednych.
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Mamy dwa typy obrazéw komputerowych: definiowane jako mapy
pikselowe (bitmapy) oraz definiowane analitycznie. W pierwszym przypadku
mowimy o grafice rastrowej, w drugim moéwimy o grafice wektorowej. Na
rysunku 1.2.1 mamy przedstawione dwa obrazy (przecinajace si¢ pod katem
prostym dwa odcinki), obraz (a) zdefiniowany jest, jako bitmapa, obraz (b)
wykonany jest technika wektorows. Plaszczyzna rastrowa zbudowana jest z
elementow zwanych pikselami. Tworza one macierz wierszy i kolumn, dzieki
czemu mozna kodowaé polozenie kazdego piksela. Mozna kodowac¢ obraz (na
przyktad w reprezentacji bitowej (0 — czarny piksel, 1 — biaty piksel). W ten
sposob  kodujac wybrane piksele tworzymy obraz rastrowy dwoch
przecinajagcych si¢ odcinkow. Na obrazie (b) przecinajgce sie linie zostaty
narysowane na podstawie polecen wykreslenia linii. Linie wykreslamy podajac
ich wspotrzedne poczatku i konca w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych
zwigzanym z systemem wyswietlajgcym obrazy (np. monitor komputerowy).

y
76543210 2
Jocoe coollt
1 u\Xz\ )\)CJ 5
Ne 7 o

3 ¢

4 L . . 2

cr

B S 01234567 b

Rys. 1.2.1 Przyktady grafiki rastrowej (a) i wektorowej (b)

Kazda metoda (rastrowa lub wektorowa) ma swoje wady i zalety. W grach
komputerowych, ze wzgledu na duzg ilo$¢ rysowanych detali, najczesciej
wykorzystywana jest grafika rastrowa.

+ t
1 12

Rys. 1.2.2 Przesunigcie obiektu realizowane jest przez zmiang wspotrzednych
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Rendering 3D w calo$ci jest oparty na transformacjach obiektow modelowanych
punktami zdefiniowanymi we wspotrzednych kartezjanskich. Na przyktad
przesuniecie obiektu na ekranie realizowane jest przez dodanie stalej do kazdej
wspotrzednej punktu obiektu. Ta technika zilustrowana jest na rys. 1.2.2.
Koncepcja uktadu wspotrzgdnych znakomicie utatwia postugiwanie si¢
pojeciami geometrii 1 fizyki. Uklad wspolrzgdnych dwuwymiarowych
upowszechnil francuski matematyk Rene Descartes (1596 — 1650), znany w
polskich podrecznikach, jako Kartezjusz. W swoim dziele zatytutowanym La
Geometrie, wydanym w 1637 roku, Kartezjusz zastosowat metod¢ analityczng.
W metodzie analitycznej, postlugujemy si¢ pojeciem punktu, ktory wyznaczony
jest przy pomocy pary liczb, zwanych wspoirzednymi oraz na opisaniu obiektu
geometrycznego rownaniem (lub rownaniami). Na przyktad dla okrggu mozna
napisa¢ rownanie, ktore jest spelnione przez wspotrzgdne punktu, gdy punkt
nalezy do okregu. W dwuwymiarowym uktadzie wspotrzednych obieramy na
ptaszczyznie dwie wzajemnie prostopadte osie liczbowe. Pozioma 0§ oznaczona
jako x nazywana jest osig odcigtych (ang. abscissa), pionowa o$ oznaczana jako
y nazywana jest osig rzednych (ang. ordinate). Dowolny punkt P mozna
rzutowaC¢ na osie ukladu wspolrzgdnych. Polozenie rzutow na osiach
oznaczanych jako (x,y) nazywamy para wspotrzednych punktu P na
ptaszczyznie Oxy. Liczbe X nazywamy odcigta punktu P, liczbe y nazywamy
rzedng punktu P. Na rysunku 1.2.3 przedstawiono uktad wspotrzednych z
zaznaczonym punktem P(2,7). Przyktadowy punkt P ma wspotrzedng x = 2,
wspotrzedna y = 7.

péios +y
N

2o~ ©o S

12345678 92101112
pélos —x ] polos +x

polos -y
Rys. 1.2.3 Lokalizacja punktu P w ukladzie wspotrzgdnych kartezjanskich

Wybdr poczatku uktadu wspdtrzednych jest arbitralny. Zazwyczaj w grafice
komputerowej uktad wspotrzednych zwiagzanych 2z ekranem monitora
komputerowego ma posta¢ pokazang na rys.1.2.4. Nalezy pamietaé, ze poczatek
uktadu wspotrzednych w tym systemie umieszczony jest w gornym lewym rogu
ekranu.
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Kierunek dodatni osi x skierowany jest w prawa strong, a kierunek dodatni osi y
skierowany jest z gory na dot.

N oy

X-axis

sixe-A

e
e 4

Rys. 1.2.4 Uktad wspotrzednych kartezjanskich zwiazanych z monitorem

Dos$¢ czesto w grafice komputerowej wykorzystywany jest inny uktad
wspotrzednych — uklad wspotrzednych biegunowych (rys. 1.2.5). Ten uktad byt
wykorzystany w grze komputerowej Wolfenstein do rzutowania promieni.
Lokalizacja punktu P w uktadzie wspdtrzednych biegunowych polega na
podaniu odlegtosci punktu r od poczatku uktadu wspotrzgdnych (bieguna) oraz
wyznaczeniu kata 0 jaki tworzy prosta OP z osig x. Nalezy pamigtac , ze wartos¢
kata podajemy najczgsciej w radianach, a sam kat mierzony jest w kierunku
przeciwnym do Kierunku ruchu wskazoéwek zegara. Konwersje wspotrzednych
punktu z jednego uktadu wspotrzednych dwuwymiarowych do drugiego opisujg
proste wzory.

pbios +y

X =+ cos
Yy =resing

=2
potos —x Blnur polos +x

L

pétos ~y

Rys. 1.2.5. Uktad wspotrzednych biegunowych
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Konwersja  wspolrzgdnych  biegunowych  punktu do  wspotrzednych
kartezjanskich:

X=71-Cc0osb
y=r-siné

Konwersja  wspolrzgdnych  kartezjanskich punktu do  wspotrzednych
biegunowych jest bardziej ztozona:

x2+y2:r2
r=yE Ty
-1 (Y
6 = tan (x)

Na rysunku 1.2.6. pokazane sa wzajemne relacje pomig¢dzy wspotrzednymi
punktu P w uktadzie kartezjanskim i biegunowym.

potos +y

N

] 3.4

ol i ‘p( )

3+ ; r=y32+42 =5

T \ e=tan-'(})=53.1°

51 - L )

1 ;

.k 0 :

e B

i e

Ak potos +x

Rys. 1.2.6 Konwersja wspotrzednych punktu P

Trojwymiarowy uktad wspotrzednych kartezjanskich jest rozszerzeniem uktadu
dwuwymiarowego przez dodanie trzeciej osi — 0si z, prostopadtej do osi X i 0si
y. W tréjwymiarowym uktadzie wspotrzednych lokalizacje punktu (rys. 1.2.7)
okreslaja trzy liczby. Dla punktu oznaczonego jako P(1,2,3), wspotrzedna x ma
warto$¢ 1, wspolrzgdna y ma warto$¢ 2 a wspotrzedna z ma wartos¢ 3.
Wyrézniamy dwa uklady wspotrzednych tréjwymiarowych —  uktad
prawoskretny i lewoskretny, typ uktadu zalezy od ustalenia dodatniego kierunku
oSl z.
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potos +y
/1

polos +z

polos —x polos +x

polos -z

poios —y
Rys.1.2.7. Trojwymiarowy uktad wspotrzednych (uktad lewoskretny)

Trzy osie uktadu wspotrzednych wyznaczaja trzy ptaszczyzny — plaszczyzne Xy,
plaszczyzne Xz 1 plaszczyzne yz. Te plaszczyzny sa do siebie wzajemnie
prostopadte. Lokalizacje punktu P w przestrzeni trojwymiarowej mozemy
wizualizowa¢ przy pomocy lokalizacji punktu na plaszczyznie Xy i umieszczajac
te ptaszczyzny kolejno na osi z (rys. 1.2.8)

xy-plane 2
(for z = 3)

xy-plane 1
(for z =0)

Rys.1.2.8. Trojwymiarowy uktad wspotrzednych, ptaszezyzny xy, xz 1 yz

Punkt p6 umieszczony na pierwszej plaszczyznie xy zostal odwzorowany na
drugiej plaszczyznie xy jako p7. W ten sposob mozna szybko rysowac obiekty
trojwymiarowe, takie jak na przyktad prostopadtosciany.
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Dos¢ czesto, szczegdlnie w modelowaniu postugujemy si¢ innymi uktadami
wspotrzednych trojwymiarowych. W fizyce popularne sa uktady takie jak uktad
wspotrzednych cylindrycznych i uktad wspotrzednych sferycznych.

W geometrii analitycznej najwazniejszym pojeciem jest wektor. W zasadzie
wigkszos¢ algorytmow grafiki trojwymiarowej wykorzystuje pojecie wektora. W
fizyce pojecie wektora odgrywa zasadnicza rolg. Formalnie wektor jest to
uporzadkowany zbior liczb (para liczb dla wektora w plaszczyznie, trojka w
przestrzeni 3D). Wielkos¢ wektorowa to wielkos¢, ktéra ma zarowno warto$¢
(wartos$¢ bezwzgledng, modut), jak i kierunek. Dziatania na wektorach podlegaja
pewnym, $cisle okreslonym prawom. Jest to tzw. rachunek wektorowy. Kazdy
programista gier komputerowych powinien posiada¢ elementarng wiedzge w
zakresie wykonywania operacji na wektorach. Matematycy wyrdzniaja wektory i
skalary. Skalar oznacza po prostu liczb¢. Uzywamy tej nazwy, aby podkreslié,
ze jakas wielkos$¢ nie jest wektorem. Na przyktad w grafice i fizyce ,,predkosc” i
»przesuniecie” sa wielko§ciami wektorowymi, a ,,szybko$¢” i ,,odleglos¢” sa
wielkosciami  skalarnymi. W interpretacji geometrycznej wektor jest
skierowanym odcinkiem (rys. 1.2.9), ktory ma dlugo$¢ (ang. magnitude) i
kierunek (ang. direction).

X

ﬁ

[xvy]

Rys.1.2.9. Wizualizacja wektora dwuwymiarowego

Poniewaz wektor nie ma potozenia, mozemy go przesuwa¢ w dowolne miejsce.
Dla celéow pogladowych umieScimy rozwazany wektor w poczatku uktadu
wspotrzednych (rys.1.2.10)

Odcinek skierowany wyznaczony jest punktem poczatkowym p; i punktem
koncowym p, . Wektor u(a,b) reprezentuje odcinek pomiedzy punktami p;(Xy,Y1)
i P2(X2,Y2). Sktadowe wektora u wyliczamy zgodnie z wzorami:

a=Xy)—Xq
bzyz_yl
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potos +y
N
RO e s s P2 (%p, Yo)
e E Punkt koricowy
=Piba ! wektora
e L o e e e S e s s } >
potos —x 1 Palxa ¥4) potos +x
+ Punkt poczatkowy
+ wektora
U=p1p,=Po—P;
=<Xo—Xy, ¥7-Y1>
N
potos ~y

Rys.1.2.10. Wektor dwuwymiarowy i jego sktadowe.

Wektory sg bardzo uzyteczne w reprezentowaniu wielkosci fizycznych takich
jak na przyktad predko$é¢, przyspieszenie, sita tarcia, itp. Wektory moga miec
rozne dtugosci i rozne kierunki. Na rysunku 1.2.11 pokazano wektory o réznych
sktadowych.

[1.3] [2,1]

[0.-3)

[1.5, 1]
/ [0,2]
[1.5,1]

[-2,0)

e~

[2,0] [0,-4]

—_—

Rys.1.2.11. Przyktady wektorow dwuwymiarowych.
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Modut (dtugosé) wektora u(a,b) wyliczamy na podstawie zwigzku Pitagorasa:
u? =a?+ b?
Sktadowa wektora nazywamy rzut wektora na wybrang o§ wspoirzednych, na

rysunku 1.2.12 vy jest skladowa wektora v wzdhuz osi x, vy jest sktadowa
wektora v wzdtuz osi y.

Rys. 1.2.12. Sktadowe vy i v, wektora v

W naszym przyktadzie obie sktadowe maja warto$¢ dodatnia. Sktadowa wektora
mozna obliczy¢ nastepujgco:

v, =vCcosf
v, = vsing

Wektor v moze by¢ reprezentowany jako suma jego sktadowych vy i vy (rys.
1.2.12):

vV=u 41,
v

a=tan" 12
vx

Bardzo uzyteczng do operowania wektorami jest koncepcja wektorow
jednostkowych (wersorow). Wektorem jednostkowym nazywamy wektor o
dlugosci rownej 1, skierowany w okreslonym kierunku. Wersor nie ma wymiaru
ani jednostki, sluzy do wyznaczania kierunku w przestrzeni 3D, wersowy
oznaczamy jako 1, j, k. Wektory jednostkowe przedstawione sa na rysunku
1.2.13. Wersorow mozna uzy¢ do zapisu wektorow. Dwuwymiarowy wektor a
mozna zapisa¢ w postaci:

a = ayl+ayj

Wielkosci a, oraz a, sa wektorami sktadowymi wektora a.
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< ()

Rys.1.2.13.Wektory jednostkowe (wersowy) i, j i k

Dowolny wektor, przy wykorzystaniu wersoréw moze by¢ przedstawiony w
nastepujacej postaci ( wektor 3D):

A=A+ Ayj+ Ak

Na rys. 1.2.14 przedstawiony jest dwuwymiarowy wektor A.

>

X

Rys. 1.2.14 Dwuwymiarowy wektor A, zaznaczone sg Wersory

Dziatania na wektorach podlegaja $cisle okre§lonym prawom — prawom
rachunku wektorowego.
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Na wektorach mozna wykona¢ nastgpujace operacje:

dodawanie wektorow
odejmowanie wektoréw
mnozenie wektora przez skalar
mnozenie - iloczyn skalany
mnozenie - iloczyn wektorowy

Dodajac wektory nalezy pamietac, ze mozemy dodawaé wektory reprezentujace
te same wielko$ci (np. nie mozna dodawac¢ wektora predkosci do wektora
przyspieszenia). Wektory mozemy dodawaé metoda geometryczng lub
analityczng. W metodzie geometrycznej wykonuje si¢ odpowiedni rysunek, w
ustalonym uktadzie wspolrzgdnych nanosi si¢ wektory, taczy si¢ koniec
pierwszego wektora z poczatkiem drugiego (gdy dodaje sie dwa wektory) i
rysuje si¢ wektor taczacy poczatek pierwszego wektora z koncem drugiego
wektora (rys.1.2.14)

ATY Aty
Przesuwamy poczatek X -
i wektora v do konca . b
wektora u u i
i Gty
v -3 [+
% » < P
—X +X —X +X
‘L ~y A 4 -y

Rys. 1.2.14 Dodawanie geometryczne dwoch wektorow

W metodzie analitycznej w celu dodania dwoch wektorow (lub ich
wiekszej ilosci) nalezy zsumowaé¢ odpowiednie skladowe wektorow.
Dodawanie dwoch wektoréw aib

a+b=r

korzystajac z wersorow realizujemy nastepujaco:

r = (ayi+ ayj) + (byi + byj)
r=(a, +b)i+ (ay + by)j
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Wobec tego mamy:
Ty = Ay + by
rn, =ay,+b,

Ir| = /rxz + 1y

_q T
6 =tan 12
Tx

oraz:

Iloczyn skalarny dwoch wektorow a i b jest to liczba réwna iloczynowi
modutéw tych wektordw i cosinusa kata miedzy nimi:

a-b =|al|b|cos(a,b)

Iloczyn skalarny dwoch wektoréw rowna si¢ sumie iloczynow sktadowych tych
wektorow:
a-b=ayby+ay,b,

Jezeli dwa wektory a i b sg prostopadte do siebie, to ich iloczyn skalarny jest
rowny zeru:
axby +ayb, =0

Jezeli dwa wektory a i b sg rownolegte to wyznacznik tych wektoréw jest rowny
ZEeru.

ay ay

by by| =0

lloczyn wektorowy dwoch wektorow a i b jest to wektor ¢ o dlugo$ci rownej
iloczynowi modutéw tych wektorow i sinusa kata miedzy nimi:

a-b = |al|b|sin(a, b)

} ?c:axb m[{c:axb
1%
12
.
£ ’
;|:
o 1
Lo P
Q) a a

Rys. 1.2.15. lloczyn wektorowy
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Kierunek wektor ¢ jest prostopadly do ptaszczyzny utworzonej przez dwa
wektory a i b. Dodatni kierunek wektora ¢ okreslamy odwolujac sie do reguly
$ruby prawoskretnej (rys. 1.2.15).

Wektory majg wiele zastosowan w fizyce. Uzyteczno$¢ wektoréw w opisie
zjawisk fizycznych wynika z faktu, ze zwiagzki migdzy wektorami sg
niezmiennicze wzgledem translacji i obrotow uktadu wspolrzednych. W
klasycznej fizyce prawa fizyki takze nie zmieniajg si¢ podczas translacji i
obrotow uktadu wspotrzednych. Notacja wektorowa jest idealna do wyrazania
praw fizyki.

1.3. Sila i zasady dynamiki Newtona

W realistycznych grach komputerowych chcemy aby obiekty poruszaty si¢ w
sposob naturalny, zgodny z naszym do$wiadczeniem. Musimy mie¢ narzg¢dzia
pozwalajace nam w sposdb wystarczajaco precyzyjny opisaé ruch obiektow.
Musimy bra¢ pod uwage uwarunkowania (ograniczenia) sprzgtowe.
Przetwarzanie komputerowe nie moze by¢ zbyt kosztowne. Musimy wyznaczy¢
granice dokladnosci modelowania i symulacji (korzystajac na przyktad z
rachunku rézniczkowego).

Poglady na zagadnienie ruchu (mechanike¢) zmieniaty si¢ na przestrzeni dziejow.
Najwiekszy wktad w wyjasnienie ruchu wniesli trzej znakomici uczeni —
Arystoteles, Galileusz i Isaac Newton.

Znakomity filozof starozytny, Arystoteles (384-322 p.n.e) urodzit si¢ w Stagirze
na potwyspie Chalcydyckim

Rys. 1.3.1 Arystoteles (384 — 322 p.n.e)

Wychowat si¢ w stolicy Macedonii. W wieku 17 lat udaje si¢ do Aten, gdzie
spedzi 20 lat, bedac uczniem Akademii Platonskiej. W latach 343-340 p.n.e. jest
nauczycielem Aleksandra Macedonskiego. W 335 r. p.n.e. zaklada w Atenach
uczelnie i centrum, badawcze - stynne Liceum.
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Arystoteles jest uwazany za najwszechstronniejszego i najwigkszego uczonego
starozytnosci. Jego system wiedzy, tlumaczacy wszystkie aspekty $wiata
ozywionego i nieozywionego przetrwal w niezmienionej postaci prawie dwa
tysigce lat. Napisat osiem ksiagg Fizyki. Najwazniejszym zagadnieniem badanym
przez Arystotelesa byt ruch. Mowit: , nieznajomo$¢ istoty ruchu mogtaby
doprowadzi¢ w konsekwencji do nieznajomosci przyrody”. Analizowany przez
Arystotelesa ruch wymagat przyczyny.
Prawa mechaniki arystotelesowskiej sa nastepujace:
e Cialo nie poddane wpltywom zewngtrznym znajduje si¢ w
spoczynku
e Predko$¢ ciata wprawionego w ruch przez zewnetrzng przyczyne
jest proporcjonalna do dziatajacej sity i odwrotnie proporcjonalna
do oporu, jaki stawia osrodek
Arystoteles udowadnial niemozliwo$¢ istnienia prozni. Ani on, ani Galileusz czy
Newton nie znali pojecia predkosci, jako stosunku drogi do czasu! Pojecie to
wprowadzit Euler w XVII1 wieku.
Arystoteles przyjmowal nastepujgce argumenty obserwacyjne:
o Jezeli przesuwany jest obiekt, to mamy ruch, jezeli przestaniemy
przesuwac obiekt, to obiekt zatrzyma si¢
e Kamien spada szybciej niz piorko

Na podstawie tych obserwacji mamy wnioski:

Obiekty chcg si¢ zatrzymywacé

Ruch jest liniowy (trajektoria jest linia prosta)
Ruch wystepuje jedynie, gdy jest przyczyna
Obiekty cigzsze spadaja szybciej

Barry Casper napisat (1977): ,, mamy tylko dwie mozliwosci: albo Arystoteles
byt gtupcem, albo mial, co innego na mysli. Poniewaz istnieje dostatecznie duzo
dowodow, ze glupcem nie byl, staraliSmy sie odkry¢ mozliwa do przyjecia
odmienng interpretacje jego stow.

e
./"\o

Rys1.3.2.Wedtuig Arystotelesa ruch jest zmiang polozenia
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Tworca nowoczesnej fizyki Galileo Galilei (1564 — 1642), zwany w Polsce
Galileuszem, urodzit si¢ w Pizie. W samym roku (1564 ) umiera Michat Aniot
oraz rodzi si¢ Szekspir.

Rys. 1.3.3. Galileusz (1564 — 1642)

W wieku 17 lat rozpoczyna studia medyczne na uniwersytecie w Pizie.

Bardziej interesuje si¢ matematyka i mechanika, przerywa studia, nie uzyskuje
dyplomu, zyje z korepetycji. W 1589 otrzymuje posadg profesora matematyki
na uniwersytecie w Pizie. Jest wynalazcg wagi hydrostatycznej, publikuje traktat
o $rodku ciezkosci (1589 r.) Okoto 1590 r. opracowuje traktat De Motu, w
ktorym krytykuje teori¢ ruchu Arystotelesa. W 1592 r. otrzymuje katedre
matematyki na uniwersytecie w Padwie. W 1604 r. odkryt prawo swobodnego
spadku. W 1609 roku demonstruje zbudowang przez siebie lunete. Dzigki
nowemu przyrzadowi odkrywa goéry na Ksiezycu, satelity Jowisza, miliardy
gwiazd Drogi Mlecznej. Obserwacje publikuje w traktacie Sidereus nuncius
(Gwiezdny zwiastun, Wystannik gwiazd, Postanie z gwiazd) w 1610 r. Okoto
500 egzemplarzy wykupiono natychmiast, traktat byt tlumaczony na wiele
jezykow, w 1615 r. ukazat si¢ przekltad chinski. Wynaleziona lunet stata si¢
przebojem rynkowym, jedng z lunet otrzymat krolewicz polski Wiadystaw.

5 marca 1616 r. zostal wydany dekret potgpiajacy kopernikanizm. W 1632 r.
ukazat si¢ ,,Dialog o dwu najwazniejszych uktadach $wiata, ptolemeuszowym i
kopernikowym”, wydany za przyzwoleniem cenzury. W 1632 przeciwnicy
Galileusza wszczynaja kampani¢ zwalczajacg jego poglady, papiez Urban VIII
wydaje zgode na proces Galileusza. 12 kwietnia 1633 r. rozpoczyna si¢ proces
Galileusz, oskarzono go o naruszenie zakazu dyskutowania o systemie
Kopernika. Galileusz odwotat swoje poglady. W areszcie domowym pisze dzieto
omawiajgce jego badania w zakresie fizyki. Dzieto, przemycone do Holandii i
tam wydane (1638 r.) miato tytut: ,,Discorsi e dimostrazioni intorno a due nuove
scienze attenenti alla Mechanica i Movimenti” (Rozmowy i dowodzenia
matematyczne w zakresie dwoch nowych umiejetnosci dotyczacych mechaniki i
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ruchow miejscowych).
Najwazniejsze obserwacje Galileusza to:
o gdy nie ma oporu powietrza, wszystkie ciata spadaja z
jednakowa predkoscia
o  w spadku swobodnym ciato porusza si¢ ze statym
przyspieszeniem, 0znacza to, ze jego predkos¢ jest
proporcjonalna do czasu
o droga przebyta przez ciato spadajace jest proporcjonalna do
kwadratu czasu
o tor ruchu pociskéw i ciat w rzucie uko$nym jest parabola

Wazne osiaggniecia Galileusza w zakresie mechaniki to:
o Ustalit zasadg wzglednos$ci ruchu

ustalit prawo swobodnego spadku ciat

dowiodt, ze tor pocisku jest parabola

podat zasady bezwtadnos$ci

O O O

Nowoczesng fizyke, nie zmieniona do dzisiaj, zapoczatkowal angielski uczony
Isaac Newton (1642 — 1727), ktory urodzit si¢ w Woolsthorpe (Lincolnshire) w
Anglii.

Rys.1.3.4 Isaac Newton (1642 — 1727)

Isaac Newton ma ogromne osiagnig¢cia w fizyce, jest jednym z najznakomitszych
matematykow wszystkich czaséw, odkryl (niezaleznie od Leibniza) rachunek
rozniczkowy i catkowy, ktory nazywatl rachunkiem fluksji i fluent. W 1661 r.
zostal przyjety do Trinity College w Cambridge (w zamian za ustugiwanie
zamozniejszym studentom, mogt sam studiowac). Studiowat greke, logike, etyke
i retoryke. W 1663 utworzono w Cambridge katedre Lucasa (nauka
matematyki), wyktady zaczely si¢ w 1664 r. Matematyke wykladal lzaac
Barrow.
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W 1665 Newton uzyskuje stopien bakalarza, w 1668 stopien magistra (ang.
master of arts). W 1669 r. z rekomendacji Barrowa, Newton zostaje jego
nastepca w katedrze Lukasa i przez okoto 20 lat wyklada matematyke,
mechanike i optyke.

5 lipca 1687 r. fundamentalne dzieto Newtona ,,Philosophiae naturalis principia
mathematica” (Zasady matematyczne filozofii naturalnej) zostato wydrukowane.
Pierwotnie Newton chcial napisa¢ dwie ksiegi o tytule De Motu Corporum (O
ruchu ciat), ostatecznie napisat trzy ksiegi.

Pierwsza ksigga Zasad liczy 14 rozdziatow:

*  Rozdzial 1 zawiera lematy matematyczne

*  Rozdzialy 2-7 sa poswiecone opisowi orbit poruszajacych sie
ciat pod wplywem sily centralnej

*  Rozdziaty 8-13 sg po$wiecone skomplikowanym
zagadnieniom: przyciaganie ciat sferycznych i
niesferycznych, ruch trzech ciat,

*  Rozdziat 14 omawia podstawy optyki korpuskularnej (np.
prawo zalamania)

Druga ksiega Zasad liczy 9 rozdziatow, omawiane sa:
*  Ruch cial w osrodkach stawiajacych opor (hydrodynamika)
*  Ruch wahadta w osrodku
»  Uwagi do teorii wirow Kartezjusza
*  Omowienia prawa Keplera

Trzecia ksiega Zasad omawia zastosowania teorii Newtona do wyjasnienia
ruchu planet, satelitow 1 komet, w tej ksiedze sformulowane jest tez prawo
cigzenia powszechnego. W tej ksiedze znajdujg si¢ miedzy innymi:
*  Dowadd, ze komety poruszajg si¢ po krzywych stozkowych
»  Metoda wyznaczania orbit komet,
*  Dowdd na proporcjonalnos¢ masy bezwladnej i grawitacyjne;j,
*  Dyskusja na temat sptaszczenia Ziemi na skutek ruchu
obrotowego
¢ Omowienie przyptywu i odptywy morz spowodowane
przycigganiem Ksiezyca i Stonca
*  Omodwienie zjawiska precesji

Na poczatku tej ksiegi znajdujg si¢ Prawidla badania natury, jej postac to:

,INie nalezy dla zjawisk natury przypuszczaé wiecej przyczyn, niz te,
ktore sq prawdziwe i wystarczajq do ich objasnienia”.

Prawa ruchu sformutowane przez Newtona sa podstawa nauki o mechanice,
zwane takze pod nazwa trzech zasad dynamiki Newtona.
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Wykorzystujac te zasady tworzymy realistyczne animacje.

Zasady dynamiki omawia Newton w wydanym w 1687 roku dziele
,Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”.Prawa ruchu maja
nastepujacag postac:

1. Kazde cialo trwa w swym stanie spoczynku lub ruchu
prostolinijnego i jednostajnego, jesli sity przytozone nie zmuszaja
ciata do zmiany tego stanu.

2. Zmiana ruchu jest proporcjonalna do przylozonej sity poruszajacej i
odbywa si¢ w kierunku prostej, wzdtuz ktorej sita jest przytozona
(F- sita, m— masa, a- przyspieszenie)

F=ma

1. Wzgledem kazdego dziatania istnieje przeciwdziatanie, skierowane
przeciwnie i rowne; tj. wzajemne dziatania dwoch ciat sa zawsze
rowne sobie i skierowane przeciwnie

W pierwszej zasadzie mamy pytanie: wzgledem, jakiego uktadu odniesienia
ustala si¢ spoczynek lub ruch. Z obserwacji wiemy, ze pierwsza zasada nie jest
stuszna wzgledem wszystkich ukladow odniesienia. Rozpatrzmy pasazera w
wagonie. Gdy pociag jedzie spokojnie, pierwsza zasada jest spelniona. W
momencie, gdy wagon hamuje, lub wchodzi w zakret, obiekty w wagonie
zaczynaja si¢ porusza¢ bez widocznego oddziatywania otaczajacych go
obiektow. Mamy naruszenie pierwszej zasady. Uktad odniesienia, do ktérego
stosuje si¢ pierwsza zasada, nazywa si¢ ukltadem inercyjnym. Pierwsza zasada
nazywa si¢ inaczej zasadg bezwladnosci (inercji). Wystarczajaco doktadnym
uktadem inercyjnym jest uktad heliocentryczny, uktadem inercyjnym bedzie tez
kazdy uktad poruszajacy si¢ wzgledem uktadu heliocentrycznego jednostajnie i
prostoliniowo. Kazdy ukltad majacy wzgledem ukladu inercyjnego
przyspieszenie, nie bedzie juz uktadem inercyjnym.

Druga zasada wprowadza pojecie sity. Wielko$¢ fizyczna — sila charakteryzuje
dziatanie jednych cial na drugie, w wyniku, ktorego ciala nabywaja
przyspieszenia. Ze wzoru wynika, ze im silniejsze dziatanie, tym wigkszego
przyspieszenia cialo nabywa. Przy jednoczesnym dziataniu kilku sit ciato
nabywa takiego przyspieszenia, jakiego udziela mu sita, bedaca suma
geometryczng danych sil. Sita jest wektorem. Wektor sily jest skierowany tak
samo jak wektor wywotanego przez nig przyspieszenia. Im mniejszego
przyspieszenia nabywa cialo pod dziataniem danej sily, tym wigksza jest jego
masa. Masy roznych cial sa odwrotnie proporcjonalne do przyspieszen
nadawanych tym ciatom przez réwne sity.

my |a2
mq a;
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Trzecia zasada Newtona uzupelnia drugg zasad¢ Newtona.
Jesli cialo B dziata na cialo A z sitg Fy, to ciato A dziala z kolei na ciato B z sitg
F,, liczbowo rowng sile Fy i skierowana przeciwnie:

Rysunek ilustruje trzecia zasad¢ Newtona, pokazane jest oddziatywanie
dwoch kul.

B A

‘_F:

Rys. 1.3. 5. Trzecia zasada Newtona

F,

W nowoczesnym ujeciu zasady dynamiki Newtona maja nastepujaca postac
(definicje wg. Hollidaya, Resnicka i Walkera):

1. Jesli na ciato nie dziata Zadna sila, to nie moze zmieni¢ si¢ jego
predkos¢, czyli nie moze ono przyspieszyc.

2. Sita wypadkowa dziatajaca na cialo jest rowna iloczynowi
masy tego ciala i jego przyspieszenia.

3. Gdy dwa ciala oddzialywaja ze soba, sily jakimi dzialaja
one na siebie maja taka sama warto$¢ bezwzgledna i przeciwne
Kierunki

W  przyrodzie wystepuje wiele rodzajow sil. W realistycznej grafice
komputerowej wazng role odgrywaja sity: sita cigzkosci, sita tarcia oraz oporu.
Sita cigzkosci (grawitacja) Fg jest to sita, z jaka dane cialo jest przyciggane przez
inne ciato. Praktycznie rozwazamy sity, z jakimi inne ciata przyciggane sg przez
Ziemig. Sita ciezkosci jest skierowana do $rodka Ziemi, pionowo w dot.
Zazwyczaj przyjmujemy, ze mamy do czynienia ze spadkiem swobodnym ciata
0 masie m z przyspieszeniem ziemskim o wartoéci g (= 9.81 m/sek?) .

Zgodnie z drugg zasadg dynamiki Newtona mamy:

F,=mg
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Ci¢zarem W nazywamy warto$¢ bezwzgledng sily potrzebnej do zapobiezenia
spadkowi ciata, mierzonej przez obserwatora na Ziemi.

W =mg

Pomiar cig¢zaru ciala wykonujemy, gdy cialo nie porusza si¢ z przyspieszeniem
pionowym w stosunku do Ziemi. Pomiar wykonany na przyktad w tazience jest
prawidtowy, wykonany w poruszajacej si¢ windzie da inny wynik (cigzar
pozorny).

Ciezar ciala to inna wielkos$¢ fizyczna niz jego masa. Cigzar to wartos¢ sity, a
masa jest opisana we wzorze W=mg. Gdy znajdziemy si¢ na Ksigzycu, to masa
ciata si¢ nie zmieni, ale poniewaz g jest inne, to ci¢zar si¢ zmieni! Na Ksi¢zycu
przyspieszenie wynosi 1.7 m/sek?.

Gdy stoimy na podlodze, Ziemia dziala na nas silg cigzkosci skierowang
pionowo w dot, mimo dziatania tej sily nie poruszamy sig. JesteSmy w
spoczynku, poniewaz podtoga, ktéra ugina si¢ pod nami, dziala na nas sila
skierowana ku gorze. Sita, ktora dziala na nas podloga (a takze inne tego typu
ciata) nazywamy silg normalng i 0znaczamy przez N.

X

bee
sita normalna N

Rys. 1.3.6. Sila cigzko$ci i sita normalna, ciato jest w spoczynku

Druga zasad¢ dynamiki Newtona mozemy zapisaé w postaci:

N — F, = ma,,
N —mg = ma,,

N=mg+may=m(g+ay)
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Ostatni wzor obowigzuje dla dowolnej wartosci przyspieszenia stotu i klocka w
kierunku pionowym (np. gdy mamy stot w poruszajacej si¢ windzie). Jezeli
winda stoi to mamy:

N =mg

Na ciato bedace w ruchu (np. samochéd na jezdni) dziataja sily w wyniku
oddzialywania miedzy cialem i powierzchnia. Przyjmuje sie, ze opory ruchy
mozna opisa¢ za pomocg jednej sity f, nazywanej silg tarcia, lub krotko —
tarciem. Sita tarcia skierowana jest wzdhuz powierzchni, przeciwnie do
kierunku, w ktérym zachodzi ruch ciata.

kierunek,
. w ktorym ma
— zachodzié

Rys.1.3.7. Sita tarcia

Jezeli zachodzi ruch ciala w cieczy lub w gazie to na ciato dziata sita
oporu. Ta sila jest skierowana w kierunku przeplywu ciata i utrudnia
ruch. Wyznaczenie tej sily jest do§¢ skomplikowany zagadnieniem. Jezeli
rozpatrujemy ruch pitki w powietrzu, przy zatozeniu, Ze ruch jest na tyle
szybki, aby przeptyw powietrza byt turbulentny (powstajg wiry) to
warto$¢ sity oporu D dana jest wzorem:

D =—CpSv?

W tym wzorze C oznacza wspotczynnik oporu (wyznaczany
doswiadczalnie), p - oznacza gestos¢ powietrza, S — jest polem przekroju
poprzecznego ciata, v jest predkoscig. Wspdlczynnik oporu C jest
zazwyczaj zawarty w przedziale (0.4, 1.0).
Jezeli ciato 0 masie m spada w powietrzu (dziata sita grawitacji Fy) to sita
oporu skierowana D jest do gory, i jej warto§¢ wzrasta w miare jak
wzrasta predkos¢ ciata v. Rownanie sit ma postac:

D —F,=ma
Gdy ruch trwa dostatecznie dtugo, sity oporu 1 grawitacji zrownowaza sig,
co oznacza, ze przyspieszenie a = 0.
W tym momencie ciato porusza si¢ ze statg predkoscig. Ta predkosci nosi
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nazwe predkosci granicznej. Z przytoczonych wzoréw mozemy
wyznaczy¢ predkos¢ graniczng:

2,

Yor = [CpS

W tabeli 1.2 umieszczone sa wybrane predkosci graniczne (z podrecznika
D.Holliday, R. Resnick, J. Walker).

Tabela 1.2. Predkosci graniczne

Cialo Vq (mM/s)
Skoczek (bez spadochronu) 60
Skoczek (ze spadochronem) 5
Pitka baseballowa 42
Pilka tenisowa 31
Pitka pingpongowa 9
Kropla deszczu 7

1.4. Punkt materialny, Srodek masy, moment bezwladnosci

W grach komputerowych modelujemy ruch obiektow. Mechanika, jeden z
najstarszych dziatow fizyki zajmuje si¢ badaniem i opisem ruchow cial. Dziat
mechaniki zajmujacy si¢ opisem samego ruchu nosi nazwe kinematyka. Opisem
ruchu pod dziataniem sit zajmuje si¢ dziat fizyki zwany dynamika. Ruch moze
by¢ postepowy oraz obrotowy. Przyktadem ruchu bedacego jednoczesnie
ruchem postepowym i obrotowym jest ruch rzuconej pitki wirujgcej wokot
swojej osi. Na rysunku 1.2.16 przedstawiono przypadek ruchu ciala sztywnego.
Ruch tego ciata ztozony jest z ruchu postgpowego i obrotowego.
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Rys. 1.2.16. Postgpowo-obrotowy ruch ciata sztywnego.

W opisie i modelowaniu ruchu wygodnym jest pojecie punktu materialnego.
Punktem materialnym nazywamy cialo, ktore ma mase, ale nie ma objgtosci.
Oczywiscie takie ciato nie wystgpuje w przyrodzie, natomiast w opisie zjawisk
fizycznych znacznie upraszcza wszelkie rozwazania. Ciatlo mozemy traktowac,
jako punkt materialny, jezeli jego rozmiary sg bardzo male w porownaniu z
przestrzenia, w jakiej zachodzi konkretne zjawisko. Klasycznym przyktadem
jest opis ruchu planety Ziemi wokot Stonca. Jezeli rozwazymy odleglosci
Ziemia- Stonce, to rozmiar zaré6wno Ziemi jak i Stofica w poréwnaniu do tej
odlegloéci jest bardzo maty, tak wigc potraktowanie Ziemi, jako punktu
materialnego jest bardzo dobrze uzasadnione. Jezeli cialo sztywne porusza si¢
jedynie ruchem postepowym, zawsze traktujemy je, jako punkt materialny
(chyba, Zze rozwaza¢ bedziemy kolizje). Bryla sztywna sklada sie¢ z wielu
punktéw materialnych, ale w ruchu postgpowym wszystkie przemieszczajg si¢
jednakowo, majac opis ruchu jednego punktu, mamy opis wszystkich punktéw
wchodzacych w sktad opisywanego ciata.

Kolejnym uzytecznym pojeciem jest srodek masy. Jezeli wyrzucimy do gory Kij
baseballowy lub maczugg gimnastyczna, to ruch tego obiektu bedzie bardzo
skomplikowany, poniewaz bedzie ztozeniem ruchu postepowego i obrotowego.
Kazda cz¢$¢ kija porusza si¢ inaczej. MoOwimy, ze mamy do czynienia z ruchem
punktéw materialnych. Analiza zjawiska wskazuje, ze zagadnienie opisu ruchu
takiego ciala mozna znacznie upro$ci¢ (nic nie tracgc z precyzji i doktadnosci)
Jezeli zauwazymy, ze istnieje taki punkt kija, ktéry porusza si¢ po paraboli,
doktadnie tak samo jak wyrzucony do gory obiekt, to ten punkt moze by¢
przyblizonym punktem materialnym. Ten punkt nazywamy $rodkiem masy.
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Formalnie:
Srodek masy ciata lub uktadu ciat to punkt, ktory porusza sig tak

jakby cata masa ciata byla umieszczona w tym punkcie, wszystkie
sity dzialajgce na to ciato byly przylozone do tego punktu.

N
S

/
Ill \\
=7 O
/ ’ \\
A\

Rys. 1.2.17 Rzucona w powietrze maczuga gimnastyczna.
Zaznaczony kropka $rodek masy porusza si¢ po paraboli (tak jak
rzucona np. pitka) a wszystkie inne punkty maczugi poruszaja si¢
skomplikowanym ruchem postepowo-obrotowym.

Gdy sita zewnetrzng jest sita cigzko$ci, wtedy dziata ona na $rodek ciezkosci. W
jednorodnym polu grawitacyjnym, $rodek ciezkosci pokrywa si¢ ze §rodkiem
masy. Pojecie srodka masy jest pojeciem bardziej ogdlnym.

Dla jednorodnych ptaskich figur takich jak trojkat, prostokat czy okrag
wyznaczenie $rodka masy jest intuicyjne — w trojkacie jest to punkt przecigcia
si¢ srodkowych bokow trojkata, w prostokacie jest to punkt przecigcia si¢
przekatnych prostokata, w okregu jest to po prostu srodek okregu. Dla wielu cial
i uktadu cial takze stosunkowo prosto mozna wyznaczyé (obliczy¢) srodek
masy. W przypadku skomplikowanych ksztaltow w celu wyznaczenia $rodka
masy musimy zastosowa¢ rachunek calkowy, aczkolwiek w grafice
komputerowej rzadko wykorzystujemy calkowanie, raczej catkowanie
zastgpujemy sumowaniem.

Rozwazmy najpierw przypadek trzech punktow materialnych o r6znych masach
lezacych na ptaszczyznie (rys.1.2.18).
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Rys. 1.2.18. Wyznaczanie $rodka mas ukladu trzech punktow
materialnych. Na rysunku jest to punk C.

Kazdy punkt materialny ma okre§long mase m; (mg, m, i mz ) oraz podane
polozenie (x;, ;). Catkowita masa pokazanego ukladu jest rowna:

M=m1+m2+m3=2mi

Potozenie $rodka masy C jest okreslone wspolrzednymi wyliczonymi
nastepujaco:

myxq + myx, + msxs
my +my, +mgy

_ My +myy, +M3ys3
m; +m, + my

Jak wynika z rysunku, wspohrzgdne $rodka mas wyliczane sg w konkretnym
uktadzie wspolrzgdnych, musimy mie¢ okreslony punkt odniesienia. W og6lnym
przypadku n ciat $rodek masy n punktoéw materialnych lezacych na ptaszczyznie
wyznaczamy nastgpujaco:

. _Xmx; —EZm-x-
S Zml M (e

Zmlyl _
:VS ml yl
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W przestrzeni 3D $rodek mas wyznaczajg trzy wspotrzedne X, Vs 1 Zg, przy czym
trzecia wspotrzedna wyliczana jest analogicznie;

N Zml M L“1

W praktyce, zamiast masy uzywamy ci¢zaru cial - wyznaczamy S$rodek
cigzkosci. Praktycznie oznacza to zastgpienie w powyzszych wzorach masy
cigzarem:

P =mg

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim na poziomie morza, g = 9.81 m/s%
Koncepcja srodka masy jest wygodnym poje¢ciem szeroko wykorzystywanym w
modelowaniu ruchu obiektow. Klasycznym przyktadem jest modelowanie w
grach komputerowych ruchu samochodu. Trajektoria ruchu samochodu jest
obliczana wtasnie dla $rodka masy. Mozna stosunkowo prosto wyliczy¢
polozenie $rodka masy w samochodzie (oczywiscie w wystarczajacym
przyblizeniu). Musimy zna¢ rozmiar i wagg Karoserii, rozmiar i wage zbiornika
na benzyng, rozmiar i wagg silnika, rozmiar i wage kierowcy. Dla tych czterech
elementow wyznaczamy polozenia lokalnych $rodkéw mas, a na koncu
obliczamy $rodek masy dla catego zestawu.

Modelujac pokaz sztucznych ogni rowniez mozemy postuzy¢ sie koncepcja
ruchu srodka mas (rys. 1.2.19). Rakieta startuje z ziemi i porusza si¢ torem
parabolicznym (ruch ciata w polu grawitacyjnym). Na pewnej wysokosci
nastepuje eksplozja i elementy rakiety zaczynajg sie¢ porusza¢ W rdéznych
kierunkach. W tym beztadnym ruchu jest jednak porzadek — zgodnie z zasadami
fizyki, tory poszczegdlnych fragmentéw musza by¢ takie, ze ich srodek masy
porusza si¢ dalej po torze parabolicznym, po jakim poruszataby si¢ rakieta,
gdyby nie wybuchta.

Rys. 1.2.19. Rakieta eksploduje w locie. Srodek masy elementow
rakiety porusza si¢ torem, po jakim poruszataby si¢ rakieta bez
eksplozji.
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Ogolny ruch uktadu punktéw materialnych dzielimy na ruch postgpowy jego
srodka masy i ruch obrotowy wokot §rodka masy. Ruch obrotowy wystapi, gdy
na przyktad samochdd wpadnie w poslizg i zacznie obraca¢ si¢ wokot wiasnej
osi. W celu poprawnego modelowania ruchu obiektu, gdy wystepuje ruch
obrotowy musimy uwzgledni¢ dodatkowe zjawiska. Opis ruchu obrotowego jest
bardziej skomplikowany niz opis ruchu postgpowego. W dynamice znaczna role
odgrywa pojecie bezwtadnos$ci (inercji), jest to wiasno$¢ cial materialnych, dos¢
istotna w pierwszej i drugiej zasadzie dynamiki Newtona. Jezeli na ciato dziala
niezrownowazony uktad sil, to bezwladno$¢ przejawia sie¢ w tym, ze zmiana
ruchu nie zachodzi nagle, ale stopniowo, im wigksza jest bezwladnos$¢ ciata, tym
trudniej jest to cialo przyspieszy¢. W ruchu postgpowym masa jest miarg
bezwladnosci. W opisie ruchu obrotowego postugujemy sie pojeciem momentu
bezwladnosci. Jest to wielko$¢ charakteryzujaca rozktad masy w ciele. Moment
bezwladnoSci jest miarg bezwladnosci ciata podczas ruchu obrotowego.
Momentem bezwladno$ci ciala wzgledem wybranej osi (np. z) wyrazamy

wzorem:.
Iz = Z ‘rniri2

I, = fprde

lub

gdzie m; — masa punktu ciata, r lub r; — odlegto$¢ od osi obrotu, p - gesto$¢ ciata,
V — objetos¢ ciata. Dla ciata rozcigglego (np. szyba samochodu, krazek
metalowy, itp.) moment bezwtadnosci obliczy¢ mozna zastepujgc sumowanie —
catkowaniem:

I, = frzdm

Jak przyktad obliczania momentu bezwtadnosci rozwazmy uktad dwoch ciat ,
kazde ma mas¢ m i potaczonych prgtem o dtugosci L i pomijalnej masie (rys.
1.2.20).
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Rys. 1.2.20. Dwa ciala potaczone pretem o znikomej masie, a) 0§
obrotu przechodzi przez $rodek mas, b) 0§ obrotu przechodzi przez
srodek ciata.

Najpierw obliczymy moment bezwladnosci w przypadku, gdy o$ obrotu
przechodzi przez srodek mas. Odleglos¢ mas od osi obrotu jest rowna 0.5L,
wobec tego moment bezwladnos$ci wynosi:

1
1= Z myr# =m (0.5L)% + m(0.5L)% = EmL2

W drugim przypadku, gdy o$ obrotu przechodzi przez ciato umieszczone z lewe;j
strony, moment bezwtadno$ci wynosi:

I = Zmiriz =m(0)? + mL? = mL?

W zaleznosci od wyboru osi, wokot ktorej obraca si¢ ciato, otrzymujemy rézne
warto§ci momentu bezwladnosci. W  ogolnosci wyliczenie momentu
bezwladnosci jest zadaniem skomplikowanym. Dla symetrycznych obiektow
mozemy skorzysta¢ z odpowiednich tablic. W symulacja komputerowych, gdy
postugujemy si¢ modelami do§¢ przyblizonymi, korzystanie z tablic jest
uzasadnione. Okazuje si¢ jednak, ze momenty bezwladno$ci wielu bryt mozna
obliczy¢ nie uzywajac catek. W grafice komputerowej, bardzo czg¢sto
skomplikowane ksztatty obiektow, ktorych ruch chcemy modelowac,
przyblizamy bardziej symetrycznymi ksztattami, dla ktorych dysponujemy
tablicami momentoéw bezwtadnosci.
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Tabela 1. Momenty bezwtadno$ci wybranych ciat.

Pret Pret
(4 G
ij) !F'zﬂ)
« o g2l — =Lomp
3 I 2 m-1
Walec s Krazek Gk
it N
rry. ; [
B _TI 2 s _1..,..2
\;‘." 1_2 m-7 \{; I 7 m-i
Powloka lalhsfa Stozek eia
G :
i .\\ I=2.m? 5
3 I=%-m r?

Szescian
;

Wyliczenia momentow bezwtadno$ci mozna znacznie uprosci¢ korzystajac z

nastepujacych twierdzen:

a) moment bezwtadnosci bryty jest wielko$cig addytywna (tzn. moment
bezwladnosci bryly jest sumg momentéw bezwladnosci czesci, na ktore

dana bryle mozna roztozyc¢);
b) twierdzenia Steinera:

jesli moment bezwladnosci bryly o masie m wzgledem osi przechodzace;j
przez srodek masy ciata wynosi lo, to moment bezwtadnosci tej bryty
wzgledem osi rownoleglej do danej osi i odleglej od niej o d jest rowny

I =1y +md?

Mozemy zilustrowa¢ twierdzenie Steinera ponownie wyliczajac moment
bezwladnosci dla uktadu dwoch cial potaczonych niewazkim pretem (rys.

1.2.20).

Moment bezwtadnosci takiego uktadu wzgledem osi przechodzacej

przez jedno cialo wyliczony ze wzoru Steinera (znamy moment bezwtadnos$ci
dla tego ukladu wzglgdem osi przechodzacej przez srodek masy uktadu) ma

postac:

2

1 1
I=1,+md? = EmL2 + (2m) (EL> = mlL?
Otrzymalismy wynik identyczny ja w poprzednim przyktadzie.
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Tabela 2. Momenty bezwladnosci wybranych obiektow.

Momenty bezwtadno$ci I niektorych ciat I

Pierscien, r i R s3 promieniami wewn¢trznym i m(r’+R?%)/2
zewngtrznym, | wzgledem osi pierscienia

- — 2
Stozek, 1 wzgledem osi stozka 3mR /10
Obrecz, I wzgledem osi obrgczy mR2

Ptyta prostokatna o rozmiarach a i b, I
wzglgdem osi  prostopadlej do plyty i m(a’+b%)/12
przechodzacej przez jej srodek

Obrecz, | wzglgdem dowolnej $rednicy

2
mR /2
Obrecz, I wzgledem dowolnej linii Stycznej 3mR°/2

Uwzglednienie ruchu obrotowego jest wazne z punktu widzenia realistycznych
symulacji. Gdy na przyktad cialo si¢ toczy to wykonuje zaréwno ruch
postgpowy, jak i obrotowy. Dlatego tez toczenie mozemy traktowac, jako
ztozenie ruchu postgpowego i obrotowego. Ciato, ktore porusza si¢ ruchem
postgpowym zachowuje si¢ inaczej niz ciato poruszajace si¢ ztozonym ruchem
postepowo-obrotowym. Ilustruje to zagadnienie kolejny przyktad.

Rozwazmy krazek i kule o masach m i promieniach R staczajacych si¢ po rowni
pochytej o wysokos$ci h. Nalezy obliczy¢ ich predkosci u dotu rowni.
Rozwigzujac to zadanie wykorzystamy zasade¢ zachowania energii. Musimy
uwzgledni¢ zarowno energig kinetyczna ruchu postepowego jak i obrotowego.
Roéwnanie zachowania energii ma postac:

mgh = 1mv2 +11(u2
2 2
gdzie: g — przyspieszenie ziemskie, m- masa ciata, h - wysoko$¢, v — predkos¢
w ruchu postepowym, I - moment bezwladnosci ciata, ® - predkos¢ katowa w
ruchu po okregu (do/dt).
Jezeli skorzystamy z rownosci:

to otrzymamy:
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Z tego rownania wyznaczamy predkosc:

Otrzymalismy ogoélny wzor na predko$¢ ciala staczajacego sie¢ po rowni
pochylej. W celu otrzymania zadanej wartos$ci predkosci musimy dysponowac
momentem bezwladnosci. Dla kuli I = 2mR?/5, wobec czego:

_ |0
v = 79

Dla krazka I = mR%/2, wobec czego:

— 4 h
v = 3g

Zauwazmy, ze w naszym przykladzie predkos¢ koncowa nie zalezy od masy,
zalezy od momentu bezwtadnosci, czyli ksztaltu obiektu. Gdyby ciata zsuwatyby
si¢ po rowni pochylej bez obrotow to predkosé koncowa bytaby jednakowa:

v=,2gh

Otrzymali$my troche zaskakujacy wynik — kula zsuwajaca si¢ po roéwni pochylej
ma na koncu wieksza predkos¢ niz kula toczaca si¢ po rowni.
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2.1. Modele algebraiczne zjawisk fizycznych

Opisujac $wiat realny, ustalamy zwiazki zachodzace miedzy wielkos$ciami,
ktére moga przyjmowacé rozne wartosci. Dzigki analizie tych zaleznosci i
zwigzkdéw mozemy rozwigzywac interesujgce nas zadania.

Rozwazmy ruch spadochroniarza. Spadochroniarz po wyskoczeniu z
samolotu, do momentu otworzenia spadochronu spada swobodnie (jego
predkos¢ wzrasta), po otworzeniu spadochronu, predkos¢ jest znacznie mniejsza.
Mozemy zarejestrowac czas (sekundy) i przebyta droge (metry). Majac takie
obserwacje mozemy postawi¢ pytanie o czas otwarcia spadochronu. Obserwacje
przedstawiamy w postaci tabeli. W tabeli 2.1. pokazano obserwacje a takze
obliczona droge modelujac zjawisko.

Tabela 2.1. Relacje pomigdzy czasem i przebyta droga spadochroniarza.

Czast 0 1 2 3 4 5
Przebytadrogad |0 4 16 36 46 52
Obliczonadrogad | O 4 16 36 64 100

Otrzymalis$my informacje w postaci zbioru par liczb. Jezeli wystgpuje jakis
zwiazek miedzy tymi parami, to opisang sytuacj¢ mozemy przedstawi¢ w postaci
rownania algebraicznego. W naszym przypadku zauwazamy, ze w poczatkowej
fazie spadku zwigzek pomigdzy czasem i drogg przedstawia rownanie:

d = (2t)? = 4t?

Oznacza to, ze ustaliliSmy zalezno$¢ przebytej drogi od czasu a nasze rownanie
jest modelem algebraicznym ruchu spadochroniarza. Ta formuta obowigzuje do
momentu otwarcia spadochronu. Zauwazamy, ze w czwartej sekundzie
spadochroniarz przebyl znacznie mniejsza drogg, niz to wynika ze wzoru. Bylo
to spowodowane otwarciem spadochronu. Wobec tego sadzimy, ze otwarto
spadochron po 3 sekundach.

W przykladzie rozwazaliSmy zwigzek pomiedzy czasem 1 droga
spadochroniarza. Te wszystkie zwigzki sg funkcjami. Dla kazdej chwili
potrafimy poda¢ droge. Kazdemu elementowi pierwszego zbioru (sekundy)
odpowiada doktadnie jeden element drugiego zbioru (droga). Pierwszy zbior
nazywa si¢ dziedzing, a drugi przeciwdziedzing. Czgsto uzywamy notacji
strzatkowe;j:

t - 4t2

Dziedzina funkcji musi by¢ wyraznie okreslona. Elementy przeciwdziedziny
tworza zbior wartosci tej funkcji.
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Dla funkgji:
t o 4t2
dziedzina ma postac:
{ft 0<t<3}
a zbiorem warto$ci jest
{d: 0<d<36}

Zagadnienie spadku swobodnego mozemy zanalizowaé bardziej ogodlnie.
Zaktadamy, ze spadek swobodny cig¢zkiego punktu materialnego wystgpuje w
prozni. Czas t (w sekundach) liczymy od poczatku spadania, droge s, przebyta
przez punkt wyrazamy wzorem:

1
= — tz
S 2g

gdzie g = 9.81 m/s? oznacza przyspieszenie ziemskie.
Oznaczajac przez At przyrost czasu a przez As przyrost drogi, mamy wyrazenie:

1
s+As=§g&+A02

Wykonujac przeksztalcenia otrzymujemy wyrazenie:
1 2
As = gtAt + > gAt

Dzielagc przyrost drogi przez przyrost czasu otrzymamy predko$¢ $rednig na
odcinku As :

As 1
vérzA—tzgt+EgAt

Predkos¢ S$rednia zalezy od At, im mniejszy jest przyrost czasu, tym
doktadniejsze jest oszacowanie predkosci sredniej.

Predkoscig v punktu w chwili t nazywamy granice, do ktérej dazy predkosé
srednia, gdy At dazy do zera:

. 1
V= Al%r_)n0 (gt + EgAt) =gt

W ten sposob mozna oblicza¢ predkos¢ punktu w ruchu.
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Potozenie punktu wyznaczone jest odlegloscig S, ktorg mierzymy od punktu
poczatkowego ruchu. Czas t liczymy od ustalonej chwili poczatkowe;.

Ruch jest w zupelosci opisany, jezeli znamy rownanie ruchu:
s = f(t)

Do wyznaczenia predkosci punktu w danej chwili t postugujemy si¢ stosunkiem
przyrostu drogi do przyrostu czasu:

As

At
W ten sposob okreslamy predkos¢ srednig. Przechodzac do granicy,
otrzymujemy predkosé rzeczywistg:

I I As

v = lim vy, = lim —

At-0 T At-0 At

Jezeli znamy funkcj¢ polozenia obiektu X(t), mozemy postuzy¢ si¢ pojeciem
pochodnej. Pochodna oznaczona symbolem Xx'(t) opisuje jak x zmienia sie¢, gdy
zmienia si¢ czas t (mamy takze symbol dx/dt). Na wykresie zalezno$ci potozenia
od czasu pochodna x'(t) okresla wektor styczny do krzywej w czasie t (rys. 2.1.)

X

X'(t[)

Rys.2.1 Funkcja potozenia i jej pochodna w punkcie

2.2. Pochodne i réozniczki

W prostych zagadnieniach modelowania i symulacji, stosowanych w grafice
komputerowej i grach komputerowych znajomo$¢ rachunku rézniczkowego i
catkowego nie jest wymagana. Wystarczaja podstawowe pojecia mechaniki,
takie jak droga, predkos$¢, czy przyspieszenie. W zastosowaniach praktycznych
postugujemy si¢ prostymi rownaniami, np. z zestawem réwnan kinematycznych
dla przypadku przyspieszenia statego.
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W tworzeniu realistycznych gier komputerowych, gdy nalezy opracowywac
odpowiednie algorytmu dla zjawisk dynamicznych, musimy posiadac,
przynajmniej na poziomie elementarnym, znajomo$¢ zasad rachunku
roézniczkowego i catkowego.
Kluczowym pojeciem rachunku rézniczkowego jest pojecie pochodne;.
Pochodna funkcji

y = f(x)

w punkcie X, jest granica, do ktorej dazy iloraz roznicowy

Ay  f(xo = Ax) = f(xo)
Ax Ax

czyli

. Ay . f(xo —Ax) — f(x0)
lim — = lim
Ax—0Ay  Ax—0 Ax

Pochodna ma prostg interpretacje geometryczna. Pochodna funkcji f(x) punkcie
Xp jest rowna tangensowi kata o, ktory tworzy styczna do wykresu funkcji f w
punkcie Xq z osig 0X (rys. 2.2.).

y

\ y=flx)

X

Rys.2.2.Interpretacja geometryczna pochodnej.
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W podrecznikach wystepuja rozne symbole na oznaczenie pochodnej:

symbol
G.W. Leibniz dy df(x)
dx dx
J.L. Lagrange y' f'(xq)
A. Cauchy Dy  Df(xg)
Pochodne prostych funkcji sg znane:

Funkcja pochodna
y=Xx y'=1
y=c y' =0
y =x2 y' = ax?1!

1 ro_ 1L
y= % y = X2
y = eX y’ = eX

— l L— 1
y =Inx y =7
y = sinx y' =cosx
Yy = cosXx y' = —sinx

W modelowaniu zjawisk fizycznych wazna role odgrywaja rozniczki (nie nalezy
ich myli¢ z pochodnymi). Rozwazmy funkcje y = f(X), okreslong w pewnym
przedziale i ciagla w rozpatrywanym punkcie xo . Przyrostowi Ax argumentu

odpowiada¢ bedzie przyrost
Ay = Af(xq) = f(xo + Ax) — f(X()

nieskonczenie maty z Ax. Zgodnie z G.M. Fichtenholzem pytamy si¢ czy istnieje
dla Ay wielkos$¢ nieskonczenie mata AAx (A = const) liniowa wzgledem AX i
taka, ze roznica Ay — AAX jest nieskonczenie matg rzgdu wyzszego niz AX, tzn.
ze

Ay = AAX + o(Ax)

Jezeli dla A#0, zachodzi ta réwno$¢, to moéwimy, ze funkcja y=f(x) jest
rézniczkowalna, wyrazenie AAX nazywa si¢ rézniczkq funkcji i 0znacza si¢ ja

symbolem dy lub df(x,).
Obliczanie rozniczki zilustrujemy dwoma przyktadami.
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Przyktad 1.

Wzor na pole kota P o promieniu r ma posta¢: P =1 r® . jezeli zwickszymy
promien, zwigkszymy pole kota. Niech zmiana promienia wynosi Ar, co
odpowiada przyrostowi pola AP. Obliczamy ten przyrost:

AP = (r + Ar)? — nr? = 2nrAr + 1(Ar)?

Czgé¢ gtdwna przyrostu pola AP wynosi 2nrAr, gdy zmiana promienia Ar dazy
do zera. Oznacza to, ze poszukiwana rdzniczka wyraza si¢ wzorem:

dP = 2mrAr
Mamy, wigc nastepujace wzory:

Pole kota: P = 2mr?
Pochodna: P/ = 2mr
Rézniczka: dP = 2mrAr

Przyktad 2.

W spadku swobodnym wzor na droge s ma postaé (t — czas, g- przyspieszenie):

1
= — tz
S Zg

Przyrost drogi podczas spadku swobodnego w czasie At wynosi (obliczenia
wykonujemy dla przedzialu czasowego (t, t+At) ):

1 1 1
As = Eg(t + At)? — Egtz = gtAt + Eg(At)z

Cze$¢ glowna przyrostu drogi As wynosi gtAt, gdy przyrost czasu At dazy do
zera (przypominamy takze, ze v = gt, tzn. rozniczka drogi jest iloczynem
predkos$ci v i przyrostu czasu At ) .
Mamy wiec nastgpujace wzory:

droga: s = %gt2

Pochodna: s{ = gt

Rozniczka: ds = gtAt
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2.3. Rachunek calkowy

Calka jest jednym z kluczowych poje¢ matematyki. Pojecie catki zostalo
wprowadzone przez G.W. Leibniza i I. Newtona w XVII wieku. Precyzyjnie
catka zostata zdefiniowana w XIX wieku (miedzy innymi catka oznaczona
Lebesgue’a).

Funkcja F(x) nazywa si¢ funkcjq pierwotng funkcji f(x) lub catkg w danym
przedziale, jesli w catym tym przedziale f(x) jest pochodng funkcji F(x) lub, co
na jedno wychodzi, f(x)dx jest r6zniczka F(x):

F'(x) =f(x) lub dF(x) = f(x)dx
Znalezienie wszystkich funkcji pierwotnych danej funkcji nazywa si¢

catkowaniem. Jest to zagadnienie odwrotne do zagadnienia rachunku
rozniczkowego. Catke nieoznaczong funkeji f(x) oznaczamy symbolem:

j- f(x)dx

Catka nieoznaczana nazywa si¢ zbior funkcji F(x) (tzw. funkcji pierwotnych)
spetniajgcych rownanie:

[F)]" = f(x)

(pochodna funkcji F(x) rowna si¢ funkcji podcatkowej f(x)).
Dowolne funkcje pierwotne danej funkcji f(x) réznig si¢ stalg liczba, zatem
formalnie musimy napisac:

jf(x)dx =Fx)+C

(C jest to stata catkowania)

Woyliczanie calek nieoznaczonych prostych funkcji nie nastrecza trudnosci. Dla
przyktadu, gdy mamy funkcje postaci f(X) = X°, to jej catka nieoznaczona ma
postac:

fxzdx—§+c
3

co mozna tatwo sprawdzi¢ wykonujac rézniczkowanie.
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Calki nieoznaczone prostych funkcji sg znane:

f0-dx=C
[fdx=x+C

a+1

a —

f}l( dx=——+C
f;dx=ln|x|+C
[sinxdx =—cosx+C
) dx =tanx + C

Calki i rozniczki sa eleganckimi narzedziami do opisu zjawisk fizycznych. Te
narzedzia sg szeroko stosowane w mechanice. Rozpatrzmy przypadek, gdy
znane jest rownanie ruchu s = s(t), gdzie s jest drogag a t czasem. W takim
przypadku mozemy przy pomocy rézniczkowania okresli¢ predkosé, jako
v=ds/dt oraz przyspieszenie, jako a=dv/dt. Czesto mamy zadanie odwrotne.
Znamy przyspieszenie a jako funkcje czasu, tzn. a = a(t), a chcemy wyznaczy¢
predkos¢ v oraz drogg S w zaleznosci od czasu. Wobec tego mamy:

X

cosZx

v=fa(t)dt
s = fv(t)dt

Jezeli rozwazamy spadek swobody pod wplywem sity ciezkosci to a = ¢ i
wtedy:

V= J gdt =gt+C
Jezeli wiemy, ze w chwili t=t; predkos$¢ v = v, to mamy:
Vo = gto +C

I mozemy wyliczy¢ statg C:
C= Vo — gto

Po wyznaczeniu statej C ostatecznie mamy okre$long predkoscé:
v=glt—ty) + vy

Mozemy ustali¢ wzor na drogg s:

s = f[g(t— to) + voldt = %g(t— to) + vo(t—ty) +C’
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Statag wyznaczamy z warunku, ze dana jest droga s=sp W chwili t = to. Wtedy
C=s;:

1
s = Eg(t— to)? + vo(t —ty) + ¢

wartos$ci to, So, Vo Nazywaja si¢ wartos$ciami poczatkowymi.
Dla zerowych wartosci poczatkowych mamy wzor:

1

S > gt

W modelowaniu zjawisk fizycznych wazne sa calki oznaczone. Calkg
oznaczong funkcji f(x) w granicach od a do b nazywa si¢ roznice F(b) — F(a) ,
gdzie F(x) jest dowolng funkcjg pierwotng dla f(x).

Dla ciaglej funkcji f(x), catka oznaczana ma prostg interpretacje geometryczng —
jest to pole obszaru miedzy krzywa y = f(x), osig 0X i prostopadtymi do niej
wystawionymi w punktach a i b. Polu polozonemu nad osig 0X przypisujemy
znak +, polu ponizej tej osi przypisujemy znak -.

Interpretacja geometryczna calki oznaczonej pokazana jest ma rysunku 2.3.

fix)

b
Area = L fix) dx

Rys. 2.3. Interpretacja geometryczna catki oznaczonej

Nie wszystkie catki funkcji ciaglych daja si¢ prosto obliczy¢. W takim
przypadku musimy korzysta¢ z metod przyblizonych.
Calka z f(x) moze by¢ numerycznie przyblizona wzorem sumacyjnym:

ff(x)dx = zn: fre(0)Axy,
b =1

W powyzszym wzorze fi(x) jest przyblizeniem f(x) na przedziale AX.
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Do szacowania numerycznego calek oznaczonych mozna stosowaé wiele metod:

® Metoda prostokatow. Mozemy w kazdym przedziale przyblizaé
funkcje f(x) stala wartoscig, i sumowaé wszystkie pola
powierzchni prostokatow. Im wigcej bedzie prostokatow (mniejszy
krok) tym doktadniejsze bedzie oszacowanie.

® Metoda trapezow. Jezeli pole powierzchni bedziemy przyblizali
suma trapezow, otrzymamy metode trapezow, ktora generalnie
daje mniejszy btad niz metoda prostokatow.

® Metoda Simpsona. Jezeli uzyjemy paraboli do przyblizenia
przebiegu funkcji w kazdym przedziale, to otrzymamy metode
Simpsona.

Ilustracja metody prostokatow pokazana jest na rysunku 2.4. W tej metodzie
obszar ograniczony funkcjg dzieli si¢ na prostokaty, wylicza si¢ pola
poszczegdlnych prostokatéw i sumuje. Daje to szybka metodg szacowania catek
oznaczonych.

fix)

Xy=2a X ves x,=h

Rys. 2.4. Metoda prostokatow catkowania numerycznego

W metodzie Simpsona catka z f(x) moze by¢ numerycznie przyblizona wzorem
sumacyjnym:

n-1 n-2
a A
fb f(x)dx ~ ?X f(a) + f(b) + 4 Od;ﬂ £(xy0) + 2 ev;m f(xk)]

Elegancka metodg szacowania calek oznaczonych jest metoda Monte Carlo. W
metodzie Monte-Carlo mozemy catkowana funkcj¢ f(x) zamkna¢ w prostokacie
na przedziale od a do b i losowaé¢ punkty (wykorzystujac generatory liczb
pseudolosowych).
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f(x)

max

y=f(x) o (xLyl)

o (x2,y2)

Ymin

Rys. 2.5 llustracja metody Monte Carlo

W metodzie Monte Carlo generujemy (losujemy) n punktow. Punkt albo jest w
polu powyzej funkcji, albo ponizej. Jezeli oznaczymy wszystkie wygenerowane
punkty przez n a przez Neun punkty, ktore leza ponizej funkcji f(x), to
oszacowanie catki ma postac:

a nCOunt
f(x)dx ~ h(b — a)
b n

Przypadkowe potozenie punktu (x,y) w obszarze prostokata jest najpierw
generowane przy pomocy liczb losowych rli r2. Kolejno wyliczamy:

h = ¥max = Ymin
x=a+r;(b—a)

Y = Ymin + rzh

Blad oszacowania maleje z ilo$cig wygenerowanych punktow. Opisana metoda
Monte —Carlo jest doskonata metoda szacowania catek wielokrotnych.

W tej metodzie bardzo wazny jest tzw. generator liczb pseudolosowych.
Mozemy korzysta¢ z doskonatych algorytméw generowania liczb losowych
publikowanych w literaturze przedmiotu, mozemy korzysta¢ z funkcji
bibliotecznych uzywanych kompilatorow, mozemy tez sami napisaé prosty
generator. Jednym z najprostszych jest linear congruential generator:

i = aix_; + c(mod m)

W tym wzorze parametry a, ¢, m, oraz iy sa liczbami catkowitymi, a io jest
warto$cig startowa (ang. seed). Parametr m wybieramy tak, aby byt jak
najwiekszy w konkretnym komputerze. Takze warto$ci dla a oraz ¢ wybieramy,
tak, aby okres generatora byt jak najwigkszy. Na przyktad dla maszyny z 32-
bitowa liczba catkowita, wykorzystujac wieloletnie do$wiadczenie mozemy
wybra¢: m =232, a = 1664525, oraz ¢ =1013904223.
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2.4. Rachunek réznicowy

Gdy komputery i metody numeryczne zyskaty petnie praw, zostal znaczaco
rozwinigty rachunek roézZmicowy, bedacy odpowiednikiem tradycyjnego
rachunku rozniczkowego.

Wprowadzimy elementy rachunku rdéznicowego zgodnie z podejsciem
demonstrowanym w  podreczniku  ,,Matematyka  konkretna”, PWN,
Warszawa,1996.
Nalezy pamietaé, ze sukcesy analizy matematycznej zasadniczo oparte s3 na
dwoch faktach: mamy pojecie funkcji cigglych oraz pojgcie nieskoriczonosci.
W systemach komputerowych operujemy dyskretnym zbiorem liczb oraz kazdy
taki zbior jest skoriczony. W zastosowaniach praktycznych z wykorzystaniem
komputeréw decydujace znaczenie majag metody numeryczne.

W rachunku rézniczkowym najwazniejszym pojeciem jest operator
pochodnej D (zapis Cauchy’ego) . Jego postac to:

fx+h) - fx)
h

Df(x) = lim
f( ) h—-0
W rachunku réznicowym najwazniejszym pojeciem jest operator roznicy A.
Jego postac to:

Af(x) = f(x+ 1) — f(x)

Operatory D i A sa funkcjami, ktore produkuja funkcje. Gdy f(x) jest funkcja
gtadka ze zbioru liczb rzeczywistych, to Df(x) tez jest funkcja w tym zbiorze.
Tak samo, jezeli f(x) jest jakgkolwiek funkcjg w zbiorze liczb rzeczywistych, to
Af(x) tez bedzie takg funkcja. Wartosci Df i Af w punkcie X sg, wige okreslone
zgodnie z podanymi wzorami. W rachunku rézniczkowym operator D ma
operator dziatajacy odwrotnie — catke (symbol [ ). Zwiazek pomiedzy calka a
pochodng ma postac:

gx)=Df(x) < [g(x)dx =f(x) + C

Dla operatora roznicowego A istnieje takze operator odwrotny, antyréznica (albo
suma) X , ich relacje sa nastepujace:

gx) =Af(x) < Ygx)béx=f(x)+C

Role sumy nieoznaczonej dla funkcji g(x) pelni 2(...) , bedaca klasg funkcji, dla
ktorych roznica wynosi g(x). Symbol & dla operatora A pelni taka sama rolg jak
symbol d dla operatora D. Symbol C w przypadku sum nieoznaczonych oznacza
dowolng funkcje okresowg p(x) taka, ze p(x+1) = p(x). Przyklad takiej funkcji to
np.:

a + bsin 2nx
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W rachunku rézniczkowym, jesli g(x)=Df(x) to mamy catke¢ oznaczona:

b

= f(b) — f(a)

a

fbg(x)dx =

W rachunku réznicowym istnieje takze odpowiednik catki oznaczonej — suma
oznaczona, jesli g(x)=Af(x) to

b

zbg(mx = ()| = f(b) — f(a)

Korzystajac z podejscia prezentowanego w podreczniku ,Matematyka
konkretna” (R.Graham, D. Knuth, O. Patashnik, PWN, 1996) omoéwimy w
skrocie wlasnosci sumy oznaczonej. Niech (jest to definicja operatora
réznicowego):

g(x) = Af(x) = f(x+ 1) — f(x)

Jezelib=ato

Zag(x)SX — f(a) — f(a) = 0

Jezeli b = a+1 to:

Za+1g(x)8x =f(a+ 1) —f(a) = g(a)

Ogolnie, jezeli b zwigkszy si¢ o 1, to

b+1 b

> gGox = g(sx = (Fb + D~ f(@) = (F(B) - f(@)

(fb+1D—=f@) = (fb) = f(@) = fb+1)~f(b) = g(b)

Dzigki temu przyktadowi, wiemy co doktadnie reprezentuje suma oznaczona
dla catkowitych a i b, spetniajagcych warunek b > a :

b-1
b
z g(x)6x = Z g(k) = Z g(k), calkowiteb > a
a
k=a

as<k<b

Suma oznaczona oznacza to samo, co zwykta suma, tyle, ze pomijamy sktadnik
odpowiadajacy gérnemu ograniczeniu.
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3.1. Szereg Taylora

Szeregi Taylora stanowig fundament metod numerycznych. Wiele technik
stosowanych w metodach numerycznych korzysta wprost z szeregéw Taylora,
na przyktad do oszacowania btgdow.

Jezeli funkcja f(x) ma n-ta pochodna f™(x) w pewnym domknictym
przedziale zawierajacym punkt a, wowczas dla kazdego X z tego przedziatu
mamy nastepujacy wzor:

f(x) =f(a)+#(x—a)+¥ x —a)? 4
f(n—l) (n)
+—(n— 1)!(x—a)"_1+7(x—a)”

Jest to wzor Taylora. Ostatni wyraz we wzorze Taylora jest nazywany resztg
wzoru Taylora:

£ (cn) n
Ry=—"—"0G-a

Jezeli w szeregu Taylora przyjmiemy a = 0, to otrzymamy szereg Maclaurina:

' " n)
£00) =f(0)+f1(!0)x+f (0) f (O)x”

24 .40 7
TR oY

Wykorzystamy szereg Maclaurina aby rozwing¢ funkcje sin(x).
Zgodnie ze wzorem mamy:
. . x? x3
sin(x) = sin(0) + x cos(0) — ;sm(O) — ;cos(O) +

xt . x5
+Zsm(0) +;cos(0) + -

Poniewaz sin(0) = 0 oraz cos(0) = 1, ostatecznie mamy:

3 XS

sin(x)=x—§+§+---
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Rozwiniecie funkcji €* na szereg Maclaurina ma postaé:

x?> x3 x*

X — - —_— —_
e —1+x+2!+3!+4!+

3.2. Proste metody calkowania numerycznego

W wielu przypadkach modelowania i symulacji zjawisk fizycznych nie
potrafimy scatkowac funkcji analitycznie. W takich przypadkach postugujemy
si¢ catkowaniem numerycznym. Metody numeryczne pozwalaja oszacowaé
catki funkcji z do$¢ duza dokladnosciag. Numeryczne catkowanie jest takze
podstawowa metoda w przypadku, gdy chcemy oszacowac catke funkcji dang w
postaci dyskretnych punktow. Ze wzgledu na wage problemu, istnieje wiele
metod catkowania numerycznego, ale w naszym podrg¢czniku opiszemy tylko te
najprostsze.

Wzor prostokatéw

Jest to bardzo prosta metoda catkowania numerycznego. Oszacowanie catki

przy pomocy wzoru prostokatow (a i b sg to granice calkowania, n — ilos¢
przedziatow):

I = fbf(x)dx

ma postac:

b—a
n

I~hSif(x), h=

Ulepszona metoda punktéw $rodkowych (tzw. metoda midpoint) ma postac:

h b— .
I~hYL f(xi=3), h =T“ . Xi=X+hi, x=a
Implementacja funkcji do szacowania catek za pomocg wzoru prostokatow typu
midpoint prezentowana jest ponize;j.
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Listing 3.1. Catkowanie numeryczne metodg midpoint

/[ calkowanie numeryczne, metoda midpoint
/[a, b —granice calkowania, n - liczba podprzedzialow

double prost (double (*f) (double), double a, double b, int n)

{ double s=0, h=(b-a)/(double)n, h2=h/2, xi;
for (inti=1; i <=n; i++)
{xi=a+i*h - h2;
s+=f(xi);
}

return s*h;

}

Pierwszym argumentem funkcji prost() jest wskaznik do funkcji podcatkowej,
funkcja podcatkowa musi by¢ dostarczona w postaci jawne;.
Zastosujemy funkcje z listingu 3.1. do oszacowania nastepujacej catki

1
Izj x3dx
0

Prototyp funkcji prost wymaga wskaznika do funkcji oraz liczby przedziatow n:
double prost (double (*f)(double), double a, double b, int n);
Posta¢ funkcji podcatkowe;j jest nastepujgca:

double fx(double x)
{ return x*x*x ;

}

Wywotanie funkcji ma postacé:
prost(fx,0,1,5)

gdzie fx jest funkcjg podcatkowa, drugi argument jest dolng granicg catkowania
(a= 0), trzeci argument jest gorng granica catkowania (b=1), czwarty argument
jest liczbg przedziatow ( n=15).

Program pokazany na listingu 3.2 szacuje naszg calke metodg prostokatow z
opisanymi argumentami.
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Listing 3.2. Catkowanie numeryczne, metoda midpoint, funkcja x°

//metoda prostokatow, midpoint

#include <iostream.h>
#include <conio.h>

double prost (double (*f)(double), double a, double b, int n);

double fx(double x) //funkcja podcalkowa
freturn x*x*x;

}

int main()

{ cout << "wartosc calki =" << prost(fx,0,1,5)<< endl; //o.25000
getche();
return o;

}

double prost (double (*f) (double), double a, double b, int n)
{ double s=0, h=(b-a)/(double)n, h2=h/2, xi;
for (inti=1; i <=n; i++)
{xi=a+i*h - h2;
s+=f(xi);
}
return s*h;

}

Po uruchomieniu programu mamy wynik:
warto$¢ catki = 0.245
Znamy takze, wartos¢ calki obliczong analitycznie:
warto$¢ doktadna = 0.250
Oszacowanie numeryczne rozni si¢ od wartosci prawdziwej o 0.005. Jezeli
zwickszymy liczbe przedziatow do 20, to oczywiscie wynik si¢ znacznie

poprawi:

warto$¢ obliczona, n =20: 1~ 0.249688
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Kolejna prosta metoda catkowania numerycznego jest metoda trapezow. Pole
pod calka jest sumg pol trapezow (rys. 3.1).

=¥

1 1
Xj—1 X; X1

Rys.3.1. Catkowanie numeryczne - metoda trapezow

Jest to takze bardzo prosta metoda catkowania numerycznego. Oszacowanie
catki

I = fbf(x)dx

przy pomocy wzoru trapezoOw (a i b sa to granice calkowania, n — ilos¢
przedziatéw) ma postac:

n-1
f(xo) | f(xn)
Izh( > + > +;f(xi)>

h=—, Xi=Xo+hi, Xy=a

Nazwa metody zwigzana jest z faktem, ze sumujemy pola trapezow (pole s =
0.5*(a+b)*h):

T(h) =

Z f(xi—1)2+ f(x) (i — x11)

Implementacja funkcji do szacowania catek za pomoca wzoru trapezow
prezentowana jest ponizej.
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Listing 3.3. Calkowanie numeryczne metoda trapezoéw

/[ calkowanie numeryczne, metoda trapezow
/[a, b —granice calkowania, n - liczba podprzedzialow

double trapez (double (*f)(double), double a, double b, int n)
{double s=0.5*(f(a)+f(b));
double h = (b-a)/(double)n;
double xi;
for (inti=1; i <=n-1; i++)

{ xi=a+i*h;

s+=f(xi);
}

return s*h;

}

Zastosujemy funkcje z listingu 3.3. do oszacowania znanej nam catki

1
Izj x3dx
0

Prototyp funkcji trapez wymaga wskaznika do funkcji, zakresu catkowania oraz
liczby przedziatow n:

double trapez (double (*f)(double), double a, double b, int n);
Posta¢ funkcji podcatkowej jest nastepujgca:

double fx(double x)
{ return x*x*x ;

}

Wywotanie funkcji ma postacé:
trapez(fx,0,1,5)

gdzie fx jest funkcja podcatkowa, drugi argument jest dolng granica catkowania
(a= 0), trzeci argument jest gorna granicg catkowania (b=1), czwarty argument
jest liczbg przedziatow (n=15).

Program pokazany na listingu 3.4 szacuje nasza calke metodg trapezéw z
opisanymi argumentami.
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Listing 3.4. Catkowanie numeryczne, metoda trapezow, funkcja X3
/[ metoda trapezow

#include <iostream.h>

#include <conio.h>

double fx(double x)

freturn x*x*x;

}

double trapez (double (*f)(double), double a, double b, int n);

int main()

{ cout << "wartosc calki =" << trapez(fx,0,1,5)<< end|;
getche();
return o;

}

double trapez (double (*f)(double), double a, double b, int n)
{double s=o0.5*(f(a)+f(b));
double h = (b-a)/(double)n;
double xi;
for (inti=1; i <=n-1; i++)

{ xi=a+i*h;

s+=f(xi);
}

return s*h;

}

Po uruchomieniu programu mamy wynik:
warto$¢ catki = 0.260
Znamy warto$¢ catki obliczong analitycznie:
warto$¢ doktadna = 0.250

Oszacowanie numeryczne roézni si¢ od wartosci prawdziwej o 0.01. Jezeli
zwickszymy liczbe przedziatéw do 20, to wynik si¢ znacznie poprawi:

wartos¢ obliczona, n = 20: | ~ 0.2506625

Kolejng stosunkowo prosta metodg szacowania catek jest metoda Simpsona. W
odréznieniu od metody trapezow, ktora funkcje w zadanym przedziale
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aproksymuje prostg, w metodzie Simpsona wykorzystujemy tuk paraboli to tego
celu.
Oszacowanie catki

I = fbf(x)dx

przy pomocy wzoru Simpsona (a i b sg to granice calkowania, n — ilo$¢
przedziatow) jest dane wzorem:

b n-1 n—2
Izg(f(a)+f(b)+4 Z flxi]+2 Z f(xi)>

i=1,0dd i=2,even
h=—, X=X+hi, X =a

W tej metodzie liczba przedzialéw musi by¢ parzysta (ang. odd - nieparzysta,
even - parzysta).

Implementacja funkcji do szacowania catek za pomoca wzoru Simpsona
prezentowana jest ponizej.

Listing 3.5. Catkowanie numeryczne metoda Simpsona
/[ calkowanie numeryczne, metoda Simpsona
/[a, b —granice calkowania, nn — liczba podprzedzialow

double simp (double (*f)(double), double a, double b, int nn)

{intn;

double s1=0, s2=0, h;

if ("nn%2 != 0) {cout << "nieparzyste n " <<end|;
nn++; 1}

n=nn/2;

h = (b-a)/(double)nn;

for (inti=1; i <=n-1; i++) s2+=f(a+2*i*h);

for (inti=0; i <=n-1; i++) si+=f(a+(2*i+1)*h);

return h*(f(a)+f(b)+4*s1+2%s2)/3;

}

Wywotanie funkcji ma postaé:
simp(fx,0,1,4)

gdzie fx jest funkcja podcatkowa, drugi argument jest dolng granicg catkowania
(a= 0), trzeci argument jest gorna granica catkowania (b=1), czwarty argument
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jest liczbg przedziatow (nn= 4).
Program pokazany na listingu 3.6 szacuje nasza catke metodg Simpsona z
opisanymi argumentami.

Listing 3.6. Catkowanie numeryczne, metoda Simpsona, funkcja x>
//metoda Simpsona
#include <iostream.h>
#include <conio.h>
double fx(double x)
freturn x*x*x;
3
double simp (double (*f)(double), double a, double b, int nn);
int main()
{ cout << "wartosc calki m2 =" << simp(fx,0,1,4)<< endl; //o.25
getche();
return o;
3
double simp (double (*f)(double), double a, double b, int nn)
fintn;
double s1=0, s2=0, h;
if ("nn%2 != 0) {cout << "nieparzyste n " <<end|;
nn++; 1}

n=nn/2;

h = (b-a)/(double)nn;

for (inti=1; i <=n-1; i++) s2+=f(a+2*i*h);
for (inti=0; i <=n-1; i++) si+=f(a+(2*i+1)*h);
return h*(f(a)+f(b)+4*s1+2%s2)/3;

}

Po uruchomieniu programu mamy wynik:

wartos¢ catki = 0.25
Wiemy, ze warto$¢ catki obliczona analitycznie ma taka sama wartosc.
Metoda Simpsona jest bardzo wydajna i doktadna. Kod funkcji simpl()

mozna przedstawi¢ w zwigzlej postaci (listing 3.7).

Listing 3.7. Inna implementacja funkcji simp(), metoda Simpsona

double simp1 (double (*f)(double), double a, double b, int n)
{ double s=0, h = (b-a)/(double)n;

for (inti=1; i <=n; i++)
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{ s+=h*(f(a+(i-1)*h)+4*f(a-h/2.0 + i*h) + f(a+i*h))/6.0;
}
returns;
}

Godna uwagi jest kolejna metoda catkowania numerycznego — metoda
Romberga. Jest ona podobna do catkowania metoda trapezéw, wykorzystuje
ekstrapolacje Richardsona. Zainteresowanych czytelnikéw odsylamy do
monografii A.Ralstona (A First Course In Numerical Analaysis).
Powszechnie uwaza si¢, ze metoda nazywana kwadraturg Gaussa jest jedng z
najmocniejszych metod catkowania numerycznego.
Ta bardzo wydajna metoda calkowania numerycznego, wykorzystuje
wielomiany ortogonalne do aproksymacji funkcji. Wybdr wielomianéw zalezy
od typu funkcji i granic catkowania. Najcze$ciej wykorzystywane sg wielomiany
Legendre’a.
Oszacowanie catki

1
Izj x3dx
0

przy pomocy kwadratury Gaussa-Legendre’a ma postac:

m

b—a

RLEL Qo
k=1

Wartosci funkeji wyliczane sg w punktach:

_b+a+b—a
T 2

W powyzszych wzorach:

a - jest dolng granicg catkowania, b - jest gérng granica catkowania, m — 0znacza
liczbe punktow w ktorych funkcja f(x) bedzie wyliczana, czgsto m = 4 jest
wystarczajgce, wx - sg czynnikami wagowymi, & - sg zerami wielomianu
Legendre’a m-tego stopnia:

-1<¢<1
Wartosci &, oraz wy sg stabelaryzowane dla m w zakresie od 2 do 256, do celow
praktycznych potrzebujemy tabel z zakresu 2-24.

Dlam =4, k=1,2,3,4, potrzebne warto$ci przedstawia tabela:

o & ={-0.8611363116, -0.3399810436, 0.3399810436, 0.8611363116};
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o W, ={ 0.3478548451, 0.6521451549, 0.6521451549, 0.3478548451};

Implementacja funkcji do szacowania catek czteropunktowa metoda Gaussa-
Legendre’a ma posta¢ pokazana na listingu 3.8.

Listing 3.8. Implementacja funkcji gauss_4(), metoda czteropunktowa

double gauss_g (double (*f)(double), double a, double b)
/[a - dolna granica, b - gorna granica calki

{ double const k[4]={-0.8611363116, -0.3399810436, 0.3399810436,
0.8611363116};
double const w[4]={ 0.3478548451, 0.6521451549, 0.6521451549,
0.3478548451};
double xg, s = o;

for (inti=o0;i<4; i++)
{ xg=(b+a)/2 + (b-a)*k[il/2;
s+=wl[i]*f(xq);
}

return (b-a)*s/2;

}

W celu testowania metody Gaussa oszacujemy catke
/2
I = j x? cos xdx
0

przy pomocy kwadratury Gaussa-Legengre’a dla m = 4.
Prototyp funkcji gauss 4 wymaga wskaznika do funkc;ji:
double gauss_4 (double (*f)(double), double a, double b)
Posta¢ funkcji podcatkowe;j:
double fx(double x)

{ return x*x*cos(x) ;

}

Wywotanie funkcji Gauss_4() wymaga jedynie podania granic calkowania:
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gauss_4(fx,0,pi/2)

Listing 3.9. Catkowanie numeryczne, czteropunktowa metoda Gaussa

/Imetoda Gaussa, Gauss-Legendre quadrature, m=4
#include <iostream.h>

#include <conio.h>

#include <math.h>

double const pi = 3.1415926535;

double gauss_g (double (*f)(double), double a, double b);

double fx(double x)
{ return x*x*cos(x) ;

}

int main()

{
cout << "wartosc calki =" << gauss_(fx,0,pi/2)<< end|;
getche();
return o;

}

double gauss_g (double (*f)(double), double a, double b)
/[a - dolna granica, b - gorna granica calki
{ double const k[4]={-0.8611363116, -0.3399810436, 0.3399810436,
0.8611363116};
double const w[4]={ 0.3478548451, 0.6521451549, 0.6521451549,
0.3478548451};
double xg, s = 0;
for (inti=o; i<4; i++)
{ xg=(b+a)/2 + (b-a)*k[il/2;
s+=w[i]*f(xq);
}

return (b-a)*s/2;

}

Po uruchomieniu programu mamy wynik:

wartos¢ catki = 0.467402
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Wartos$¢ naszej catki obliczona analitycznie | =0.467401. Widzimy doskonata
zgodno$¢ oszacowania numerycznego z warto$cia analityczna.

3.3. Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych metodami
numerycznymi

Réwnania rézniczkowe odgrywaja duza role w opisie zjawisk fizycznych.
Niestety w wielu przypadkach rozwigzanie analityczne nie jest znane.
Numeryczne metody rozwigzywania réwnan rozniczkowych sa stosowane W
przypadkach, gdy rozwigzania w postaci analitycznej nie sg znane. Waznym
obszarem zastosowania tych metod jest numeryczne modelowanie i symulacja
uktadoéw 1 zjawisk dynamicznych. Te techniki sg czgsto wykorzystywane w
komputerowych symulacjach. W metodach numerycznych zaktada si¢, ze
zmienna niezalezna wystepuje w postaci wybranych, dyskretnych warto$ci.
Oczywiscie, konsekwencjg tego faktu jest otrzymywanie przyblizonych
rozwigzan rOwnan rézniczkowych.

Réwnaniem rézniczkowym nazywamy réwnanie funkcyjne, w  ktorym
wystepuja pochodne szukanej funkcji y = f(X). Stopien najwigkszej pochodnej
okresla rzad réwnania.

Réwnanie rézniczkowe zwyczajnym rzedu pierwszego ma postac:

F(x,y,y')=0

W tym réwnaniu musi wystapi¢ pierwsza pochodna dy/dx, argumenty X i y nie
muszg jawnie wystepowac. Rozwigzaniem réwnania rozniczkowego rzedu
pierwszego (catka réwnania) nazywamy kazda funkcje postaci:

y = o(x)

ktéra spetnia réwnanie rézniczkowe dla kazdej wartosci X z okreslonego
przedziatu.

Twierdzenie  Cauchy’ego  (podstawowe  twierdzenie teorii  réwnan
rozniczkowych):

Jesli funkcja T(X,y) jest ciggla w otoczeniu punktu (Xo,Yo), 10 istnieje
przynajmniej jedno rozwigzanie rownania

y' =f(xy)

ktore przy X = X, przybiera wartos¢ y = Y,, a ponadto w pewnym otoczeniu
punktu X, jest ono oznaczone i ciagle.

Rownanie rozniczkowe moze by¢ rozwigzane analitycznie. Pokazemy
rozwigzanie analityczne prostego rownania rozniczkowego postaci:
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dy
—Z =2
dx y
Rozwigzemy to rownanie metodg rozdzielenia zmiennych.
Przy pomocy przeksztatcen:

1 1
oy 4y = dx = fgdy=fdx
pamigtajac, ze:
f%dlen|c|+C = log,x =y, Inx =log,x

otrzymujemy rozwigzanie:
y=~Ce

gdzie C jest stala.
Rownanie rézniczkowe w praktyce w niewielu prostych przypadkach moze by¢
rozwigzane analitycznie. Aby otrzymac rozwiazanie, pozostaja nam wylacznie
metody numeryczne. Numeryczne rozwigzywanie roéwnan roézniczkowych jest
potezng technika. Niestety nigdy nie mozna by¢ pewnym wyniku, kazde
rozwigzanie musi by¢ doktadnie testowane i sprawdzone. Teoria dostarcza nam
wiele metod rozwiazywania rownan rozniczkowych, zadna nie zapewni, ze
rozwigzanie bedzie stabilne. W grafice komputerowe] wazna jest takze
wydajno$¢, konkretnie szybkos$¢ otrzymywania rozwigzania.
Roéwnania rézniczkowe dzielimy na dwie klasy:

« z warunkami poczatkowymi (initial value problems)

» z warunkami brzegowymi (boundary value problems)
W praktyce programowania gier mamy do czynienia z pierwszym typem, tzn. z
réwnaniami réZniczkowymi 7 warunkami poczgtkowymi.
Najpierw rozwazymy réwnania rézniczkowe z warunkami poczatkowymi.
W réwnaniach tego typu, warunki sa wyspecyfikowane tylko dla jednej wartosci
zmiennej niezaleznej. Te warunki sg nazywane warunkami poczatkowymi (ang.
initial conditions) niezaleznie od tego czy sg wyspecyfikowane dla zmiennej
niezaleznej réwnej zero. Typowe réwnanie tego typu moze mie¢ postac (jest to
opis oscylatora harmonicznego):

d’y _dy
A—=+ B— =
gz tBg toy g(t)

Z warunkami poczatkowymi:
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dy = _
y(0) =y, E(O) =7

Przy rozwigzywaniu roéwnan rézniczkowych:

dy
= =foD)
z warunkami poczatkowymi najczgsciej postugujemy sie dwoma technikami:
o Metodami jednokrokowymi (ang. one step type)
o Metody wielokrokowymi (ang. multistep type)
Metody jednokrokowe opieraja si¢ na fakcie, ze znamy rozwigzanie réwnania
rozniczkowego z warunkami poczatkowymi w przedziale 0 <t < tj . W tej
metodzie znajdujemy rozwiazanie dla kroku tj,; = tj + At ( zobacz rysunek 3.2).

Y L, . .
Tu chcemy miec rozwigzanie
LAt
I I
|
L
| I
I |
Yi I
- 54N
AN
. . | \
Tu znamy rozwigzanie R
rozwiazanie | |
|
L
tj tj+1

Rys.3.2. Rozwigzania rownania rézniczkowe typu jednokrokowego. Aby
otrzymaé rozwigzanie w kroku (j+1) musimy mie¢ warto$ci w kroku (j)

Zaletg tej metody jest fakt, Ze jest ona samo startujgca (ang. self-starting),
poniewaz rozwigzanie jest znajdowane wprost dla wartosci od t; dla tj; bez
zadania znajomos$ci wartosci dla y lub f(y,t) dla t<t;. Jezeli t; =0, iy; = y(0), co
mamy wprost z warunkdéw poczatkowych, nasza metoda moze by¢ uzyta do
znalezienia yj:1 = y(0+At) = y(At) oraz kolejnych wartosci dla y.

W drugiej metodzie (wielokrokowej) musimy mie¢ informacje dotyczace y w
przedziale t <t; ( patrz rysunek 3.3).

W rozwiazaniach typu wielokrokowego, rozwiazanie dla yj; moze wymagac¢
znajomosci wartosci yj oraz wartosci f(y,t) w kazdym punkcie tj, ti1 , tjo 1 tjs .
Za wyjatkiem najprostszych rownan rézniczkowych, metoda wielokrokowa nie
jest samo startujgca 1 musimy wykorzysta¢ inne techniki aby otrzymac
rozwigzania dla pierwszych kilku krokow w procesie rozwigzywania rownania
(korzystamy takze z warunkow poczatkowych).
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Rys.3.3. Rozwigzania rownania rézniczkowe typu jednokrokowego. Aby
otrzymac¢ rozwigzanie w kroku (j+1) musimy mie¢ warto$ci w

krokach (j-3), (j-2), (j-1) oraz (j)

Istnieje wiele metod rozwigzywania rownan rozniczkowych pierwszego rzedu z
warunkami poczatkowymi. W grafice komputerowej najpopularniejsze metody
to:

* Metoda Eulera

* Metoda Runge-Kutty

+ Metoda Verleta
Metoda Eulera.
Rozwazmy roéwnanie rozniczkowe pierwszego r1zedu =z  warunkami
poczatkowymi:

2= fi,0), 7(0) =yo

Intuicyjnie, proste numeryczne rozwianie roéwnania polega na zastgpieniu
roézniczek réznicami:

Yisr =Y J
—]HM =f(t7)

Przeksztalcajac to wyrazenie otrzymujemy formute Eulera (jest tak zwana
metoda Eulera):

Yisr1 =Y+ (At)f(y]" tj) 1)

Otrzymali$my nastepujacy schemat rozwigzywania rownania roézniczkowego:
znajac warunki poczatkowe iterujemy po t, zaczynajac od t=0, korzystajac z
rownania (1) wyliczamy wartosci y dla kazdej nowej wartosci t.
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Poniewaz obliczenia mozemy wykonac¢ od t = 0, metoda jest samo-startujaca.
Zastosujemy schemat Eulera do rozwigzania rOwnania roézniczkowego.
Rozwiazemy nastepujace rownanie rozniczkowe:

ay _ 2 _ _
L~y =0, y0)=1

Znane nam rozwigzanie analityczne ma nastgpujaca postac:

Y= T4

Przeksztalcamy rownanie wyj$ciowe do postaci:
ay _ _ .2 — 2
a="v4 fly)=-vy
To zadanie moze by¢ rozwiazanie przy pomocy rekurencyjnej formuty Eulera:

Vj+1 =¥ + At(=y?) 3

Startujac z t = 0 (j = 0) oraz wybierajagc krok czasowy At = 0.1 mozemy
wyliczy¢ warto$¢ y w punkcie t=0.1:

y, =1+ (0.1)(=12) = 0.9

Doktadne rozwigzanie w tym punkcie wynosi

= 0.9090909

y(OD) =777

Dla schematu algorytmicznego (2) mozemy napisa¢ odpowiedni program
komputerowy (rozwigzywania rowna rézniczkowych metoda Eulera) generujacy
wartosci y dla ustalonych krokéw iteracyjnych.

Listing 3.10. Funkcja implementujaca metode Eulera
void Euler (double (*f)(double), double dt, double yo, int n)
{doubley, yt;
y =Yo;
for (inti=1; i <=n; i++)
fy=y+dt*f(y);  printf("\n t= %g4.2f, y=%8.4f",i*dt,y);
¥
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Funkcja Euler() wymaga: wskaznika do funkcji f(), wartosci kroku czasowego
dt , warto$ci poczatkowej y0 oraz liczby iteracji n.
Kompletny program pokazany jest na listingu 3.11.

Listing 3.11. Rozwigzywanie rownan rézniczkowych, metoda Eulera
/| Metoda Eulera, rownania rozniczkowe

#include <conio.h>

#include<stdio.h>

void Euler (double (*f)(double), double dt, double yo, int n);
double fx(double y)
{ return -y*y;

}

int main()

{ Euler (fx,0.1,1,10);
getche();
return o;

}

void Euler (double (*f)(double), double dt, double yo, int n)
{ doubley, yt;
Y =Yo0;
for (inti=1; i <=n; i++)
{y=y+dt*f(y);  printf("\n t= %q4.2f, y=%8.4f",i*dt,y);
}
}

W celu testowania metody Eulera rozwiazemy numerycznie roOwnanie:
2= —y?, y0)=1
Prototyp funkcji Euler() wymaga wskaznika do funkcji:
void Euler (double (*f)(double), double dt, double yo, int n)
Posta¢ funkcji f(y,t) jest nastepujaca:
double fx(double y)
{ return -y*y;

}

Wywotanie funkcji Euler() wymaga podania nazwy funkcji, kroku iteracji,
warto$ci poczatkowej oraz liczby iteracji:
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Euler (fx,0.1,1,10);
Numeryczne rozwigzanie pokazane jest w tabeli 3.1, dla poréwnania pokazano
takze warto$ci doktadne.

Tabela.3.1. Numeryczne rozwigzania rownania rézniczkowego metoda
Eulera oraz rozwigzania analityczne

i*dt y (numeryczne) | y (doktadne)
0.10 0.9000 0.9091
0.20 0.8190 0.8333
0.30 0.7519 0.7692
0.40 0.6954 0.7143
0.50 0.6470 0.6667
0.60 0.6052 0.6250
0.70 0.5685 0.5882
0.80 0.5362 0.5556
0.90 0.5075 0.5263
1.00 0.4817 0.5000

Widzimy, ze metoda Eulera technicznie jest bardzo prosta, ale mozna zauwazyc¢,
ze nie jest to metoda przesadnie doktadna. Jest rzecza wiadoma, ze metoda
Eulera jest praktycznie niedoktadna i rzadko bywa uzywana w praktyce. W
grafice komputerowej, gdzie doktadno$¢ obliczen nie jest sprawg kluczowa, ze
wzgledu na szybko$¢ obliczen, metoda Eulera czasami jest stosowana.

Metoda Runge-Kutty.
Wzory typu Runge-Kutty sa najczesciej uzywane do rozwigzywania réwnan
rozniczkowych zwyczajnych. Zalety metody sa nastepujace:

jest tatwa do zakodowania

jest zazwyczaj stabilne

krok metody moze by¢ zmieniany
jest samo-startujgca

W metodzie zaktadamy, ze znamy y(X,) i chcemy wyznaczy¢ przyblizenie yu.q
wartos$ci y(x,+h). Metoda polega na obliczeniu wartosci f(x,y) w pewnych
szczegblnie dobranych punktach, lezacych w poblizu krzywej rozwigzania w
przedziale (x, X,+h) i zastosowaniu odpowiednio dobranego wzoru,
zbudowanego z kombinacji tych wartosci, tak aby dobrze oszacowac przyrost
Yn+1 = Yn.

Wyrézniamy metody n-tego rzedu. Rzad okresla ile razy obliczamy funkcje
f(x,y). Najczgéciej uzywana jest formuta Runge-Kutty czwartego rzedu, ale
dobre wyniki daje tez metoda drugiego rzedu.
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Wzory metody Runge-Kutty czwartego rzedu majg postaé:
1
Yn+1 =Yn t g(k1 + 2k; + 2k5 + ky) 3)

Czynniki k-te maja nastepujace znaczenie (h jest krokiem iteracji)

ky = hf(xn» yn)

1 1
k, = hf(xn +5h +§k1)

1 1
ks = hf(xn +5hy, +§k2)
k4 = hf(xn + h'yn + k3)

Funkcja rozwigzujgca réwnanie roézniczkowe metoda Runge-Kutty czwartego
rzgdu ma postac:

Listing 3.12. Funkcja implementujgca metode Runge-Kutty
/[Metoda Runge-Kutty czwartego rzedu

void RK_4 (double (*f)(double), double dt, double yo, double n)
{ double t,y,k1,k2,k3,ks;
Y =Y0;
for (t=0; t < n; t=t+dt)
{ printf("\n t= %4.2f\t y= %8.6f " t,y);
ka=f(y)*dt;
k2=f(y+o.5*k1)*dt;
k3=f(y+o0.5*k2)*dt;
kg=f(y+k3)*dt;
y=y+(1/6.0)*(k1+2.0*%k2+2.0*k3+ks);
}
}

Funkcja RK_4() wymaga: wskaznika do funkcji f(), wartosci kroku czasowego
dt , wartosci poczatkowej Y0 oraz koncowej warto$ci t.
Ponownie rozwiazemy rownanie rézniczkowe

y _ _ .2 _
=Y, =1

Tym razem zastosujemy metode Runge-Kutty. Zgodnie ze schematem Runge-
Kutty rekurencyjna formuta czwartego rzedu ma postaé:

1
Yn+1 =Yn Tt g(kl + 2k, + 2k3 + ky)
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Kompletny program rozwigzujacy numerycznie réwnanie rézniczkowe metoda
Runge-Kutty czwartego rzedu pokazany jest na listingu 3.13.

Listing 3.13. rownan rézniczkowych, metoda Runge-Kutty
//Metoda Runge-Kutty 4 rzedu, rownania rozniczkowe
#include<stdio.h>

#include <conio.h>

double fx(double y)
{return -y*y;

}
void RK_4 (double (*f)(double), double dt, double yo, double n);

int main()

/! dt yo n

{ RK_4 (fx, 1.0, 1.0, 10.0);
getche();
return o;

}
void RK_4 (double (*f)(double), double dt, double yo, double n)

{
double t,y,ka,k2,k3,ks;
Y =Y0;
for (t=0; t < n; t=t+dt)
{ printf("\n t= %4.2f\t y= %8.6f " t,y);
ka=f(y)*dt;
k2=f(y+0.5*k1)*dt;
k3=f(y+o.5*k2)*dt;
kg=f(y+k3)*dt;
y=y+(1/6.0)*(k1+2.0*%k2+2.0*k3+ks);
3
}

Posta¢ funkcji f(y,t) jest nastepujaca:
double fx(double y)
{ return-y*y;

}

Wywotanie funkcji RK_4() wymaga podania nazwy funkcji, kroku iteracji,
warto$ci poczatkowej oraz liczby iteracji:

RK 4 (fx,1.0,1.0,10);

Numeryczne rozwigzanie pokazane jest w tabeli 3.2, dla poréwnania pokazano
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takze wartosci dokladne. Zwracamy uwage, ze krok iteracji jest dos¢ duzy i
wynosi 1.0.
Tabela.3.2. Numeryczne rozwigzania rOwnania rozniczkowego metoda
Runge-Kutty czwartego rzgdu oraz rozwigzania analityczne

i*dt y (numeryczne) | y (doktadne)
0.00 1.000000 1.000000
1.00 0.485636 0.500000
2.00 0.326900 0.333333
3.00 0.246374 0.250000
4.00 0.197676 0.200000
5.00 0.165051 0.166667
6.00 0.141669 0.142857
7.00 0.124089 0.125000
8.00 0.110391 0.111111
9.00 0.099416 0.100000

W poréwnaniu z metoda Eulera, w pokazanych obliczeniach zwigkszono krok
iteracji 10 razy, aby pokaza¢ réznice pomiedzy wartoscig doktadna i przyblizona
rozwigzania réwnania rézniczkowego. Nalezy pamigta¢, ze im krotszy krok
iteracji, tym wieksza doktadno$¢ rozwigzania.

Metoda Runge-Kutty drugiego rzedu.

Jak juz wspominali$my, istnieje takze metoda Runge-Kutty drugiego rzedu
(rownanie (4)). Metoda Runge-Kutty drugiego rzedu, zwana tez metodg Huena,
rzadziej nazywana metodg MidPoint, jest mniej doktadna niz metoda czwartego
rzgdu ale jest szybsza.

Nalezy wspomnie¢, ze istniejg takze inne formuty rozwigzan typu Runge-Kutty
takie jak metody szostego rzedu a nawet 6smego rzedu, ale te techniki sg
rzadziej uzywane.

Nalezy takze pamigta¢, ze zasadniczo (tak samo jak w innych metodach
numerycznych) nalezy odpowiednio dobiera¢ krok iteracji, im mniejszy krok,
tym dokltadniejsze sa rozwigzania. Ustalenie czy wybrano odpowiedni krok
polega na uruchomieniu procesu iteracji z dwoma réznymi krokami (najbardziej
popularna technika polega na zmniejszeniu dwa razy kroku w drugim
przebiegu).

W?zory metody Runge-Kutty drugiego rzgdu maja postac:

1
Yn+1 =Yn t E(kl + k3) 4)
gdzie wspotczynniki majg postaé:

ki = hf (X, yn)
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1 1
kz = hf(xn +§h'yn +§k1>

Funkcja rozwigzujagca réwnanie rozniczkowe metodg Runge-Kutty drugiego
rzedu ma postaé:

Listing 3.14. Funkcja implementujaca metodg Runge-Kutty

/| Metoda Runge-Kutty drugiego rzedu

void RK_2 (double (*f)(double), double dt, double yo, double n)

{

double t,y, ka1, k2;

Y =Y0;

for (t=0; t<n; t=t+dt)

{ printf("\nt= %4.2f y=%6.4f"t,y);

ka=f(y)*dt;
k2=f(y+o.5*k1)*dt;
y=y+k2;

}

Funkcja RK_2() wymaga: wskaznika do funkcji f(), wartosci kroku czasowego
dt , warto$ci poczatkowej y0 oraz koncowej wartosci t.
Ponownie rozwigzemy nasze rozniczkowe

ay _ .2 _
dt_ y! _V(O)—]

Kompletny program rozwigzujacy numerycznie rownanie rézniczkowe metoda
Runge-Kutty drugiego rzedu pokazany jest na listingu 3.15.

Posta¢ funkcji f(y,t) jest nastepujaca:

double fx(double y)
{ return -y*y;

}

Wywotanie funkcji RK_2() wymaga podania nazwy funkcji, kroku iteracji,
wartos$ci poczatkowej oraz koncowej wartosci przedziatu:

RK_2 (fx,0.1,1.0,1.0);
Numeryczne rozwigzanie pokazane jest w tabeli 3.3 oraz w tabeli 3.4, dla

poréownania pokazano takze wartosci doktadne. Zwracamy uwagg, ze jezeli krok
iteracji jest dos¢ maty (w naszym przyktadzie wynosi on 0.1) to otrzymujemy
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dobra zgodno$¢ rozwigzania numerycznego z dokladnym. W przypadku, gdy
zwigkszymy krok (w pokazanym przyktadzie do 10.0) dokladno$¢ rozwiazania
numerycznego jest znacznie mniejsza.
Listing 3.15. rownan rézniczkowych, metoda Runge-Kutty
//Metoda Runge-Kutty 2 rzedu, rownania rozniczkowe
#include<stdio.h>
#include <conio.h>
double fx(double y)
{return -y*y;
}
void RK_2 (double (*f)(double), double dt, double yo, double n);

int main()

/! dt yo n
{RK_2 (fx, 0.1, 1.0, 1.0);
getche();

return o;

}
void RK_2 (double (*f)(double), double dt, double yo, double n)
{ double t,y,ka,k2;
Y =Y0;
for (t=0; t<n; t=t+dt)
{ printf("\nt= %4.2f y=%6.4f"t,y);
ka=f(y)*dt;
k2=f(y+0.5*k1)*dt;
y=y+k2;
}
}

Analizujac dane z tabeli 3.3 widzimy, ze metoda Runge-Kutty drugiego rzedu z
matym krokiem (dt = 0.1) daje do$¢ doktadne rozwiazania w przedziale (0.0,

0.90).

Tabela.3.3. Numeryczne rozwigzania rownania rézniczkowego metoda
Runge-Kutty drugiego rzedu oraz rozwigzania analityczne,

dt=0.1,n=1.0
i*dt y (numeryczne) | y (doktadne)
0.00 1.0000 1.0000
0.10 0.9098 0.9091
0.20 0.8343 0.8333
0.30 0.7704 0.7692
0.40 0.7155 0.7143
0.50 0.6679 0.6667
0.60 0.6263 0.6250
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0.70 0.5895 0.5882
0.80 0.5567 0.5556
0.90 0.5274 0.5263
1.00 0.5011 0.5000

Analiza tabeli 3.4.(duzy krok iteracyjny) sktania nas do wniosku, ze metoda
Runge-Kutty w przypadku stosowania duzego kroku (dt = 1.0) w zakresie (0.0,
9.0) daje wyniki obarczone zbyt duzym bledem.

Tabela.3.4. Numeryczne rozwigzania rOwnania rozniczkowego metoda
Runge-Kutty drugiego rzedu oraz rozwigzania analityczne,

dt=1.0,n=10.0
i*dt y (humeryczne) | y (doktadne)
0.00 1.0000 1.000000
1.00 0.7500 0.500000
2.00 0.5303 0.333333
3.00 0.3784 0.250000
4.00 0.2843 0.200000
5.00 0.2248 0.166667
6.00 0.1850 0.142857
7.00 0.1568 0.125000
8.00 0.1359 0.111111
9.00 0.1199 0.100000
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4.1. Réwnania ruchu

Ruch ciatl polega na zmianie ich polozenia w czasie. Okreslenie polozenia
wymaga ustalenia ukladu wspotrzednych. Zjawiska fizyczne modelujemy w
przestrzeni tréjwymiarowej, co oznacza, ze potozenie punktu materialnego
opisane jest trzema wspolrzednymi (X, y, z).

Gdy rozpatrujemy wybrang wspoirzedna na przyktad X, to funkcji potozenia X(t),
opisuje jak X zmienia si¢, gdy zmienia si¢ czas t (rys. 4.1).

X

Rys.4.1. Zmiana potozenie punktu w czasie, funkcja x(t)

W animacji komputerowej istotna jest znajomo$¢ predkosci punktu
materialnego. Jezeli dysponujemy funkcjg potozenia, to takze znamy predkosc,
poniewaz predkosc¢ jest pochodna polozenia po czasie:

v(t) =x'(t) = % =x

Przypominamy, ze symbole dx/dt, x oraz X oznaczaja pochodne. Znajac funkcje
potozenia x(t) mamy takze okre§lone przyspieszenie punktu materialnego a, jest
to pierwsza pochodna predkosci v po czasie t, a takze druga pochodna potozenia
po czasie:

dv
a(t) =v'(t) = i v

d?x
a(t) =x"(t) = el =X

Formalnie ruch ciat w przestrzeni trojwymiarowej opisuje wektor potozenia r(t):

r(t) = [x(2), y(t), z(t)]
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Wektor predkosci ma postac;

v(t) = x = [(2), y(£), 2(0)]

a wektor przyspieszenia wyrazamy nastgpujaco:

a(t) = #(t) = [¥(8), (1), Z(D)]

Na ciata moga dziata¢ sity. Nalezy pamictac, ze sila nie jest odpowiedzialna za
ruch — sita powoduje zmiang ruchu (takze zmiang predkosci). Przypominamy, ze
zgodnie z drugim prawem Newtona:

a=—
m

warto$¢ wektora przyspieszenia jest proporcjonalna do wartosci sily.
Znajac charakter sit dziatajacych na ciato mozemy sformutowac roéwnanie ruchu
w ogoblnej postaci:

1
#(t) = —F(r, 17 ;t)
m
gdzie m jest masg ciat, a a0 0znacza inne istotne parametry ruchu.

Przyktadem prostego rownania ruchu moze by¢ ruch, w ktorym na ciato o masie
m dziala stala sita:

1
#(t)=—F =a
m

Mozemy scatkowaé to réwnanie ruchu w granicach, (tp, t) a wtedy
otrzymamy wzor na predkos¢ chwilowa:

v(t) = v(to) + a(t — to)

gdzie v(tp) jest predkoscia poczatkows.

W celu otrzymania wzoru na potozenie ciala w chwili t, ponownie
musimy scatkowac to rownanie po czasie t w granicach (fo,t). W wyniku
otrzymamy wzOr:

r(©) = r(te) + v(t)(t — to) + 5 (¢ — t)?

Jest to wazny wzor pozwalajacy obliczy¢ potozenie obiektu w chwili t = to+At,
gdy znamy jego potozenie w chwili to.
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W animacjach komputerowych musimy okresla¢ potozenie obiektu w
okreslonych chwilach, wyliczamy potozenia w kolejnych krokach iteracji:

a
r(ther) = r(ty) + v(t )AL + EAtZ

Tworzac realistyczne gry komputerowe musimy uwzglednic¢ fizyke, zazwyczaj
chodzi nam o realistyczny opis ruchu, konkretnie nasze postulaty sa nastepujace:

»  chcemy, aby w naszej grafice, obiekty poruszaty si¢ w
sposob naturalny

*  zadamy by ruch byt zgodny z naszym codziennym
doswiadczeniem

*  musimy bra¢ pod uwage uwarunkowania (ograniczenia)
sprzgtowe

*  przetwarzanie nie moze by¢ zbyt kosztowne

*  musimy wyznaczy¢ granice doktadnosci modelowania i
symulacji (korzystajac z rachunku rézniczkowego)

4.2. Réwnanie ruchu ze stalym przyspieszeniem

W przypadku ruchu z przyspieszeniem stalym, mamy do rozwigzania
stosunkowo proste rownania ruchu. Modelujac tego typu ruch dysponujemy
zestawem pigciu uzytecznych wzorow:

v=vy+at Q)
X — Xg =vot+%atZ (2)
v? = v3 + 2a(x — xq) (3)
x—x0=%(v0+v)t (4)
x—x0=vt—%atZ (5)

gdzie vy — predko$¢ w chwili t = 0, v — predko$¢ w chwili pdzniejszej t, a — state
przyspieszenie, Xo — potozenie punktu w chwili t = 0, X — potozenie punktu w
chwili pozniejszej t.

Przyspieszenie obliczamy z wzoru:

dv_d (dx) d?x

T T ac\ar) T der
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Podstawowe rownania ruchu ze stalym przyspieszeniem mozna otrzymaé
catkujac rownanie definiujace przyspieszenie:

dv = adt
f dv = f adt
Po scatkowaniu otrzymujemy;
v=at+C
Analogicznie otrzymujemy wzor na drogg:

dx = vdt

[ax= [ va

fdx = f(vo + at)dt

fdxzvofdt+aftdt

Ostatecznie mamy wzor na polozenie:

1
x=v0t+zat2 +C’

4.3. Rzut pionowy

Rozwazmy nastepujacy przyktad zwigzany z ruchem w polu grawitacyjnym
Ziemi. Wyliczymy wybrane wielkosci, gdy kamien zostat rzucony pionowo do
gory z predkoscig poczatkowag 12 m/s. W rozwazaniach pomijamy opor
powietrza. Chcemy otrzymac¢ odpowiedz na nastepujace pytania:

e ile minie sekund do momentu osiagniecia maksymalnej wysokos$ci?
o ile minie sekund do osiggniecia wysokosci 5 metrow?
e jaka jest maksymalna wysoko$¢ rzutu kamienia?

Tego typu proste zadania mozna rozwigzywaé poslugujac si¢ rozwigzaniami
analitycznymi (doktadne rozwigzania).

Rozpatrywany ruch jest ruchem ze stalym przyspieszeniem, a = -g, gdzie g
jest przyspieszeniem ziemskim, g = 9.81 m/s’. Taki ruch opisany jest
pokazanym uprzednio zestawem pigciu rOwnan.
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Rozwiazujac zadanie, najpierw wyliczymy ile minie sekund do momentu
osiggniecia maksymalnej wysokosci. Na podstawie wzoru nr (1) oraz wiedzac,
ze V = 0 w najwyzszym punkcie obliczamy czas:

_v—=vy 0-12

t= 7 - 981 =1.22

Widzimy, ze potrzeba 1.22 sekundy, aby osiggng¢ maksimum rzutu. Kolejno
obliczamy maksymalng wysoko$¢ rzutu kamienia.
Na podstawie wzoru (3) oraz faktu, ze punkt wyrzucenia kamienia X, = 0, oraz
ze V = 0 gdy kamien osiagnie maksymalna wysoko$¢, maksymalna wysokos¢
WYynosi:
vZ—v¢ 0-—122 733
=74 T 20098 "

Kamien wzniesie si¢ na wysoko$¢ 7.33 m.
Na koniec chcemy ustali¢ ile minie sekund do osiagni¢cia wysokos$ci 5 metrow?
Korzystamy z rownania (2), oraz wiedzac, ze Xo= 0,0raz v =0, X =2 m, mamy:

X = vot—zgtz

Po wstawieniu danych liczbowych:

1
5=12t — 5(9.81)1:2

i uporzadkowaniu, otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
49t> —12t+5=0

Po rozwigzaniu mamy wartoscit = 0.52 sorazt=1.9s.

Nie zawsze mozna otrzyma¢ rozwigzanie zadania w postaci analitycznej. W
takim przypadku musimy wykona¢ symulacje komputerowe. Aby pokazac
metodg, posluzymy sie ponownie rzutem pionowym do gory, przyjmujemy, ze
predko$¢ poczatkowa kamienia wyniosta 12 m/s. Bedziemy mogli takze
wykaza¢ poprawno$¢ rozwigzania przyblizonego (otrzymanego z symulacji).
Kamien rzucony w gorg porusza si¢ ze statym przyspieszeniem, a = -g. W takim
ruchu predkos¢ maleje, w punkcie najwigkszego wzniesienia predkos$¢ kamienia
v = 0. Do opisania ruchu wykorzystujemy zaleznosci:

v=vy+at

1
X — X =§(v0+v)t
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Mamy nastepujace zadanie do rozwigzania: napisa¢ program symulujacy ruch
kamienia rzuconego pionowo do gory z dang predkosciag poczatkowa.

Dla kolejnych warto$ci uptywajacego czasu, z chwila poczatkowa t = 0, w
kolejnych krokach czasowych (z ustalonym przyrostem czasu) obliczamy
predkos$¢ obiektu i przebyta droge. Obliczenia prowadzimy do momentu, gdy
predkos¢ obiektu spadnie do zera. Schemat obliczen ma nastepujaca postac:

ti+1 = ti + dt

Vit1 = Vo — gti+1
1
Sit1 =5 (Wo + V)tiyq

W kolejnych momentach czasowych obliczamy predkos¢ i przebyta droge
obiektu, az do chwili, gdy jego predko$¢ osiagnie zero. W systemach
komputerowych unikamy poréwnywania liczb zmiennoprzecinkowych z zerem,
w zamian wykorzystujemy liczbe dostatecznie mata, oznaczamy ja, jako
zmienna eps, wyznacza on doktadnos$¢ obliczen (obok kroku czasowego dt).

W programie kroki iteracyjne wykonuje funkcja o nazwie simulate(), ktorej
prototyp ma postac:

double simulate (double (*f)(double), double v0,double dt, double eps);

Funkcja simulate() otrzymuje wskaznik do funkcji f = gt, predkos¢ poczatkowa,
warto$¢ kroku czasowego oraz wartos$¢ eps.

Listing 4.1. implementacja funkcji fx() oraz simulate()
double fx(double t)
{//v=-gt, m/s, predkoscw ruchu opoznionym

I/ g = 9.81 m/s*s, przyspieszenie ziemskie

return -9.81%*t;

}

double simulate (double (*f)(double), double vo,double dt, double eps)
{ double v=vo, s=0, t=0;
while(v > eps)
{ printf("\n t= %s5.2f \t v= %5.2f \t s= %5.2f " t,v,s);
t=t+dt;
v=vo +f(t);
Ss=0.5%(Vo+V)*t;
3

return t;

}
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Wykorzystujac opracowane funkcje, w wyniku otrzymujemy wartosci predkosci
obiektu oraz przebyta droge w funkcji czasu.

Listing 4.2. Modelowanie ruchu obiektu, rzut pionowy

|/ wiaczy¢ definicje fx() oraz simulate()
#include <stdio.h>
#include<conio.h>

double fx(double t);

double simulate (double (*f)(double), double vo,double dt, double eps);

int main()

i vo dt eps
simulate(fx, 12.0, 0.1, 0.01);
getche();
return o;

}

W wyniku dziatania programu (dla kroku czasowego 0.1 sekundy) otrzymujemy
dane pokazane w tabeli 4.1. Maksimum wysokoéci obiekt osiggnie po 1.2
sekundy i wzniesie si¢ na wysoko$¢ 7.34 m. Na doktadno$¢ obliczen wptywa
krok czasowy i ustalony btagd (w naszym przypadku zaktadamy btad na poziomie
1 procenta (eps = 0.01). Gdy krok czasowy zmniejszymy do 0.01 sekundy
otrzymamy nastepujacy wynik: t =1.22, v= 0.03, s= 7.34.

Tabela 4.1. Droga i czas w rzucie pionowym, program 4.2

t(czas) v(predko$é) | s(droga)
0.00 12.00 0.00
0.10 11.02 1.15
0.20 10.04 2.20
0.30 9.06 3.16
0.40 8.08 4.02
0.50 7.09 4,77
0.60 6.11 5.43
0.70 5.13 6.00
0.80 4.15 6.46
0.90 3.17 6.83
1.00 2.19 7.09
1.10. 1.21 7.26
1.20 0.23 7.34
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4.4. Rzut poziomy i uko$ny

W polu grawitacyjnym Ziemi ruch obiektéw jest ruchem krzywoliniowym. Pod
wptywem sily cigzkosci cialo bgdzie spadato (rys.4.loraz 4.2). Wyrdzniamy
ruch poziomy i ruch uko$ny. Rzut poziomy jest to ruch, w ktorym ciatu
nadajemy predkos$¢ skierowana rownolegle do poziomu. Przyktadem takiego
ruchu moze by¢ ruch pocisku wystrzelonego z poziomo ustawionej strzelby. W
og6lnym przypadku ruch taki odbywa si¢ w przestrzeni tréjwymiarowej, czesto
jednak dla potrzeb grafiki komputerowej mozna rozwaza¢ kinetyke punktu
materialnego w przestrzeni dwuwymiarowe;j.

b 4

Rys.4.2. Ruch obiektu w polu grawitacyjnym, vq jest to predkosé
poczatkowa, wektor vo tworzy kat 6 z dodatnim kierunkiem osi X.

W rzucie poziomym (rys. 4.3) kat 6 ma warto$¢ zero, zwrot wektora predkosci
Vo w chwili poczgtkowej jest skierowany wzdtuz osi x, cialo znajduje si¢ na

wysokosci y = h.

7
, &
¥ |

Rys. 4.3. Rzut poziomy, predkos$¢ poczatkowa wynosi vy

W celu wyznaczenia ksztattu toru obiektu w rzucie poziomym musimy
rozwigza¢ rownania ruchu. Wiemy, ze ruch w poziomie jest niezalezny od ruchu
w pionie.

Wiemy takze, ze w rzucie uko$nym parametryczne rownania ruchu sg zapisane
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nastgpujaco:
x(t) = vt

1
y(®) =h—3gt*
Naszym celem jest wyznaczenie toru obiektu, ktéremu nadano predkosé
poczatkowa vy i skierowana pod katem 0° do poziomu. Obliczenia mozemy
prowadzi¢ w przedziale czasu (to, t) otrzymujac wartosci polozenia, wspotrzedne
X i y. Zasadnicze obliczenia przeprowadza funkcja simulate():

simulate(fx, v,, h, dt, eps);

gdzie vy jest predkosciag w kierunku poziomym, h jest wysokos$cig na poziomem,
dt jest krokiem iteracji, eps okre$la dokladno$¢ obliczen. Caly program
przedstawiony jest na listingu 4.4

Listing 4.3. Modelowanie ruchu obiektu, rzut poziomy
#include <stdio.h>
#include<conio.h>
#include <math.h>
double fx(double t);
double simulate(double (*f)(double), double vo, double h, double dt, double eps);
int main()
il vo h dt eps
simulate(fx, 55.0, 500.0, 1.0, 0.1);
getche();
return o;
}
double fx(double t)
{return 9.81*¢;
3
double simulate(double (*f)(double), double vo, double h, double dt, double eps)
{ doublev, vy = 0.9;
double x=0.0,y = h;
double t=o0.0;
printf("\n czas\t x\t y\t vy\t v", txy,vy);
while (y > -eps)
{ printf("\n %s5.2f\t %5.2f\t %5.2f\t %6.2f\t %6.2f",t,x,y,vy,v);
t=t+dt;
X = VO*t;
y = h - o.5*t*f(t);
vy = - f(t);
v=sqrt(vo*vo+vy*vy);
¥

return t;

}
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Wyniki symulacji rzutu poziomego z parametrami:

Il vo h dt eps
simulate(fx, 55.0, 500.0, 1.0, 0.1);

pokazane sa w tabeli 4.2.

Tabela 4.2. Tor obiektu w rzucie poziomym

czas X v vy v
6.008 8.8 500.00 6.068 6.08
1.86 55.86 495.18 -9.81 55.87
2.8 110.80 480.38 -19.62 58.39
3.880 165.88 455.86 -29.43 62.38
4.08 220.80 421.52 -39.24 67.56
5.8 275.80 377.38 -49.85 ?3.69
6.8 330.80 323.42 -58.86 88.56
7.88 385.88 259.65 -68.67 87.98
8.8 440.80 186.88 -78.48 25.83
?2.860 495.08 162.69 -88.29 164.82

16.68 5560.860 92.58 -98.160 112.47_

Symulacja toru obiektu moze by¢ zastosowana W celu modelowania zrzutu
kapsuty ratunkowej z samolotu. Przyjmiemy, ze samolot leci na wysokosci 500
metrow z predkoscia 55 m/s. Krok symulacji wynosi 1 sekunde. Z tabeli 4.2
wynika, ze lot kapsuly od momentu wyrzucenia jej z samolotu do momentu
uderzenia w powierzchni¢ morza wynosi okoto 10 sekund, kapsula przeleci
odlegtos¢ 550 metrow. Predkos¢ kapsuty w momencie uderzenia w wod¢ wynosi
112 m/s . Jezeli zmniejszymy krok iteracji dt do wartosci 0.01 sekundy to
otrzymamy znacznie dokladniejszy wynik: lot kapsuly bedzie trwal 10.09
sekundy, kapsula przeleci droge x = 554.95 metréw a predkos¢ koncowa
wyniesie 113.24 m/s.

Rozwazajac rzut uko$ny wiemy, ze ruch w kierunku poziomym odbywa si¢ bez
przyspieszenia, dlatego tez sktadowa pozioma predkosci vy obiektu nie ulega
zmianie w czasie ruchu i jest rowna predkosci poczatkowej vo. Wiemy, ze w
rzucie uko$nym parametryczne rownania ruchu sg zapisane nastgpujaco:

x(t) = vt = (vycosh)t

1 ) 1
y(t) = vyt — Egt = (vysinf)t — Egt

Naszym celem jest wyznaczenie toru obiektu, ktoremu nadano predkosé
poczatkowa vo 1 skierowana pod katem & do poziomu. Obliczenia mozemy
prowadzi¢ w przedziale czasu (to, t) otrzymujac wartosci polozenia, wspotrzedne

Xiy.
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Zasadnicze obliczenia przeprowadza funkcja simulate():
simulate(fx, 20.0, 30.0, 0.1, 1.0);
Caly program przedstawiony jest na listingu 4.4

Listing 4.4. Modelowanie ruchu obiektu, rzut ukosny

#include <stdio.h>
#include<conio.h>
#include <math.h>
#define R 3.1415926/180.0
//[dodac funkcje simulate()
double fx(double t);
double simulate(double (*f)(double),double vo,double alfa,double dt,double eps);
int main()
il vo alfa dt eps
simulate(fx, 20.0, 30.0, 0.1, 1.0);
getche();
return o;
}
double fx(double t)
{return 9.81%*¢;

}

Funkcja simulate() otrzymuje nastepujace parametry: predkos¢ poczatkows vy,
kat O, krok czasowy dt oraz warunek stopu eps. Symulacje mozemy prowadzi¢
w dowolnym przedziale czasowym, w naszym przypadku iteracja jest
zatrzymywana, gdy warto$§¢ wspotrzednej y staje sie ujemna (obiekt przebit
poziom). Doktadnos$¢ obliczen zalezy od kroku czasowego dt i wartosci eps.

Listing 4.4. funkcja simulate(), rzut ukosny

double simulate(double (*f)(double),double vo,double alfa,double dt,double eps)
{ double v=0.0, vx, vx2, vy;

double x,y;

double t =0.0;

double co = cos(R*alfa);

double si = sin(R*alfa);

VX = VO*CO;

vy = Vo¥*si;

VX2 = VX*VX;

v=sqrt(vx2+vy*vy);

printf("\n czas\t x\t y\t vy\t v", t,xy,vy);

while (y > -eps)
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{ printf("\n %s5.2f\t %5.2f\t %5.2f\t %6.2f\t %6.2f",t,X,y,vy,V);
t=t+dt;
X = VO*Co*t;
y = VO*si*t - 0.5*t*f(t);
vy = vo*si - f(t);
v=sqrt(vx2+vy*vy);
}
printf("\n vx = %6.2f ", vx);
return t;

}

W tabeli 4.3 przedstawiono wyniki symulacji dla kroku czasowego dt = 0.1 s,
predkosci poczatkowej 20 m/s, kata 6 = 30° oraz eps = 0.1.

Tabela. 4.3. Tor obiektu w rzucie uko$nym

czas x v vy v
0.00 0.60 0.00 10.00 20.00
6.10 1.73 8.95 9.82 19.53
8.20 3.46 1.80 8.64 19.089
8.30 5.208 2.56 ?.86 18.70
0.40 6.93 3.22 6.08 18.36
8.50 8.66 3.77 5.89 18.85
8.60 18.39 4.23 4.11 17.80
8.70 12.12 4.60 3.13 17.60
0.80 13.86 4.86 2.15 17.45
8.96 15.5¢9 5.83 1.17 17.36
1.608 1?7.32 5.89 8.19 1?7.32
1.10 19.85 5.86 -8.79 17.34
1.20 20.78 4.94 -1.7? 17.41
1.30 22.52 4.71 -2.75 17.54
1.40 24.25 4.39 -3.73 1?.72
1.50 25.98 3.96 -4.72 17.95
1.60 27.71 3.44 -5.70 18.23
1.70 29 .44 2.82 -6.68 18.56
1.80 31.18 2.11 -?.66 18.94
1.90 32.91 1.29 -8.64 19.36
2.00 34.64 8.38 -9.62 19.81
2.10 36.37 -8.63 -10.60 28.31
ux = 17.32

Z pokazanych symulacji wynika, Ze z naszymi danymi:

/l vo alfa dt eps
simulate(fx, 20.0, 30.0, 0.1, 1.0);

czas trwania rzutu wynosi okoto 2 sekund, zasieg rzutu wynosi okolo 35
metréw, maksymalna wysoko$¢ rownag 5 metrow obiekt osigga po jednej
sekundzie, a predkos$¢ calkowita w tym momencie jest najmniejsza i wynosi
okoto 17.3 m/s.

W programie obliczamy takze sktadowa predkosci vy oraz predkos¢ catkowita v.
Nalezy mie¢ na uwadze, ze w tych symulacjach nie uwzglgdniono oporu
powietrza. Opor powietrza zdecydowanie potrafi zmieni¢ tor rzuconego obiektu.
Jak podaja D.Halliday i1 inni w podrgczniku ,,Podstawy fizyki”, pitka
baseballowa poruszajaca si¢ z predkoscig poczatkows 44.7 m/s i wybita pod
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katem 60° ma zasieg w powietrzu rowny 98.5 metra, gdyby ruch odbywat si¢ w
prozni zasieg wynositby 177 metréw! Jak mozna si¢ przekona¢ korzystajac z
naszego programu wyliczony zasieg wynosi dla tego przypadku 176 metréw.

Ze wzoré6w parametrycznych mozemy wyeliminowa¢ czas, otrzymamy

réwnanie toru ciala:
2

(tg0)x — 5~
= X ———
Y g 2(vycos9)?
Jak wida¢ jest to réwnanie typu:

y = ax + bx?

Otrzymali$my rownanie paraboli, tor ciata w rzucie uko$nym jest paraboliczny.
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5.1. Sila oporu

W warunkach naturalnych najczesciej nie mamy do czynienia z ruchem w
prozni. Oczywiscie obiekty takie jak statki kosmiczne praktycznie poruszaja si¢
w prozni, gdy znajda si¢ na swojej orbicie stacjonarnej, ale jest to wyjatek od
reguty. Praktycznie obiekty na Ziemi poruszajg si¢ w powietrzu (gaz) lub w
cieczy (najczesciej jest to woda). Gdy zachodzi ruch w tych mediach to mamy
do czynienia z dzialaniem sity oporu D. Opdér w gazie nazywany jest oporem
aerodynamicznym, opér w cieczy nazywany jest oporem hydrodynamicznym.
Wystepujace w tych warunkach sity utrudniajg ruch (powoduje to spowolnienie
ruchu) i sg skierowanie przeciwnie do kierunku ruchu obiektu. Zasadniczo jest
bardzo trudno poda¢ doktadne formuly pozwalajace na wyliczenie sit oporu.
Jestesmy zdani na wzory przyblizone lub dane do§wiadczalne.

W powietrzu, gdy ruch ciata jest dostatecznie szybki, tak ze mamy do
czynienia z przeplywem turbulentnym warto$¢ sity oporu D moze by¢ dana
wzorem:

D—lCSZ
_Epv

przy czym v jest predkoscia wzgledna, C jest doswiadczalnie wyznaczanym
wspotczynnikiem oporu aerodynamicznego, p jest gestoscig powietrza, S jest
polem przekroju poprzecznego. Wspolczynnik C przybiera wartosci w zakresie
od 0.4 do 1.0, jest w przyblizeniu staty (ale w zasadzie zalezy od v). Wyktadnik
potegi stojacy przy predkosci moze przybiera¢ wartosci z zakresu od 1 do 5.
Mozemy znacznie uprosci¢ zagadnienie przyjmujac, ze opor powietrza dany jest
wzorem:

D = -kv

gdzie k jest wspotczynnikiem opisujacym opory powietrza (zalezy od
srodowiska i ksztattu ciata), a v jest predkoscig obiektu. Sita oporu zawsze jest
skierowana stycznie do toru obiektu. Gdy mamy do czynienia ze spadkiem
swobodnym w powietrzu, to sita oporu D skierowana jest do gory, jej wartos¢
wzrasta w czasie spadku. Sita D jest przeciwna do skierowanej w dot sity
cigzkosci Fy. Druga zasada dynamiki Newtona ma postac:

D—F,=ma
gdzie m jest masg obiektu.
Po ustalonym czasie sity D i F; moga si¢ zrownowazy¢, przyspieszenie bedzie
rowne zeru i predkos¢ obiektu w takim przypadku nie bgdzie wzrastata. Obiekt
bedzie si¢ poruszat ze stalg predko$cia — moéwimy, ze obiekt osiggnat predkosé
graniczng.
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Mozemy wyznaczy¢ ta predkosé:

1
=CpSvi —F; =0

2
2F,
vt = _g
CpS

W podreczniku Hallidaya 1 innych podano warto$ci predkosci granicznych dla
wybranych obiektow. W tabeli 5.1. pokazano te wartosci.

Tabela 5.1. Predkos$ci graniczne (Halliday i inni).

Obiekt vi(m/s)
Skoczek bez spadochronu 60
Skoczek ze spadochronem 5
Pitka tenisowa 31
Pitka do koszykowki 20
Pitka pingpongowa 9

Wplyw oporu powietrza na ruch obiektow moze by¢ znaczny. Obliczymy
predko$¢ kropli deszczu na poziomie morza, gdy uwzglednimy opoér. Niech
chmura deszczowa znajduje si¢ na wysokosci 1000 metrow. Kropla ma $rednice
okoto 1.5 mm, przy tym rozmiarze jej masa wynosi okolo 14.17 mg,
przyjmiemy za Hallidayem, ze wspotczynnik oporu C = 0.6. Biorac pod uwagg,
ze gestosé wody to 1000 kg/m?, a gestosé powietrza to 1.2 kg/m® mozemy
obliczy¢ predkos¢ graniczng kropli deszczu.

Pamigtajac wzor na sile ciezkosci:

Fp=mg

oraz, ze wzor na predkos¢ vy ma postac:

2,

CppS

Ve =

wyliczamy predkosé (pole przekroju poprzecznego kropli S = 7R?)
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2F; 2-14.17-1076-9.81 278.01

= = =7.39
CppS 0.6-1.2-3.1415-(1.5-1073)2 5.09

Predkos¢ graniczna kropli deszczu przy powierzchni Ziemi wynosi okoto 7.4
m/s (27 km/h).
Korzystajac ze wzoru na predkos¢ w spadku swobodnym:

v =,/2hg

oraz wiedzac, ze chmura jest na wysokos$ci 1000 metrow, koncowa predkosé
kropli, gdyby nie bylo oporu powietrza, bylaby réwna 140 m/s (504 km/h)!
Widzimy wyraznie jak duzy wptyw na ruch obiektow ma opor powietrza.
Mozemy znacznie uprosci¢ modelowanie ruchu, jezeli przyjmiemy zatozenie, ze
sita oporu powietrza D jest proporcjonalna do predkosci:

D =—kv

Znak minus oznacza, ze sila oporu jest skierowana przeciwnie do kierunku
ruchu. Zwracamy uwagg, ze wspotczynnik proporcjonalnosci K ma inng warto$¢
niz wspotczynnik proporcjonalnosci C omawiany poprzednio!

Gdy ciato spada z okreslonej wysokosci w powietrzu to na cialo dziatajg dwie
sity — sila grawitacji i sita oporu. Gdy predko$¢ wzrasta, wzrasta takze sita
oporu, az do momentu, gdy te dwie sity si¢ rownowaza. Sita wypadkowa staje
si¢ rOwna zeru, przyspieszenic ma warto$¢ zerowa, predkos$¢ jest stata. Ta
predko$¢ nazywamy predkoscig graniczng. Zgodnie z druga zasada Newtona
roOwnanie ruchu ma postac:

mg = kv,
myg
Yor =

Mozemy rozwigzujac rownania ruchu wyznaczy¢ predkos¢ ciata podczas ruchu
pionowego z uwzglednieniem oporu powietrza. ROwnanie ruchu ma postac:

ma = mg — kv

dv_ I
mdt—mg v

To réwnanie rézniczkowe ma rozwigzanie analityczne w postaci:
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v(t) = % (1 - e_%t) = Ugy (1 - e_%t> 1)

Mamy tez proste wyrazenie na przyspieszenie w omawianym ruchu:

k
at) =9 — av(t)

Korzystajac z zatozenia, ze sita oporu powietrza jest wprost proporcjonalna do
predkosci oraz majac dokladne rozwigzania réwnania rézniczkowego (1),
mozemy modelowaé predko$¢ i przyspieszenie ciata w spadku pionowym z
uwzglednieniem oporu powietrza.

Listing5.1. Predko$¢ w spadku pionowym z oporem powietrza
#include <stdio.h>

#include<conio.h>

#include <math.h>

double simulate(double m, double ¢, double dt);

int main()
il m dt
simulate(75.0, 122.0, 0.01);
getche();

return o;

}

double simulate(double m, double ¢, double dt)
{ double vy=0.0; /lpredkosc

double ay; l[przyspieszenie

double t=o0.0;

double r,r1;

int n=0;
double g =9.83;
r=c/m;
ri=g/r;
printf("\n czas (s) vy (m/s) ay (m/s*s)");
do
vy = ri*(1-exp(-(r*t)));
ay =g-revy;

if (1(n%20))

printf("\n %8.3f %8.2f %8.2f",t,vy,ay);
t=t+dt;
n++;
} while (t <3.0);
returnt;

}
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Dla przyjetych parametréw funkcji simulate(75.0, 122.0, 0.01), tzn. masa obiektu
wynosi 75 kg, wspolczynnik oporu jest rowny 122 oraz krok czasowy jest rowny
0.01 s w tabeli 5.1 pokazano wyniki modelowania. Nalezy pamigtaé, ze
wspotczynniki oporu sg trudne do wyliczenia, postugujemy si¢ najczesciej
parametrami wyznaczonymi do§wiadczalnie. W literaturze mozna spotkac, ze
np. predkos¢ graniczna skoczka spadochronowego (zalezna od masy i
wspotczynnika oporu) moze by¢ rowna 5 m/s (podrgcznik Hallidaya) lub réwna
okoto 6 m/s (podrecznik M. Zawackiego, ,Fizyka, ¢wiczenia praktyczne”).
Oznacza to, ze wspotczynnik oporu K jest w przedziale(120, 150).

Tabela 5.1. Zaleznos¢ predkosci i przyspieszenia w spadku pionowym
Z oporem powietrza, rozwigzanie analityczne

czas (s> vy (m/s> ay (m/s*s)

0.000 6.006 2.81
8.200 1.67 7.089
0.400 2.88 5.12
8.600 3.76 3.70
6.800 4.39 2.67
1.06008 4.85 1.93
1.2008 5.17 1.39
1.400 5.41 1.681
1.600 5.58 8.7?73
1.800 5.71 8.52
2.000 5.80 8.38
2.2008 5.86 8.27?
2.400 5.91 0.20
2.600 5.94 8.14
2.800 5.97 0.16
3.000 5.98 8.87?

Z pokazanej tabeli wynika, ze spadajacy obiekt w poczatkowej fazie porusza si¢
ruchem zmiennym (wzrasta predkos¢, przyspieszenie ma warto$¢ niezerowg). Po
okoto 2.5 - 3.0 sekundach przyspieszenie spada do zera, cialo osiaga wartos¢
graniczng (okoto 6 m/s), dalszy spadek jest ruchem jednostajnym.

5.2. Spadek pionowy z uwzglednieniem oporu powietrza

Obliczymy tor ruchu oraz inne parametry w przypadku spadku obiektu w
polu grawitacyjnym Ziemi z uwzglednieniem oporu powietrza. Tego typu ruch
dobrze opisuje ruch skoczka spadochronowego. Ruch skoczka modelowany
bedzie przy zatozeniu, ze spadochroniarz otworzyt spadochron natychmiast
(jego predkos¢ poczatkowa jest rowna zeru, otwarcie spadochronu nastgpito na
wysokosci h metrow). Znamy mase¢ spadochroniarza oraz wspoétczynnik oporu
powietrza ¢ (przyjmujemy, ze ¢ = 20). Zaktadamy, ze sita oporu D jest
proporcjonalna do kwadratu predkosci v

D = cv?
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Réwnanie ruchu ma postaé
ma =—mg+D

gdzie m jest masa, a - przyspieszeniem ciala, g - przyspieszeniem ziemskim.
W opisie ruchu opadajacego obiektu nalezy wyznaczy¢:

= y(t) — zaleznos¢ przebytej drogi od czasu
= v(t) — zaleznos¢ predkosci od czasu
= a(t) — zaleznos$¢ przyspieszenia od czasu

Mozna pokaza¢ (podrecznik M. Zawackiego), ze do iteracyjnego wyliczenia
polozenia y(tj:1) wystarczy zna¢ dwa poprzednie potozenia: y(tj1) oraz y(t)).
Schemat obliczen pokazany jest na rys. 5.1. Wzor iteracyjny do wyznaczenia
kolejnych potozen ciata w spadku pionowym z uwzglednieniem oporu powietrza
ma posta¢ (t 0znacza czas, dt 0znacza przyrost czasu) :

y(te1) = 29(6) = ¥(t-1) — 9t + = (3(t) = (1))

YUY

y()
y(ti1)

Rys. 5.1. Schemat obliczen kolejnych potozen obiektu.

Na podstawie wyliczonych w kolejnych krokach potozen mozemy otrzymac
wzory na obliczenie predkosci:
y(4) - y( ~1)

v(y) =>

oraz przyspieszenia:

a(ty) = g +—v*(t)
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Na listingu 5.2. pokazany jest program do obliczania numerycznego polozenia
obiektu, predkosci i przyspieszenia w funkcji czasu w spadku pionowym obiektu
z uwzglednieniem oporu powietrza.

Listing5.2. Modelowanie spadku pionowego z oporem powietrza

#include <stdio.h>
#include<conio.h>
#include <math.h>

double simulate(double h, double m, double c, double dt, double eps);
int main()

{/ h m c dt eps
simulate( 500.0, 75.0, 20.0, 0.005, 20.0);
getche();

return O;

}

double simulate(double h, double m, double c, double dt, double eps)
{ double y[3]; /Iprzebyta droga
double vy, ay;  //predkosc i przyspieszenie
double t = 0.0, t1;
double r=c/m;
int n=0;
double g =9.81,
printf("\n v graniczna = %8.4f m/s",sqrt(m*g/c));
y[0] = h;
y[1] = y[0] - g*dt*dt;
printf("\n czas (s) y (m) v (m/s) a (m/s*s)");
do
{y[2] = 2.0*y[1]- y[0] - g*dt*dt + r<(y[1]-y[0])*(y[1]- y[O]);
vy = (y[1] - y[O])/dt ;
ay = (y[2] +y[0] - 2.0*y[1])/(dt*dt);
if (1(n%21000))
printf(*\n %6.3f\t %8.2f %8.2f %8.2f" t,y[2],vy, ay);
y[0]=y[1];
y[il=yl2];
t=t+dt;
n++;
} while (y[2] > -eps); //(t < 2.5);
return t;

}
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Tabela 5.2. pokazuje wyniki obliczen numerycznych. Modelowanie ruchu
wykonane jest z bardzo matym krokiem czasowym (dt = 0.005 s), w tej sytuacji
w tabeli pokazano tylko wybrane obliczenia, dzigki instrukc;ji:

if (1(n%1000) )
printf("\n %6.3f\t %8.2f %8.2f %8.2f" t,y[2],vy, ay);

gdzie n jest numerem iteracji. lteracja przerwana jest w momencie otrzymania
warto$ci drogi mniejszej od eps (na tym listingu eps = 20 m). Widzimy, ze
spadek z wysokosci 500 metrow trwat okoto 82 sekund.

Tabela 5.2. Zalezno$¢ drogi od czasu w spadku pionowym z oporem

v graniczna = 6.8653 m/s
czas (s> y (m> v {m/s> a (m/s*s)
6.000 590.60 -0.65 -92.81
5.000 472 .19 -6.07 -0.060
10.600 441 .86 -6.07 6.008
15.0600 411 .54 -6.07 68.008
20.600 381.21 -6.07 6.008
25 .0600 350.88 -6.07 68.008
30.600 3208.56 -6.07 6.008
35.0006 290.23 -6.07 68.008
40.0600 259.90 -6.07 6.008
45 . 800 229.58 -6.07 68.008
50.600 199.25 -6.07 6.008
55.0600 168.92 -6.07 68.008
60.0600 138.60 -6.07 6.008
65.000 108.27 -6.07 68.008
70.600 ??.95 -6.07 6.008
75 .0600 47.62 -6.07 68.008
80.0600 1?7.29 -6.07 6.008
85 .0600 -13.03 -6.87 68.008

Z tabeli 5.2 nie mozna otrzymac zbyt wiele informacji o zalezno$ci predkosci i
przyspieszenia. Spowodowane jest to drukowaniem wynikow z krokiem
czasowym 5 sekund. Aby otrzymac bardziej interesujace wyniki nalezy
wykonaé obliczenia z wypisywaniem danych z krétszym czasem. W tabeli 5.3
pokazano wyniki obliczen, gdy iteracje zatrzymano po 2.5 sekundach, wyniki sg
produkowane co 0.125 sekund. W programie zmieniono warunek stopu:

while (y[2] > -eps); //(t < 2.5);

Z tak szczegotowych danych wynika, ze predkosc¢ ciata wzrastata bardzo szybko
a predko$¢ graniczna zostata osiggnigta po 2.25 sekundach, po przebyciu okoto
12 metréw. Podobni zanalizowaé mozemy przebieg zalezno$ci przyspieszenia
od czasu — przyspieszenie od poczatkowej wartosci rownej 9.81 m/s® zaczyna
male¢, aby po okoto 2.5 sekundy osiggna¢ warto$¢ zero. Od tej chwili ruch jest
ruchem jednostajnym.
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Zauwazalne roznice w obu czasach spowodowane sg niedoktadnos$cia obliczen.

Tabel 5.3 predkos$¢ i przyspieszeni w spadku pionowym z oporem

v graniczna = 6.8653 m/s
czas (s> y (M v {m/s> a (m/s*s)
6.0060 500.00 -8.65 -9.81
8.125 499 .91 -1.26 -2.39
68.250 499.67 -2.37 -8.31
8.375 499 .31 -3.33 -6.86
6.560 498.83 -4.069 -5.34
8.625 498.28 -4.68 -3.98
68.750 497.66 -5.10 -2.86
8.875 497.00 -5.41 -2.061
1.06060 496 .31 -5.62 -1.39
1.125 495.60 -5.77 -8.95
1.250 494.87 -5.86 -0.64
1.375 494 .13 -5.93 -8.43
1.560 493 .39 -5.98 -8.29
1.625 492 .64 -6.061 -8.19
1.750 491 .89 -6.03 -8.13
1.875 491 .13 -6 .04 -0.69
2.0800 490.38 -6 .65 -08.66
2.125 489 .62 -6.685 -0.64
2.250 488 .86 -6 .06 -8.63
2.375 488.11 -6 .06 -8.682
2.500 487.35 -6 .66 -8.61

5.3. Rzut poziomy z uwzglednieniem oporu powietrza

W podrecznikach fizyki kinematyka i dynamika obiektéw rozpatrywana jest
w warunkach, gdy ruch nie jest zaklocany (np. ruch odbywa si¢ w prozni).
Dzigki takim zatozeniom, otrzymujemy przejrzyste formuly opisujace ruch.
Niestety, gdy chcemy te wzory zastosowa¢ w praktyce, wyniki obliczen
znacznie odbiegaja od danych realnych. Poprzednio rozpatrywaliSmy rzut
poziomy przy zalozeniu, ze nie istnieje opdr powietrza. W rzeczywistosci
opisujac rzut poziomy musimy uwzglednia¢ opér powietrza, gdyz wpltywa on
znacznie na tor poruszajgcego si¢ obiektu. Jezeli chcemy uwzgledni¢ opor
powietrza, jak zwykle mamy wybor — mozemy zatozy¢, Ze sila oporu jest albo
proporcjonalna do predkosci albo do jej kwadratu. Rozwazajac ruch obiektu w
rzucie poziomy z uwzglednieniem oporu powietrza zalozymy, ze sita oporu jest
wprost proporcjonalna do predko$ci. Wobec tego rdéwnania ruchu majg
nastepujacag postac:

ma, = —kv, 1)

ma, = —mg + kv, 2
W tych roéwnaniach m jest masa ciala, a, oraz a, oznaczajg przyspieszenia, vy
oraz X, oznaczaja predkosci, K jest wspolczynnikiem oporu a g jest

przyspieszeniem ziemskim.
W celu kompletnego opisana ruchu musimy okresli¢ warunki poczatkowe.
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Zazwyczaj przyjmujemy, ze ciato umieszczone jest na wysokosci h metrow nad
poziomem, w chwili poczatkowej t = 0, predkos¢ v, wynosi zero, a predkos¢ vy
ma ustalong warto$¢ r6zng od zera. Wobec tego w chwili poczatkowej x = 0 oraz
y = h. Do modelowanie ruchu wykorzystamy klasyczne techniki metod
numerycznych, zastgpujac pochodne matymi przyrostami (przyspieszenie a jest
réwne pierwszej pochodnej predkosci v po czasie):

dv Av
a=— = a=—-—

dt At
Do obliczenia przyspieszenia a, wykorzystamy fakt, ze przyrost predkosci Av
mozna obliczy¢ w kroku czasowym j+1 znajgc warto$¢ predkosci w kroku
czasowym j:

Av, _ vx(tj+1) - vx(tj)
B At

EAY:

Réwnanie ruchu w kierunku x w rzucie poziomym ma postac:

ve(tjen) —w(ty)
m A7 = —kv,

co pozwala na wyznaczenie predkosci:

ve(ti+1) = ve(ty) — %VX(tj)At ©)

Celem naszym jest wyznaczenie zalezno$ci przebytej drogi od czasu. Droge AX
jaka pokona ciato w czasie At wyliczymy ze wzoru:

1
Ax = (vx(tj+1) + vx(tj)) At
Korzystajgc z rownania (3) mamy:
1 k
Ax = (vx(tj) ——v,(t;)At + vx(tj)> At 4
Znajac droge w kroku czasowym j wyliczamy droge w kroku czasowym j+1:

Ax = x(tj1) — x(t)
x(tj+1) = Ax — x(tj)

Korzystajgc z rownania (4) otrzymujemy wzor koncowy na zaleznos¢ drogi w
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kierunku x od czasu w rzucie poziomym z uwzglgdnieniem oporu powietrza:

k
x(ti41) = x(&) + vy (tj )AL — ﬁvx(tj)(At)2

W podobny sposdb otrzymamy wzor na zalezno$¢ drogi wzdtuz kierunku
pionowym y od czasu:

1 k
Y(4+1) = ¥(4) + vy ()8t = 5 g(AD? + 5y (1;) (A0)?

Program do wyznaczania trajektorii w rzucie poziomy pokazany jest na listingu
5.3.

Listing 5.3. Modelowanie rzutu poziomego z oporem powietrza
#include <stdio.h>
#include<conio.h>
#include <math.h>

double simulate(double vx, double h, double m, double ¢, double dt, double eps);
int main()

i/ vo h m c dt eps
simulate( 55.0, 500.0, 20.0, 0.5, 0.005, 35.0);
getche();
return o;
¥

double simulate(double vx, double h, double m, double ¢, double dt, double eps)
{ double v=0.0, vy=0.0, X=0.0, y=h, t=0.0;
doubler, g=9.81;
r=c/m;
printf("\n czas (s) x(m) y(m) v(m/s)");
intn=o;
while (y > -eps)
{if ({(n%100))
printf("\n %8.2f %8.2f %8.2f %8.2f",t,x,y,v);
VX = VX - r¥yx*dt;
vy = vy - g*dt + revy*dt;
X =X + vx*dt - 0.5*r*yx*dt*dt;
y =y +vy*dt - o.5*¥g*dt*dt + o.5*r*vy*dt*dt;
v = sqrt(vx*vx + vy *vy);
t=t+dt;
n++;
}
return t;

}
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Wyniki obliczen dla parametrow rzutu poziomego:

/! vo h m ¢ dt eps
simulate( 55.0, 500.0, 20.0, 0.5, 0.005, 35.0);

pokazane sg w tabeli 5.4.

Tabela5.4. Potozenie oraz predkos¢ catkowita obiektu w rzucie poziomym
z uwzglednieniem oporu powietrza w funkcji czasu

czas (s> x <(m> y (m> vim/s)
6.006 6.00 506.00 6.00
68.50 2?7.33 498.74 54.54
1.006 54.31 495.00 54.55
1.50 80.96 488 .75 55.086
2.00 107.28 479 .95 56.65
2.50 133.27 468 .57 5?7.53
3.00 158.94 454 .58 59.48
3.50 184.29 437.95 61.86
4.00 209 .33 418.64 64.65
4.50 234.06 396.61 67.81
5.808 258 .47 371.85 71.31
5.508 282 .59 344.30 ?5.12
6.00 306 .40 313.94 79.20
6.50 329.92 280.74 83.54
7.080 353.15 244.64 88.11
7.50 376 .09 205.62 92.88
8.00 398.74 163.65 97?7.85
8.50 421 .11 118.68 103.00
.00 443 .21 70.68 108.31
9.50 465 .03 19.60 113.78

10.60 486 .57 -34.58 119.39_

Modelujemy wyrzucenie kapsuty ratunkowej o masie 20 kilograméw z samolotu
lecacego na wysokosci 500 metréw nad poziomem morza, z predkoscia 55m/s.
Przyjeto (arbitralnie), ze wspotczynnik oporu powietrza ¢ dla kapsuty jest rowny
0.5. Krok czasowy iteracji rowny jest 0.005 sekundy. Wys$wietlane na ekranie sa
wyniki z krokiem czasowym 0.5 sekundy (wyswietlany jest co setny wynik).
Zwracamy uwageg, ze tor juz nie jest parabola, tak jak w przypadku rzutu
poziomego w prozni. Droga w kierunku poziomym znacznie si¢ skrocila i
wynosi okoto 470 metrow (w prézni ten zasieg bytby rowny okoto 555 metrow).

5.4. Rzut uko$ny z uwzglednieniem oporu powietrza

W podrecznikach fizyki kinematyka i dynamika obiektow rozpatrywana jest
w warunkach, gdy ruch nie jest zaktocany (np. ruch odbywa si¢ w prozni).
Dzigki takim zatozeniom, otrzymujemy przejrzyste formuty opisujace ruch.
Niestety, gdy chcemy te wzory zastosowa¢ w praktyce, wyniki obliczen
znacznie odbiegaja od danych realnych, co juz pokazalismy. W rzeczywisto$ci
takze opisujac rzut uko$ny musimy uwzglednia¢ opdr powietrza, gdyz wptywa
on znacznie na tor poruszajacego si¢ obiektu.
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F=ma D

X
Rys.5.2 Rzut ukosny, predkos¢ poczatkowa wynosi vo, D - sita oporu

Zgodnie z druga zasadg dynamiki Newtona rownanie ruchu ma klasyczna
postac:

F =ma
Dla sktadowych x i y oraz przyspieszenia a mamy uktad rownan:
ma, = —kv,
ma, = —mg — kv,

Przyspieszenie jest druga pochodna potozenia po czasie, wobec czego réwnania
ruchu zalezne od czasu maja postac:

d?x dx
mF = —ka (1)
d’y _ g, ady
m-—5=-—mg k " 2

Sg to rownania liniowe rzedu drugiego. Warunki poczatkowe sg oczywiste:
x(0=0 y0)=0
Pamietamy, ze predko$¢ v, jest wektorem:

Vo = (vycosa, vysina)
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Rownania rozniczkowe (1) i (2) przez podstawienie:

dx
—=Z
) dt
mozna sprowadzi¢ do postaci:
dz k
w="m? O

Rownanie (3) ma ogdlne rozwigzanie analityczne postaci:

z(t) = Cexp (—%t) 4)

Calkujac to réwnanie i1 wykorzystujac warunki poczatkowe dostajemy
rozwigzanie x(t). Postepujac identycznie otrzymujemy rozwigzanie y(t). Przy
zatozeniu, ze sila oporu w rzucie uko$nym jest proporcjonalna do predkosci
poczatkowej otrzymujemy uktad réwnan opisujacych tor obiektu w rzucie

uko$nym:
(©) = muv, 1 ( k t)
x(t) = ——cosa exp|——

2

L AT . _f) _mg
y(t)—( . sina + k2>(1 exp( mt) . t

Program pokazany na listingu 5.4 wylicza potozenie obiektu (wspolrzgdne x i y)
w funkcji czasu przy zadanych parametrach rzutu ukosnego z uwzglednieniem
oporu powietrza. Wspotczynnik oporu K (w programie jest to stata ¢) wybrany
jest arbitralnie.

Listing 5.4. Modelowanie analityczne rzutu uko$nego z oporem
powietrza

#include <stdio.h>
#include<conio.h>
#include <math.h>
#define R 3.1415926/180.0

double simulate(double m, double v, double alfa, double ¢, double dt);
int main()

il m v alfa ¢ dt
simulate( 2.0, 20.0, 30.0, 0.70, 0.003);
getche();

return o;
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}

double simulate(double m, double v, double alfa, double ¢, double dt)
{ double x=0.0, y=0.0;

}

doublet=0.0;
doubler,r;
int n=o;
double g =9.81;
r=c/m;
ri=m%*v/c;
double co = cos(R*alfa);
double si = sin(R*alfa);
printf("\n czas (s) x(m) y(m)");
do
{x=r1*co*(1-exp(-r*t));
y=(ra*si+g/(r*r))*(1-exp(-r*t))-g*t/r;
if (1(n%25))
printf("\n %8.3f %8.2f %68.2f " t,x,y);
t=t+dt;
n++;
} while (t <2.0);
return t;

Program produkuje duzo danych, dlatego na ekranie monitora pokazywane sa
wybrane wyniki obliczen (drukowany jest co 25 wynik) dzigki instrukcji:

Wykres toru pokazany jest na rysunku 5.3

if (1(n%25) )

printf("\n %8.3f %8.2f %8.2f ",t,x,y);
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T
rzut ukosny  +

wysokost (m)

0 S 10 15 20 25
zasieg (m)

Rys. 5.3. Tor obiektu w rzucie uko$nym, parametry pokazane w listingu 5.4
Dla parametrow rzutu:

/! m v alfa ¢ dt
simulate( 2.0, 20.0, 30.0, 0.70, 0.003);

obiekt pokonuje odleglos¢ okoto 24 metrow W poziomie w czasie okoto 1.8
sekundy, wysoko$¢ najwyzszego punktu toru wynosi okoto 4.14 metra.
Pokazany tor nie jest nie jest torem parabolicznym, jak to jest w rzucie ukosnym
w prozni. Pokazana na rysunku 5.3 krzywa jest nazywana krzywa balistyczng.

Z punktu widzenia zastosowan w grafice komputerowej rozwigzanie analityczne
pokazane powyzej moze mie¢ jedna istotng wade — jest nia koszt obliczen.
Obliczanie funkcji exp() wymaga do$¢ dlugiego czasu. Wydaje sie, ze
rozwigzania numeryczne zagadnienia rzutu ukosnego z uwzglednieniem oporu
powietrza moga by¢ szybsze. Rozwigzujac numerycznie réwnania ruchu dla
przypadku rzutu ukos$nego z uwzglednieniem oporu powietrza wykorzystamy
stosowane juz wczesniej przyblizenia:

_dv _Av
= Y

Pokazane wczesniej rownania ruchu (1) 1 (2) zostang zastgpione wzorami:

Av, i
m—- = kg
Av,,

m—==-mg — kv,
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Rozwiazujac pokazane réwnania ruchu zakladamy, ze sita oporu powietrza jest
wprost proporcjonalna do predkosci i przeciwnie skierowana do kierunku
wektora predkosci. Obiekt zostaje wyrzucony pod katem o do poziomu z
predkoscia poczatkowa vo. W chwili poczatkowej t = 0 warunki poczatkowe sa
nastgpujace:

y(0)=10, x(0)=0
oraz

VU, = VpC0SsQ, vy, = VpSina

Wykorzystujac poznane wczesniej techniki przyblizonego rozwigzywania
roOwnan roézniczkowym otrzymujemy nastepujace wzory opisujace ruch obiektu
w rzucie uko$nym z uwzglednieniem oporu powietrza.

Sa to nastepujace rownania:

k
Ve (t41) = v (t;) — ;Vx(tj)At
k
vy (1) = vy () — At — vy (1) At
1k )
x(tj41) = x(&) + ve(t;) At — Eavx(tj)At

1 1k
Y(4+1) = y(5) + vy ()8 — 2 gAL? — = — vy (¢)A¢?

Na listingu 5.5 przedstawiono program, dzigki ktéremu mozna modelowaé
metodami numerycznymi rzut uko$ny z uwzglednieniem oporu powietrza.

Listing 5.5. Modelowanie numeryczne rzutu uko$nego z oporem powietrza
/[rozwiazanie numeryczne i analityczne, rzut ukosny z oporem
#include <stdio.h>
#include<conio.h>
#include <math.h>
#define PLIK "f:\\dysk d\\Dane\\w2.dat"
#define R 3.1415926/180.0
double simulate(double v,double alfa,double m,double c,double dt,double eps);

int main()
i vo alffa m ¢ dt eps
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simulate( 20.0, 30.0, 2.0, 0.7, 0.003, 0.01);
getche();
return o;

}

double simulate(double v,double alfa,double m,double c,double dt,double eps)
{ FILE *ws;
double vx, vy, x=0.0, y=0.0, t=0.0;
double xa=0.0, ya=0.0; [[analityczne rozwiazanie
double g=9.81;
double r=c/m;
double r1 = m*v/c;
double co = cos(R*alfa);
double si = sin(R*alfa);
VX=V*Co;
vy=v*sj;
ws = fopen(PLIK,"w");
printf("\n czas (s) x(m) y(m)");
intn=o;
while (y > -eps)
{if ({(n%10) )
{
printf("\n %8.2f %8.2f %8.2f " t,x,y);
fprintf(ws,"\n %8.3f %8.2f %8.2f %8.2f %8.2f",t,X,y,xa,ya);
3
/I nUMeryczne ------smameeomecmeem e e e e
VX = VX - r¥yx*dt;
vy = vy - g*dt - revy*dt;
X =X+ vx*dt - 0.5*r*vx*dt*dt;
y =y +vy*dt - o.5*g*dt*dt + o.5*r*vy*dt*dt;
[ @nalityCzNe - -mmmmmmm oo
xa=r1*co*(1-exp(-r*t));
ya=(r1*si+g/(r*r))* (1-exp(-r*t))-g*tr

t=t+dt;

n++;
3
fclose(ws);
returnt;

}

W programie umieszczony jest takze fragment kodu z programu obliczajacego
metodami analitycznymi tor obiektu w rzucie uko$Snym w celu poréwnania
wynikéw. Na rysunkach 5.4 1 5.5 przedstawiono poréwnanie wynikow.
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Rys.5.4 Zaleznos$¢ sktadowej X od czasu w rzucie uko$nym
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Rys.5.5 Zaleznos¢ sktadowej y od czasu w rzucie uko$nym

Analizujac przedstawione wyniki, mozemy uznac¢, ze zgodno$¢ w wyznaczaniu
toru obiektu w rzucie uko$nym metodami analitycznymi 1 metodami
numerycznymi jest catkiem zadawalajaca.



5. Ruch obiektow z uwzglednieniem oporow powietrza 109

5.5. Efekt Magnusa i ruch obiektéow

Obserwujac ruch pitki golfowej, pitki baseballowej czy piteczki pingpongowej
zauwazamy, ze czasami wymienione obiekty poruszajg si¢ dziwnymi torami.
Kibice sportowi z uznaniem mowig o graczach potrafiacych ,,podkrecac” pitki. Z
doswiadczenia wiadomo, ze obracajace si¢ ciato zachowuje si¢ w ruchu inaczej
niz poruszajacy si¢ bez rotacji obiekt. Wiemy, ze jezeli cialo porusza si¢ w
powietrzu, doznaje dziatania sity oporu. Sita ta powoduje skrocenie (lub
wydtuzenie) zasiegu rzutu w pordwnaniu z zasiegiem ciata poruszajacego si¢ w
prozni.

Jezeli ciatlo porusza si¢ w osrodku (np. w powietrzu) i wiruje dookota osi
przechodzacej przez jej srodek masy to pojawia si¢ sita unoszenia. Pojawienie
sit takiej sity nazywamy efektem Magnusa. Stosunkowo dawno zauwazono
wplyw rotacji na tor lotu obiektéw, ale dopiero Henrich Magnus w 1853 roku
dat teoretyczny opis tego zjawiska. Jezeli powietrze optywa kule (rys. 5.6), to za
nig tworzy sie strefa turbulencji (powstaja wiry). Cisnienie w strefie turbulencji
jest mniejsze niz w strefie czotowej. Obrot kuli wokot osi przechodzacej przez
jej srodek masy powoduje przyspieszenie przeptywu powietrza na gorze i
zmniejszenie przeplywu na dole. Pojawia si¢ sita unoszenia (dokladnie taka
sama jak sita unoszenia na skrzydtach samolotu).

obrotu

Rys. 5.6. Efekt Magnusa

Nalezy pamigtac, ze sita Magnusa moze by¢ skierowana do goéry lub do dotu,
kierunek tej sity zalezy od kierunku rotacji pitki w stosunku do kierunku ruchu.
Pod dziataniem sity Magnusa tor moze zosta¢ wydluzony lub skrécony. Sita
Magnusa jest proporcjonalna do predkosci ciata, szybkosci rotacji, ggstosci
osrodka (powietrza) i rozmiardw ciala. Niestety, teoretycznie jest trudno
wyliczy¢ site Magnusa — postugujemy si¢ danymi doswiadczalnymi lub wzorami
przyblizonymi. Dla wirujacej kuli przyblizony wzor na site¢ Magnusa ma postac:

Fy = pvwmrd
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gdzie p jest gestoscia powietrza (1.2 kg/m?), @ jest predkoscia katowa liczona w
radianach na sekundg, Vv jest predkoscia ciata, r jest promieniem kuli. Jezeli
okreslimy rotacje, jako liczbg¢ n obrotéw na sekunde, to @ = 2xn:

Fy = 2npvn?r3

Jak podaje w swojej monografii D. Bourg, tak obliczona sita moze by¢
obarczona bledem r1zgdu 50%. W praktyce poslugujemy si¢ tzw.
wspotczynnikiem unoszenia C, i wtedy wzor na site Magnusa ma postac:

Fy = (0.5pv24)C,,

gdzie A jest powierzchnig przekroju poprzecznego.

Dla pitki golfowej, typowa predkos¢ to 76 m/s, pitka rotuje 30 - 60 razy na
sekunde, kat wyrzutu to okoto 10°. Wspolczynnik unoszenia zawiera si¢ w
przedziale od 0.1 do 0.35, maksymalna wartos¢ to 0.45.

W przypadku pitki baseballowej typowa warto$¢ predkosci to 45 m/s a pitka
wykonuje okoto 30 obrotow na sekunde. Wspolczynnik unoszenia moze mieé
warto$¢ od 0.1 do 02, maksymalna warto$¢ to 0.45.

Roéwnania ruchu z uwzglednieniem efektu Magnusa maja postac:

X = vyt

FM>t2
2

= t— —_—
Yy =1 <g+m

gdzie x, y to wspolrzedne obiektu, (v, Vy ) to sktadowe predkosci poczatkowe;
Vo, t jest czasem, m jest masa obiektu, Fy jest sita Magnusa.
Po uwzglednieniu kata wyrzutu oo mamy réwnania:

x = (vocosa)t

FM> t?
2

y = (vysina) (g + -

W rzucie uko$nym bez uwzglednienia oporéw (rzut w prozni), wspoétrzedna y
ma postac:

. gt
y = (vpsina)t — -

Na listingu 5.6 przedstawiono program do modelowania ruchu pitki z
uwzglednieniem efektu Magnusa.
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Listing 5.6. Modelowanie rzutu uko$nego z sitag Magnusa

#include <stdio.h>
#include<conio.h>
#include <math.h>

#define PLIK "f:\\dysk d\\Dane\\wm.dat"
#define Rd 3.1415926/180.0
#define P13.1415926

double simulate(double m, double R, double v, double alfa, int n1, double dt);
int main()

i/ m R v alfa n1 dt
simulate( 0.045, 0.02, 35.0, 20.0, 20, 0.01);
getche();

return o;

}

double simulate(double m, double R, double v, double alfa, int n1, double dt)
{ FILE *ws;
double x=0.0, y=0.0, y1 = 0.0, y2=0.0;
double t=0.0;
int n=o;
double g = 9.81;
double co = cos(Rd*alfa);
double si = sin(Rd*alfa);
double fm= 2.0*n1*1.2*v*co*PI*PI*R*R*R;
printf("\n Fm(N) = %6.4f v(m/s)= %5.2f n(obr.) = %3d \n",fm, v,n1);
ws = fopen(PLIK,"w");
printf("\n czas (s) x(m) y+(m) y-(m) yp(m)");
do
{x=v*co*t;
y=v*si*t- 0.5*(g-fm/m)*t*t;
y1=v*si*t- 0.5*(g+fm/m)*t*t;
y2 = v¥si*t -0.5*g*t*t;
if ({(n%10))
{ printf("\n %8.3f %8.2f %8.2f %8.2f %8.2f",t,x,y,y1, y2);
fprintf(ws,"\n %8.3f %8.2f %8.2f %8.2f %8.2f",t,x,y,y1,y2);
}
t=t+dt;
n++;
} while (t <3.5);
fclose(ws);
return t;

}
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Nalezy pamictaé, ze sita Magnusa moze mie¢ warto$¢ dodatnig Iub ujemng w
zaleznosci od kierunku obrotu ciata w rzucie. Jezeli w pitce (np. baseballowej
czy golfowej) powierzchnia gorna obraca si¢ w kierunku swojego ruchu, to sifa
Magnusa bedzie zakrzywiala tor pitki ku dotowi, co spowoduje krotszy zasieg w
poréwnaniu z zasiggiem pitki bez rotacji.

W tabeli 5.5 pokazano wyniki modelowania toru obiektu w rzucie uko$nym z
uwzglednieniem efektu Magnusa (sita Magnusa liczona jest dla kuli).

Parametry potrzebne do modelowania byty nastepujace:

/! m R v alfa n dt
simulate( 0.045, 0.02, 35.0, 20.0, 20, 0.01);

Pokazane parametry to: m- masa pitki golfowej (kg), R — promien pitki (m), v —
predkos¢ poczatkowa (m/s), alfa — kat wyrzutu pitki, nl — liczba obrotéw na
sekundg, dt — krok czasowy iteracji. Z tabeli 5.5. wynika, ze w rzucie uko$nym
zasieg pilki golfowej (przy predkosci poczatkowej 35 m/s i kacie wyrzutu 20°)
bez uwzglednienia oporu powietrza wynosi okoto 80 metréw (kolumna yp). W
zaleznosci od kierunku rotacji tor pitki wydtuzy sie lub skréci. Gdy pitka ma
dodatnig site nos$na (kolumna y+), to zasieg rzutu wynosi okoto 111 metréw, gdy
sita no$na jest ujemna (kolumna y-) to zasigg jest skrocony do okoto 60 metrow.
Te wyniki w zasadzie zgadzajg si¢ z danymi do$wiadczalnymi (pamigtamy, ze
doktadne wyliczenie sily Magnusa jest trudnym zadaniem). David Bourg w
swojej monografii podaje, ze przy kacie wyrzutu wzrost zasiggu spowodowany
efektem Magnusa moze wynie$¢ nawet 60 metrow.
Tabela 5.5. Tor pitki golfowej z uwzglgdnieniem efektu Magnusa

Fm(N> = 8.1246 wv<{m/s>= 35.08 nobr.> = 20

czas (s) x<{m) y+ (md y— (md yplm>
6.08080 a.008 8.008 8.080 8.008
8.260 6.58 2.25 2.14 2.28
6.480 13.16 4.23 3.78 4.80
8.660 19.73 5.92 4.92 5.42
A.800 26.31 ?.32 5.55 6.44
1.0860 32.89 8.45 5.68 7.87
1.260 39.47 2.38 5.31 7.38
1.460 46 .84 9?.86 4.43 7.15
1.660 52.62 16.14 3.85 6.608
1.860 59.20 16.14 1.17 5.66
2.8080 65.78 9.86 -1.22 4.32
2.2080 ?2.36 2.38 -4.11 2.608
2.480 78.93 8.45 -?7.50 0.48
2.6080 85.51 7.33 -11.40 -2.83
2.8680 922.89 5.92 -15.80 -4.94
3.0860 928.67 4.23 -20.70 -8.23
3.260 1685.25 2.26 -26.10 -11.92
3.460 111.82 .01 -32.81 -16 .00
3.6060 118.408 -2.52 -38.42 -20.47

Na rysunku 5.7 pokazano wykres toru pitki golfowej (parametry lotu podane
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zostaly, powyzej), gdy uwzglednimy efekt Magnusa w rzucie uko$nym.
Pokazano tor pitki bez uwzglednienia oporu powietrza oraz z dodatnim efektem
Magnusa (wydluzenie zasiegu). Zgodnie z obliczeniami zasieg bez
uwzglednienia oporu powietrze wynosi okoto 80 metrow, z uwzglednieniem
efektu Magnusa wzrasta do 110 metrow.
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Rys. 5.7 Wykres toru pitki golfowej z dodatnim efektem Magnusa

Pitka moze mie¢ rotacj¢ dodatnig lub ujemna. Zgodnie z umowa, dodatnia
warto$¢ obrotu wystepuje wtedy, gdy punkt na dolnej czgs¢ powierzchni kuli
oddala si¢ od gracza. Ujemny obrét wystepuje wtedy, gdy ten punkt
przemieszcza si¢ w kierunku gracza.
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Rys. 5.8 Wykres toru pitki golfowej z ujemnym efektem Magnusa
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Dodatni obrét wytwarza dodatnig sile¢ unoszenia i oczywiscie powoduje
zwigkszenie zasiggu pitki. Ujemny obrét powoduje zmniejszenie zasiegu pitki.
Na rys. 5.8. pokazano efekt ujemnej sity Magnusa. Zasieg pitki wynosi okoto 61
metrow 1 jest krotszy od zasiegu obliczonego dla lotu pitki bez efektu Magnusa
(w naszym przypadku ten zasieg jest rowny 80 metrow).
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6.1. Czynniki wplywajace na ruch pojazdow

Komputerowe symulacje ruchu pojazdéw maja duze znaczenie ze wzgledu
na ich zastosowania praktyczne. Mozna wymieni¢ wiele dziedzin, w ktérych
wymagamy modelowania ruchu pojazdéw z réznym stopniem realizmu. W
grach komputerowych wymagania zwigzane z zastosowaniem precyzyjnych
modeli fizycznych jest mniejsze niz w aplikacjach komputerowych tworzonych
dla ekspertow sadowych odtwarzajacych przebieg wypadkéw samochodowych.
Przyktady aplikacji, w ktorych wykorzystujemy modelowanie ruchu
samochodow to:

gry komputerowe takie jak np. wyscigi samochodowe

symulatory jazdy samochodem (szkoty dla kierowcow)
modelowanie wypadkéw samochodowych (firmy ubezpieczeniowe)
modelowanie wtasnosci trakcyjnych (producenci samochodow)

Ta krotka lista nie wyczerpuje wszystkich zastosowan symulacji ruchu
samochodow, ale pozwala nam zorientowac si¢, ze pola zastosowan sg bardzo
duze. Symulowanie ruchu samochodéw mozna rozwaza¢ na réznym poziomie
0g6lnosci — od bardzo prostych modeli, takich jak ruch bryly sztywnej w
przestrzeni jedno lub dwuwymiarowej, do skomplikowanych jak, na przyktad
bardzo techniczny opis ruchu samochodu formuty pierwszej (uwzgledniajac np.
wplyw elementow aerodynamicznych, urzadzenia typu KERS (ang. Kinetic
Energy Recovery System), czy ruch po okregu.
Symulujgc ruch samochodu nalezy posiada¢ minimum wiedzy z zakresu fizyki
potrzebnych do poprawnego modelowania. Uwazamy, ze nalezy omowic takie
zagadnienia jak:

e  Rownania ruchu 2D
Sity oporu - powietrze
Sity oporu - tarcie (statyczne i kinetyczne)
Fizyka $rodka ciezkosci
Ruch po okregu — tarcie
Ruch po okregu — przechyt

W swojej monografii David Bourg wylicza sze$¢ krokoéw, jakie nalezy wykonaé
modelujac ruch samochodu:

e  Obliczy¢ cechy charakterystyczne obiektu takie jak masa, moment
bezwladnosci, srodek masy,

e  Wybrac istotne dla naszego modelu sily i momenty sit dziatajace na
obiekt,

e  Obliczy¢ sity wypadkowe i momenty sit,

e Rozwigza¢ réwnanie ruchu (uwzgledniajac ruch postepowy i
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obrotowy),

e  Scatkowaé rownania ruchu po czasie w celu znalezienia predkosci
liniowej 1 katowe;j

e  Ponownie scatkowaé rownania ruchu po czasie w celu znalezienia
przesuniecia liniowego 1 katowego.

W kolejnych rozdziatach oméwimy te zagadnienia.

6.2. Kinetyka w opisie ruchu samochodéw

Wykorzystamy podstawowe elementy kinetyki (kinetyka zajmuje si¢ opisem
ruchu obiektow pod wplywem dziatajacych sil) do modelowania ruchu
samochodow. W tym rozdziale przypomnimy niezbgdne pojecia kinetyki,
potrzebne do opisu ruchu samochodu. Podstawowymi rownaniami kinetyki sa
rownania dynamiki Newtona.

Pierwsze prawo mowi, ze gdy na obiekt nie dziataja sity (lub si¢ rownowaza) to
predkos¢ obiektu pozostaje stata. Stad wynikajg dwa wnioski:

e jezeli obiekt byt w spoczynku, to nadal pozostanie w spoczynku,

e jezeli obiekt porusza si¢ w okre§lonym kierunku z okreslona
predkoscia, to nadal bedzie poruszat si¢ w tym samym kierunku z ta
samg predkoscia

Drugie prawo ruchu Newtona ma postac:
F =ma

Rownanie to okresla site, jako iloczyn masy i przyspieszenia. Interpretacja tego
prawa jest nastepujaca:

e jezeli na obiekt dziala sita (lub niezrownowazone sity) to
nastepuje zmiana predkosci obiektu

Trzecie prawo Newtona mowi, ze gdy dwa obiekty oddzialywaja ze soba, sity,
jakimi dzialajg one na siebie maja taka samag warto$¢ bezwzgledng i przeciwne
kierunki. Trzecie prawo Newtona wykorzystywane jest do opisu zderzen
samochodow. W grach komputerowych, programujac kierowanie samochodem
korzystamy z tych praw. Gdy samochdd stoi a kierowca nie naciska pedatu gazu,
samochod dalej bedzie stal (pierwsze prawo Newtona w praktyce). Gdy
kierowca nacis$nie pedal gazu, samochod zacznie przyspieszaé, predkos¢ wzrasta
(drugie prawo Newtona). Opisujac ruch samochodu musimy uwzgledni¢ sity na
niego dziatajace. Poniewaz sita jest wektorem, mozemy wykorzystujac reguty
dodawania wektoréw i obliczy¢ sile wypadkowag — jest to znaczna korzys¢.
Zamiast rozpatrywaé kazda site z osobna i jej wplyw na ruch obiektu,
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rozpatrujemy tylko wptyw sity wypadkowej na ruch. Na rysunku 6.1 pokazano
sumowanie dwoch sit Fy i F, dziatajacych na obiekt. Sita wypadkowa Fi, zostata
otrzymana dzigki metodzie geometrycznej dodawania wektorow. Wektor
wypadkowy otrzymamy albo przesuwajac wektor F; tak, aby jego poczatek byt
koncem wektora F,, wtedy wektor wypadkowy Fi; ma poczatek w poczatku
wektora F, a koniec w koncu wektora Fy, lub konstruujac rownolegtobok i wtedy
przekatna réwnolegloboku jest suma wektorow tworzacych jego boki.

F, F12 Fr. R

" .

F2 F2
Rys.6.1 Dodawanie sit, na obiekt dziatajg dwie sity: F; i F,. Wypadkowa sifa to
F1,. Na rysunku pokazano dwie techniki dodawania wektorow.

Na samochdd w ruchu dziata¢ moze wiele sil, najczgsciej sa:

sita ciezkosci,

sila poruszajaca samochod (silnik napedza kola),
sila oporu powietrza,

sifa tarcia (tarcie opon o asfalt),

sita dosrodkowa (samochod na zakrecie),

Modelujac ruch samochodu musimy wyliczy¢ te wszystkie sity, znalez¢ site
wypadkowa i obliczy¢ przyspieszenie (zmiang predkosci) spowodowane
dziataniem sity wypadkowej. Klasyczna mechanika jest deterministyczna,
mozemy przewidywacé trajektori¢ (tor) obiektu w chwili pdzniejszej majac dane
poczatkowe. Najprostsze dane poczatkowe to potozenie poczatkowe Xy,
predkos¢ poczatkowa v, oraz dzialajace sity, dzigki ktorym, znajac mase obiektu
mozemy wyznaczy¢ przyspieszenie.

Predkosc¢ chwilowa v(t)
Potozenie chwilowe x(t)

Predkos$¢ poczgtkowa vO
Potozenie poczatkowe x0

Przyspieszenie a

Rys. 6.2. Modelowanie parametrow ruchu w dowolnej chwili
na podstawie warunkoéw poczatkowych

W przypadku modelowania ruch w przypadku jednowymiarowym, réwnania
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ruchu wzdtuz linii prostej ze statym przyspieszeniem maja postac:

Uyn = Uy T ayt (predkosé¢, jako funkcja czasu)
X, = x; + § (Vyn + V)t (potozenie, jako funkcja predkoscei i czasu)
Xp =X vt + %axt (polozenie, jako funkcja czasu)

Vyp = A/ Vu? + 2a,(x, — x;)  (predkos$é, jako funkcja czasu)

W tych wzorach vy, I X,, oznaczaja wartosci predkosci i potozenia w kolejnych
krokach czasowych, vy 1 X; oznaczaja wartosci predkosci i potozenie w
poprzednich krokach, a, jest przyspieszeniem, t 0znacza czas.

Rownania ruchu w jednym wymiarze mozemy stosunkowo tatwo uogdlni¢ na
ruch w przestrzeni dwuwymiarowej. Praktycznie oznacza to modelowanie ruchu
W jednej plaszczyznie. Na rysunku 6.3 pokazano trajektorie obiektu
przemieszczajacego si¢ z punktu A do punktu B. Polozenie poczatkowe na
ptaszczyznie w chwili t; opisuje wektor potozenia rj, polozenie w punkcie B w
chwili t; opisuje wektor r. Przemieszczenie charakteryzuje wektor Ar.

AT =T, - T

-

t

Rys. 6.3. Trajektoria obiektu na ptaszczyznie

Wektor polozenie na ptaszczyznie jest zdefiniowany nastepujgco (i oraz j sa
wektorami jednostkowymi):
r=xi+yjf

Wektor predkosci na plaszczyznie ma nastepujaca postaé:

ﬁ_d?_dxA_l_dyA_ Pt vd
Vo T ac Tad T T

przyspieszenie okreslamy wykorzystujac predkosc:
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g A _di
a=lim-—=—
At—-0 At dt
Gdy przyspieszenie jest state, rdwnania ruchu sa analogiczne do rownan ruchu w
przestrzeni jednowymiarowej:
(+

o~

=)
Il
<

-

™m = 'Fi atz

+
N| =

Uit +

W tych wzorach v, i r, oznaczaja predkos¢ i potozenie w chwili t, v; oraz r;
oznaczaja poprzednie predkosci i polozenia. Powyzsze rownania sugeruja, ze
ruch dwuwymiarowy mozemy rozpatrywac, jako dwa niezalezne ruchy: wzdhiz
osi x oraz wzdtuz osi y. Gdy obiekt porusza si¢ ze stata predkoscia v po okregu
(lub tuku) to taki ruch nosi nazwe ruchu jednostajnego po okregu. Na obiekt w
takim ruchu dziata przyspieszenie dosrodkowe a o statej wartosci:

172
a=—
r

W tym wzorze r jest promieniem okrggu. Przyspieszenie jest skierowane do
srodka okregu. Wiemy, ze zrédtem przyspieszenia jest sita dosrodkowa T, ktéra
jest oczywiscie tez skierowana do srodka okregu:

T=ma=m—
r

W ruchu jednostajnym po okregu wektor predkosci v jest zawsze stycznie
skierowany do toru. Sita dosrodkowa nadaje obiektowi przyspieszenia,
zmieniajac kierunek predkosci, ale nie zmienia wartosci tej predkosci.

obiekt

Rys. 6.4. Sita dosrodkowa w ruchu po okregu.
Rozpatrujac ruch obrotowy bryly sztywnej wprowadza si¢ pojgcie momentow
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sit. Rozpatrzmy ruch pojedynczego punktu materialnego o masie m
poruszajacego si¢ po okregu o promieniu I.

Rys. 6.5. Obrot punktu po okregu — moment sity

Niech na punkt dziata sita F. Punkt materialny nabywa statego przyspieszenia
stycznego as spowodowanego przez sktadows sity Fq:

F, = Fcosa = mag

Sktadowa normalng sity F roéwnowazy reakcja wigzow. Jezeli wprowadzimy
przyspieszenie katowe :

to rownanie przybierze postac:
Fcosa =mre
Mozemy obie strony réwnania pomnozy¢ przez I

Frcosa = mr?e
Wielkos¢

M =Frcosa
nosi nazwe momentu sily wzgledem punktu O.
Wielko$¢

I = mr?

nazywa si¢ momentem bezwtadnosci punktu materialnego wzgledem punktu O.
Moment sity i moment bezwladno$ci zwigzany jest rOwnaniem:
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M =I¢

Jest to zasada dynamiki Newtona (F = ma) wyrazona dla ruchu obrotowego.
Formalnie moment sity jest iloczynem wektorowym:

M=?xF

6.3. Sily tarcia w ruchu samochodow

Rozne czynniki mogg wptywac na ruch samochodéw. Do najwazniejszych
zaliczamy sity takie jak sita tarcia oraz sita oporu powietrza.
W zyciu codziennym widzimy, ze obiekt w ruchu po jakim$ czasie zatrzyma si¢
(mimo obowigzujacego pierwszego prawa Newtona). Musialy dziata¢ jakies sity
skierowane w przeciwnym kierunku do sily wprawiajacej obiekt w ruch.
Najczesciej sa to sity tarcia. Rozrozniamy sily tarcia statycznego (sa to sity
dziatajace, gdy ciato jest w spoczynku) oraz sily tarcia kinetycznego (wystepuje
podczas ruchu obiektu). Warto$¢ sily tarcia kinetycznego Fy jest zazwyczaj
mniejsza od sity tarcia statycznego Fs. Maksymalne wartosci sity tarcia dane sa
wzorami:

Fs=fN 1)

Fi=f,N )

W tych wzorach fs i fy oznaczaja wspotczynniki tarcia, N jest sitg normalng (jest
to sila dzialajagca na obiekt stojagcy na poziomym poditozu spowodowana
grawitacja, N = mg). Wspotczynniki tarcia sa wyznaczane doswiadczalnie,
zaleza one od rodzaju materiatéw kontaktujacych si¢. Zaskakujacym faktem,
moze by¢ obserwacja, ze tarcie statyczne nie zalezy do wielkosci kontaktujacych
si¢ powierzchni. W tabeli 6.1. Pokazano wspotczynniki tarcia.

Tabela 6.1. Wybrane wspotczynniki tarcia

Materiat fs iy

Opona na suchym betonie 1.0 10.6-0.8
Opona na mokrym betonie 0.7 |05
Opona na oblodzonym betonie 0.3 |0.02
Guma na suchym asfalcie 06 |04
Drzewo po drzewie 05 |03

Stal po stali 06 |04

Stal po stali z olejem 0.1 |0.05
Teflon po stali 0.04 | 0.04

Hamujgc samochod fatwo mozna doprowadzi¢ do zablokowania kot — mamy do
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czynienia z tzw. poslizgiem. Nalezy pamictaé, ze w praktyce tarcie kinetyczne
maleje, gdy predkos¢ poslizgu wzrasta. Zmierzono, ze zablokowana opona
samochodu ma wspotczynnik tarcia okoto 0.8 przy predkosci 8 km/h, natomiast
przy predkosci 130 km/h ten wspolczynnik moze mie¢ warto$¢ mniejszg niz 0.5.
Dlatego producenci samochodow wprowadzaja zabezpieczenia
przeciwdzialajace blokowaniu kot.

ty A
Fn v
_—
— — !
Fr Fq
Y
X

Rys.6.6 Sity dzialajace na samochdd jadacy prosto. Fy — sita normalna,
F, - sita cigzko$ci, Fr. sila tarcia. Pomijamy op6r powietrza.

Bardzo czesto podczas hamowania awaryjnego kota zostaja zablokowane. Na
asfalcie lub betonie pozostaje $lad $lizgajacych si¢ opon. Dzieki pomiarowi
dtugosci §ladu hamowania mozemy z bardzo matym btgdem okresli¢ predkosé
samochodu w momencie zablokowania kot. Jezeli zalozymy, ze przyspieszenie
(w zasadzie méwimy o opdznieniu) bylo state to rownanie ruchu ma postac:

v= ng + 2a(x — x,)

gdzie Vo jest to predko$é poczatkowa, przemieszczenie wynosi (X-Xo), @ jest
przyspieszeniem, v jest predko$cia. Poniewaz samochod sig¢ zatrzymat, to v jest
rowne zeru. Nie znamy jedynie przyspieszenia. Przyspieszenie a jest wywolane
silg tarcia (M jest masg samochodu):

—F, =ma

Znak minus pojawia si¢ w rownaniu, dlatego, ze sita tarcia kinetycznego jest
skierowana przeciwnie do kierunku ruchu samochodu. Wiemy takze, ze sita
tarcia wyraza si¢ wzorem (2), poniewaz mamy do czynienia z tarciem
kinetycznym, gdzie N jest warto$cig sity normalnej a fy jest wspotczynnikiem
tarcia kinetycznego. Poniewaz N = ma, to mamy:

_E__fimg

m m

= —frg
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Tak wyliczone przyspieszenie wykorzystujemy we wzorze na predkose.
Poniewaz v = 0, to otrzymujemy wzor:

\/v% + 2a(x —x5) =0
Predkos¢ poczatkowa dana jest wzorem:

vo= [2f,80cx0)

Jezeli dlugos¢ sladu wynosita na przyktad 300 m, to przyjmujac, ze fy = 0.6,
predkos¢ poczatkowa samochodu vy w tym przypadku wnosita:

m
S

vo = /(2)(0.6)(9.81)(300) = 59.42( )

Predkos¢ poczatkowa, w chwili rozpoczecia hamowania awaryjnego w tym
przypadku wynosita okoto 59 m/s, co wynosi okoto 214 km/h! Ten wynik
wyjasnia, dlaczego na autostradach dochodzi do tzw. masowych karamboli,
podczas ktorych wpada na siebie czasem ponad 50 samochodow. W czasie
mgly, widoczno$¢ zmniejsza si¢, a w momencie zablokowania kot, kierowca nie
moze juz nic uczynic.

Kierowca na drodze musi czgsto podejmowac decyzjg, aby unikna¢ wypadku.
Jako przyktad rozpatrzymy nastgpujaca sytuacje: kierowca jadacy droga
zobaczyt przed sobg nieruchomg przeszkode. Czy w takiej sytuacji powinien
hamowa¢, czy probowaé zakrecic? Odpowiedz nie jest oczywista, musimy
wykona¢ odpowiednie obliczenia.
Jezeli kierowca hamuje, sifa tarcia

Fr=fmg
powoduje opdznienie a:
Fr
a=—=fg

W tym przypadku samochdd przebedzie droge h:

L at?
_. 2 .
W tym wzorze t oznacza czas hamowania. Poniewaz
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t=—

to droga hamowania wyraza si¢ wzorem:

=20
2fsg

Rozpatrzymy druga opcje — kierowca probuje zakreci¢. W takiej sytuacji
najmniejszy promien skretu, przy ktérym kierowca nie wprowadzi samochodu w
poslizg zalezy od sity tarcia f;, dzicki ktorej samochod uzyskuje przyspieszenie
dosrodkowe a:

Z tej rownosci mozemy obliczy¢ promien skretu:

vg
r=—_—
fs9
Widzimy, ze droga hamowania jest dwa razy mniejsza niz promien skretu, co
oznacza, 7ze W opisanej sytuacji nalezy hamowaé¢ a nie probowac omijaé
przeszkode!

6.4. Sila doSrodkowa w ruchu samochodéow

Na samochod pokonujacy zakret (rys. 6.7) dziata sita dosrodkowa. Gdy
samochdd jedzie po tuku, porusza si¢ ruchem jednostajnym po okregu, doznaje
przyspieszenia skierowanego do $rodka tuku. Ta sita dosrodkowa jest sitg tarcia,
jaka droga(np. asfalt) dziata na opony ko6t samochodu. Tylko dzieki sile tarcia
samochéd ma mozliwos¢ pokonania zakretu. Istnieje predko$¢ graniczna
(maksymalna predkos¢), z jaka mozna pokonywaé zakregty. Po przekroczeniu
okreslonej predkosci samochdd traci przyczepnosc i ,,wypada” z trasy.
Okreslimy tg maksymalna predkosc.

Przyjmiemy nastgpujagce warunki: samochod ma mas¢ réwna 1500 kg, niech
promien zakretu jest rowny 35 metrow, przyjmiemy wspoOlczynnik tarcia f;
rowny 0.5.

Naszym zadaniem jest wyliczenie maksymalnej predkosci, z jaka mozna w tych
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warunkach pokona¢ zakret.

Rys. 6.7. Samochdd pokonuje zakret, dziata sita dosrodkowa

Wiemy, ze sita dosrodkows jest sita tarcia Fr. Poniewaz samochod nie §lizga sig,
jest to sita tarcia statycznego. W warunkach maksymalnej predkosci, sita
dosrodkowa jest rownowazona silg tarcia. Gdyby sita tarcia miata wartos¢
zerowg (na przyktad samochod porusza si¢ po lodzie), samochdd jechalby
prosto, to znaczy po chwili wypadaltby z drogi.

A y A
Fn
/T
&4 9
U [r U/
A X

Rys. 6.8. Samochod pokonuje zakret, dziatajace sity, Fr — sita tarcia

W warunkach réwnowagi druga zasada dynamiki Newtona wigze site tarcia i
site dosrodkowa dla sktadowych dziatajacych wzdtuz osi r :

172

FT=m_
T
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Pamigtajac, ze sita normalna Fy = mg, mamy wzor na sife tarcia:

Fr=fmg
Wobec tego réwnowaga sit ma postac:

172

fmg = m—
r

Z tego rownania mozemy otrzymaé¢ wzor na predko$¢ maksymalng podczas
ruchu samochodu po tuku:

v =,/fsgr

Predkos$¢ maksymalna w takim ruchu nie zalezy od masy pojazdu!
Wyliczenie predko$ci maksymalnej dla rozpatrywanego przypadku jest juz
proste:

9.81m m
v=.,f;gr= \/(0.5)( 2 )(35.0m) =131 (?)
Widzimy, ze na tuku o tak matym promieniu (r = 35 m), gdy wspotczynnik
tarcia statycznego fs = 0.5, predko$¢ maksymalna tuz przed utratg przyczepnosci
wynosi okoto 47.7 km/h.

Wspodtczynnik tarcia statycznego fs odgrywa duza role w bezpiecznym ruchu
samochodow. Mozemy oszacowac ten wspotczynnik z nast¢pujacej obserwaci.
W deszczowy dzien, rozwazany samochdd pokonuje tuk o promieniu 35
metrow. Obserwujemy,ze przy predkosci okoto 30 km/h samochdd traci
przyczepno$¢. Mozemy oszacowac f; ze wzoru:

2
- . (8.3S3m) -
Pogr (92%"‘) (35.0m)

Widzimy, jak silnie moze zmieni¢ si¢ wspotczynnik tarcia statycznego na
mokrej nawierzchni. W powyzszych obliczeniach predkos¢ 30 km/h to w
przyblizeniu 8.33 m/s.

Mozemy znacznie zwigkszy¢ maksymalng predkos¢ samochodu na tuku drogi,
jezeli jezdnia jest odpowiednio wyprofilowana (rys. 6.9). Przy odpowiednim
nachyleniu powierzchni drogi, sity tarcia nie odgrywaja dominujace;j roli.

Przy odpowiednim profilu jezdnia moze by¢ oblodzona (bardzo maty
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wspotczynnik tarcia) a mimo to samochdd moze jecha¢ ze znaczng predkoscia.
Obliczymy, jakie musi by¢ nachylenie powierzchni jezdni, aby samochod
poruszajacy si¢ po luku drogi o promieniu 200 metrow moégt przejechaé z
predkoscig 100 km/h. Przyjmiemy, ze wspolczynnik tarcia statycznego jest
rowny zero. Jak wynika z rys. 6.9., gdy jezdnia jest nachylona to pojawia si¢
sktadowa pozioma sity normalnej (Fyy = Fnsina).

Ta sktadowa jest odpowiedzialna za przyspieszenie dosrodkowe.

VFg X

-

Rys. 6.9. Samochdd na drodze wyprofilowane;j

W tej sytuacji drugie prawo dynamiki Newtona dla sktadowej radialnej sity
(kierunek x) ma postac:

mvz

Fysina = —
r

Drugie prawo dynamiki Newtona dla sktadowej pionowej sity (kierunek y) ma
postac:
Fycosa = mg

Dzielagc sktadowe poziome sity przez sktadowe pionowe sity otrzymujemy
nastepujacy wzor:
2
tga = —
ga =7 g
Biorgc pod uwage nasze dane (predkos¢ v = 100 km/h, promien tuku r = 200 m)
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mozemy oszacowac kat nachylenia:

(27.77m)2
(ZOOm)S(9.81m)
s 52

1

a =tan~ =0.393 rd

Wynik podany jest w radianach, po przeliczeniu na stopnie, widzimy, ze jezdnia
powinna by¢ pochylona pod katem 21.5 stopnia, aby bez wzgledu na warunki
pogodowe samochod mogt pokona¢ tuk drogi z predkoscia 100 km/h. W
pokazanym wzorze muszg by¢ jednakowe jednostki, dlatego predko$¢ wyrazona
w km/h zostata przeliczona do predkosci podanej w m/s (100 km/h = 27.77 m/s).
Oczywiscie tarcie jest wymagane, aby samochod nie zeslizgiwal si¢ z drogi
(ruch po réowni pochylej). Otrzymany wynik ponownie nie zalezy od masy
pojazdu. Co ciekawsze, gdy wystepuje niezerowe tarcie statyczne, samochod
moze pokonac tuk drogi znacznie szybciej. Maksymalna predkos¢ zalezy, wiec
od kata nachylenia jezdni oraz od wspotczynnika tarcia statycznego.
Rozwazymy ponownie ruch samochodu po tuku jezdni nachylonej pod katem a,
ale teraz uwzglednimy wystepowanie sily tarcia (rys. 6.10)

Rys. 6.10. Ruch samochodu po tuku jezdni nachylonej pod katem o

Jezeli oznaczymy przez V maksymalng predkos¢, przy ktorej samochod nie straci
przyczepnosci oraz przyjmiemy, ze wspotczynnik tarcia statycznego jest rowny
fs to mozemy zapisa¢ rownania dziatajacych sit.

Rozwazajac skladowe dziatajacych sit w kierunku osi X widzimy, ze sita
dosrodkowa rownowazona jest przez sktadows sity normalnej i site tarcia:

2
v .
m—=Nsina + f;N cosa
r

Podobnie dla sktadowych sit dziatajacych w kierunku osi y (F; = mg) mozemy
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napisac:
Ncosa— fiNsina—mg =10

Przeksztalcajac powyzsze réwnania otrzymujemy:

2
v
m-—-= N(sina + f; cos a)

mg = N(cosa — f;sina)

Dzielagc réwnanie pierwsze przez drugie, otrzymujemy wzor na maksymalng
predko$¢ samochodu pokonujacego tuk drogi pochylonej pod katem a, gdy
wystepuje tarcie f;:

(cosa — f;sina)

\/rg(sin a+ fgcosa)
v =

Czesto zdarza sig, ze cigzarowka przewozi kontener, ktory postawiony jest na jej
podtodze. Kierowcy czesto sadza, ze cigzkiego kontenera nic nie jest w stanie
ruszy¢, wobec czego nie zabezpieczaja odpowiednio ladunku. Okazuje si¢
jednak, ze przy duzej predkosci, na tuku drogi moze nastapi¢ przesunigcie
fadunku. Naszym zadaniem bedzie wyliczenie maksymalnej przedmosci
cigzarowki poruszajacej si¢ po tuku ptaskiej drogi o okreslonym promieniu, tak,
aby nie doszto do ruchu kontenera po podiodze platformy cigzarowki.
Przyjmiemy, ze wspotczynniki tarcia statycznego pomigdzy kontenerem i
podtoga wynosi 0.6, a promien tuku jest rowny 35 metrow.

1 y A I:N

) 4 X

Rys. 6.11. Samochod na tuku drogi z przewozonym tadunkiem
Poniewaz przyspieszenie pionowe a, = 0, to sita Fy wynosi:
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Fy =mg

Sita powodujaca przyspieszenie dosrodkowe a, jest sita tarcia, z drugiej zasady
dynamiki Newtona mamy:

2

mv
Fr=ma, = —
r
Poniewaz musi by¢ spelniony warunek:
Fr<fFy
to z nierdwnosci:
mv?
— = fmg
r S

Otrzymujemy wzor na maksymalng predkosc:

v=4frg

Po wstawieniu odpowiednich wartosci:

v < J0.6 (35?) (9.81522) = 14.3%

Jezeli samochod nie przekroczy predkosci 51.5 km/h (14.3 m/s) to kontener nie
przesunie si¢.

Potozenie srodka cigzkosci samochodu (cg — ang. centre of gravity) ma wptyw
na jego stabilno$¢. Im nizej jest potozony $rodek cigzko$ci tym stabilniej na
drodze zachowuje si¢ samochod. Jezeli potozenie srodka cigzkosci jest wysokie
(np. w cigzarowkach) to wigksze jest prawdopodobienstwo przewrocenia si¢
samochodu, gdy pojawi si¢ jakas sita boczna (np. wiatr lub sita dosrodkowa).
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? '

a)

Rys. 6.12. Stabilno$¢ samochodu

Samochody wyscigowe majg bardzo nisko potozony Srodek cigzkosci i sa
szerokie, co pozwala im pokonywaé zakrety o malym promieniu z duza
szybkoscig. Samochdd przewrdci si¢ pod dzialaniem sity bocznej, gdy kierunek
sily ciezkos$ci wyprowadzony ze $rodka cigzkosci znajdzie si¢ poza punktem
jego podparcia.

Zagadnienie stabilnosci samochodoéw jest wazne, Ministerstwo Transportu w
USA (The National Highway Traffic Safety Administration (NHTSA) of the
Department of Transportation) okoto 2000 roku opublikowato dane dotyczace
podatnosci roznych samochodow na przewrocenie si¢. Parametr stabilno$ci SSF
(ang. Static Stability Factor) zostal zmierzony dla wielu popularnych
samochodow. Ten parametr jest zdefiniowany, jako iloraz polowy szerokosci
pojazdu i wysokosci srodka cigzkosci (rys. 6.13):

SSF = ‘
" h

Rozpatrzmy myslowy eksperyment opisujacy przewracanie si¢ samochodu.
Samochdd z okre$long predkoscia (pod dziataniem sily bocznej) przesuwa si¢ w
prawo az do momentu, gdy prawa opona napotka na przeszkode (np.
kraweznik). Srodek tej prawej opony jest punktem obrotu, samochdd nie moze
si¢ dalej przesuwac, dziata sila boczna, dochodzi do wywrdcenia pojazdu.
Wywrocenie zachodzi wtedy, gdy wektor wypadkowy sily bocznej i sity
cigzkosci przechodzi przez $rodek prawej opony (rys. 6.13.).
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Rys. 6.13 Sktadowe SSF dla krytycznej sity bocznej

h

-t — —p

Samochod zacznie si¢ obraca¢ wokol punktu obrotu, gdy zostanie spelniony
warunek:

a
tang =—=——=—

Oznaczenia sg nast¢pujace: ¢ - przyspieszenie ziemskie, a — przyspieszenie
wywolane silg boczna, F,— sila boczna, Fy — sita cigzkosci.

Mozna wykaza¢, ze krytyczna predkos¢ v, przy ktorej nastapi wywrdcenie
samochodu w opisanej sytuacji wyraza si¢ wzorem:

2
v? =2g (—) +h*—h

Wedtug badan NHTS parametr stabilnosci spetnia warunek:
1.0 < SSF <1.5

Zgodnie z logika zgdamy, aby predkos¢ krytyczna v byla jak najwigksza, co
oznacza, ze h powinno by¢ mate ($rodek ciezkosci powinien leze¢ tak nisko jak
to jest mozliwe) oraz rozstaw kot t powinien by¢ tak szeroki jak to jest mozliwe.
Jezeli samochod ma wysoko umieszczony srodek cigzko$ci to moze si¢ zdarzyc¢,
ze pokonujac zakret o zbyt matym promieniu, majac zbyt duza predkos¢ moze
si¢ przewroci¢. Przyjmiemy, ze $rodek cigzkosci znajduje si¢ na wysokosci h a
rozstaw kot wynosi 2s. Wyznaczymy predkos¢ krytyczng v. N samochdd dziata
sita cigzkosci Fy i sita bezwtadnos$ci Fg. Jezdnia dziata na lewe koto z sita Fy, a
na prawe z sitg F,.
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Jezeli moment sity Fg wzgledem lewego kota jest wigkszy od momentu sity mg
wzgledem tego kola, to samochod zostanie obrécony wokot punktu styku tego
kota i jezdni 1 wywrdci sig.

-l r [
A Srodek )
ciezkosci
Fg _
O O
L Fg h
M FRUJ i
v re——

Punkt obrotu S
Rys. 6.14. Sity powodujace wywrocenie si¢ samochodu

W warunkach réwnowagi znika suma momentow wzgledem tego punktu
podparcia (rys. 6.14):

Fgh+ mgs + Fp2s =0

Przeksztalcajac to rownanie otrzymujemy:

m Fgh
Fo=9 18T

2 2s

Poniewaz
mv?
FB - -

r
oraz

Fr=—-mg

to ostatecznie otrzymujemy wzor na predkos¢ krytyczna:

rSg
< |—=
Va4

Na podstawie otrzymanego wzoru mozemy oszacowa¢ predkos¢ krytyczna,
prowadzaca do przewrocenia si¢ samochodu. Niech samochod dostawezy ma
rozstaw kol rowny 1.5 metra, $rodek ciezkosci niech begdzie na wysokosci 2
metrow (samochod przewozi wysoki tadunek) a promien skretu niech bedzie
rowny 5 metréw.
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Wstawiajac te dane do wzoru otrzymujemy oszacowanie krytycznej predkosci v:

_ [rsg _ |(5Gm)(1.5m)(9.81m/s?) m
v \/% - \/ 2m) =368(3)

Widzimy, ze samochod dostawczy wykonujac ostry skret przy predkosci
wigkszej niz 132 km/h (= 36.8 m/s) moze si¢ wywrocic.

Metoda pomiaru predkosci

Rys. 6.15 Metoda pomiaru predkosci obiektu — nalezy pamigtac o zatrzymaniu
stopera, gdy skonczy si¢ lot (zrédto anonimowe, Internet)
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7.1. Zderzenia obiektow i wykrywanie kolizji.

W grach komputerowych istotne jest poprawne modelowanie zderzen
obiektow. Dostepne obecnie procesory (CPU i GPU) pozwalaja realistycznie
symulowa¢ roznego typu zderzenia w czasie rzeczywistym. Termin
»realistyczne symulacje” odnosi si¢ do zastosowania zasad fizyki, dzigki czemu
mozemy poprawnie opisac stan obiektow po zderzeniu.

Nalezy rozroznia¢ detekcje zderzen (ang. collisin detection) od efektu
zderzenia (ang. collision response). Programowanie detekcji zderzen polega na
implementacji odpowiednich algorytmow geometrii obliczeniowej w celu
wyliczenia miejsca zderzenia i czasu zderzenia. Istnieje wiele inteligentnych i
zaawansowanych algorytméw tego typu, nalezy jednak zwroci¢ uwage na opinie
praktykéw, ze zazwyczaj metody bryt otaczajacych daja, jak dotad najlepsze
efekty. Programowanie efektow zderzenia sprowadza si¢ do zastosowania zasad
kinetyki i dynamiki w celu okreslenia stanu obiektow po zderzeniu i znalezienia
deskryptorow fizycznych obiektéw (predkosé, przyspieszenie, ped, energia, itp.),
tak, aby mozna byto ustali¢ ich trajektorie.

Wedhug specjalistow, modelowanie zderzen jest jednym z najtrudniejszych
zagadnien. Wspotczesne gry komputerowe sa implementowane w przestrzeni 3D
1 musza szybko dziata¢. Optymalizacja algorytmow jest sprawa kluczowa. W
swojej dyskusji o wykrywaniu kolizji Andre LaMothe przytacza nastepujacy
przyktad. Jezeli przyjmiemy, Zze gra obsluguje 1000 obicktow, aby wykryé
kolizje dla tych obiektéw nalezy wykona¢ okolo 1 miliona obliczen. Jezeli sg to
obiekty w zaawansowanych grach wojennych (np. walka w kosmosie, poruszaja
si¢ statki kosmiczne, strzelaja dziata, wystrzeliwane sg rakiety, mamy promienie
laserowe, itp.), to liczba obiektoéw do obstuzenia moze wzrosna¢ do 10 000. W
takim przypadku nalezy wykona¢ ponad 100 milionéw obliczen! Nawet
najbardziej zaawansowane algorytmy tu nie pomogg. Nalezy zastosowaé inne
podejécie do wykrywania kolizji. Inaczej mowigc zamiast obliczen typu ,,brute
force”, wykorzysta¢ technike dzielenia przestrzeni na segmenty. Cata przestrzen
dzielimy na obszary. W takim przypadku liczba obiektow w obszarze rzadko
przekroczy, 50 (gdy mamy obiektéw wigcej, zawsze mozna dokonaé ponownego
podzialu przestrzeni, aby zmniejszy¢ obszary). Przy tysigcu obiektow,
statystycznie rzecz biorgc, otrzymamy 200 obszardéw (1000 : 50 = 200), ktore
musimy zanalizowa¢. W kazdym obszarze wykonamy okoto 2500 obliczen
(50x50). Biorac pod uwage 200 obszaréw, ostatecznie nalezy dokona¢ 500 000
obliczen. Jest to znaczna redukcja zapotrzebowania na moce obliczeniowe w
poréwnaniu z pierwotnym zadaniem wykonania 100 milionéw obliczen, gdy nie
ma podzialu przestrzeni. Stosujac segmentacje przestrzeni (technicznie tworzy
si¢ odpowiednig struktur¢ danych, np. drzewa 6semkowe lub binarny podziat
przestrzeni- BSP) redukujemy zadana liczbe¢ obliczen do 0.5 %.

Fizyka zderzen takze nie jest prostym zagadnieniem. W podrecznikach fizyki
zwykle opisuje si¢ zderzenia punktow materialny, a same zderzenia sg sprezyste.
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Taki przypadek rzadko wystepuje w grafice komputerowej 1 grach
komputerowych. Zazwyczaj obiekty maja rozmiary (najczeSciej nieregularne) a
zderzenia nie sa sprezyste. W dodatku podczas zderzen w wielu przypadkach
nalezy uwzgledni¢ ruch obrotowy, co znakomicie komplikuje opis analityczny.
Zderzenia mogg by¢ niecentralne, co jest dodatkowa komplikacja.

7.2. Elementy fizyki zderzen.

Formalnie podajemy definicje zderzenia zgodnie z podrgcznikiem Hallidaya i
innych (Podstawy fizyki, PWN, Warszawa, 2005):

Zderzenie zachodzi wtedy, gdy dwa lub wigcej cial (partnerow
zderzenia) dziatla na siebie stosunkowo duzymi silami w
stosunkowo krotkim przedziale czasu.

W praktyce, zderzenie rozumiemy, jako zetknigcie si¢ dwoch obiektow.
Zjawisko zderzenie si¢ dwoch kul (bardzo schematycznie) pokazane jest na
rysunku 7.1.

— ff—

(-0

przed zderzeniem

"@""

zderzeniu

(-0

po zderzeniu
Rys.7.1 Zderzenia obiektow

Na rysunku pokazano przebieg zderzenia dwoch kul. Kule sg jednorodne (Srodek
masy kazdej z kul jest w punkcie srodkowym kuli), zderzaja si¢ centralnie
(wektory predkosci obu kul lezg na prostej taczacej ich srodki mas), sg idealnie
gladkie ( nie uwzgledniamy tarcia), nie wystgpuja opory powietrza. Widzimy, ze
opisujemy w sposob malo realistyczny zjawisko zderzenia. W momencie
zetknigcia kule oddziatywaja w bardzo krotkim okresie czasu bardzo duzymi
sitami (te sily s nazywane sitami impulsowymi lub sitami uderzeniowymi).
Podczas uderzenia kule ulegaja deformacji.



140 Fizyka dla programistow gier

Zderzenia moga by¢ centralne lub niecentralne (rys.7.2). Ze zderzeniem
niecentralnym mamy do czynienia, gdy wektory predkosci kul nie leza na
prostej taczacej ich §rodki mas.

ptaszczyzna zderzenia

o-eb <

zderzenie centralne

zderzenie niecentralne

ptaszczyzna zderzenia

Rys. 7.2. Zderzenia centralne i niecentralne

Zderzenia dzielimy na elastyczne (sprezyste) i nieelastyczne (niesprezyste). W
zderzeniach elastycznych (ang. elastic collisions) spetniona jest:

e zasada zachowania pedu
e zasada zachowania energii kinetycznej

W zderzeniach nieelastycznych (ang. non-elestic collisions) energia kinetyczna
zamieniania jest w cieplo, moze takze powodowa¢ deformacje. W zderzeniach
niesprezystych:

e zachowany jest ped

e energia kinetyczna nie jest zachowana

Przypominamy, ze pedem czastki jest wektor p :
p =mv

gdzie m jest masa czastki, a v jest jej predkoscia.
Druga zasad¢ dynamiki Newtona mozemy zapisaé w postaci:

- d%
F=22
dt

1)
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Jezeli wykorzystamy rownos¢ p = mv to mamy:

ﬁ_dﬁ_d L dﬁ_ .
_E_E(mv)—ma—ma

Jezeli uktad jest izolowany, a zadna czastka nie opuszcza ukladu ani nie
przybywa nowa czastka do ukladu (méwimy, ze uklad jest zamkniety) a
wypadkowa sit dziatajacych na uklad czastek jest rowna zeru to mozemy
napisac:

- dﬁ
F=—=0
dt
Oznacza to, ze:
p = const

Jest to zasada zachowania pedu. Ta zasade formutujemy w nastepujacy sposob:
Jezeli na uklad czgstek nie dziatajg sily zewnetrzne lub ich
wypadkowa jest rowna zeru, to catkowity ped ukladu czgstek nie

ulega zmianie.

Jezeli dochodzi do zderzenia dwoch czastek, to pedy tych czastek ulegna
zmianie. Mozemy przeksztatci¢ rownanie (1) do postaci:

dp = F(t)dt

Po scatkowaniu tego rownania po czasie otrzymamy:

D2 t;
f dp = f F(t)dt
P1 ty

Z lewej strony rownania mamy wyrazenie (P, — P1), czyli zmiang pedu. Prawa
strona rownania jest tzw. popedem sity:

Zmiana pedu czastki podczas zderzenia jest rtowna popedowi sity:

ﬁz—ﬁ1=Aﬁ=i
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Energia kinetyczna Ey czastki o masie m jest zwigzane z jej predkoscia Vv:

Ej = zmv?
k va

Gdy predkos¢ jest rowna zeru to energia kinetyczna tez jest rowna zeru.
Jednostka energii kinetycznej jest dzul (J). Z definicji energii kinetycznej Ey

wynika wymiar dzula:
2

. m
1dzul=1]=1kgs—2

Oproécz energii kinetycznej wyrdzniamy energie potencjalng E,. Energia
potencjalna jest to energia zwigzana z konfiguracja uktadu cial, dziatajacych na
siebie sitami.

Szkolnym przykladem energii potencjalnej jest grawitacyjna energia
potencjalna. Gdy sita F wykonuje nad cialem prace W (np. kamien jest
podnoszony), to zmienia si¢ energia potencjalna uktadu:

=W

Bardziej formalnie, gdy sita jest zachowawcza i wykonuje prace nad cialem
przemieszczajac go punktu poczatkowego X, do punktu koncowego Xy, zmiana
energii potencjalnej wyraza si¢ wzorem:

Xk

AE, = — f F(x)dx

Xp
Grawitacyjna energia potencjalna E, wyraza si¢ wzorem:
E, = mgh
gdzie g jest to stata grawitacyjna, m jest masg ciata a h jest wysokoscig (liczona
od punktu odniesienia, moze to by¢ poziom morza).
Energia mechaniczna E, uktadu jest to suma energii kinetycznej i potencjalne;j:
Em =Ex+Ep
Gdy uktad jest izolowany oraz dziatajg jedynie sity zachowawcze, to spetniona
jest zasada zachowania energii mechanicznej. Energia kinetyczna i potencjalna

mogg si¢ zmieniac, ale ich suma musi postawac stala:

AEy, = AEj + AE, = 0
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Drzigki zasadzie zachowania energii mozemy w sposob stosunkowo prosty
wylicza¢ rézne wielko$ci charakteryzujace ciala biorgce udziat w zderzeniach.
Oproécz energii potencjalnej, wprowadzamy do opisu zjawisk fizycznych inne
rodzaje energii, na przyktad energi¢ termiczng. Mozemy wprowadzi¢ pojecie
calkowitej energii uktadu E. Jest to suma energii kinetycznej, potencjalnej,
termicznej E; oraz innych rodzajow tzw. energii wewngtrznej E,. Obowigzuje
zasada zachowania energii catkowitej:

AE = AE,, + AE, + AE,,

Zmiana catkowitej energii uktadu E jest réwna energii dostarczonej do ukladu
lub od niego odebranej. Mdéwiac wprost — energia nie moze powstawaé z
niczego ani nie moze znikac!

W uktadzie izolowanym catkowita energia E nie moze si¢ zmieniac:
AE,, + AE, + AE,, =0

Przypomnimy jeszcze pojecie pracy i mocy.

Formalnie praca W jest to energia przekazana ciatu lub od niego odebrana na
drodze dziatania na ciato sila. Praca W jest rowna zmianie energii.

Praca wykonana przez stalg sile wyraza si¢ wzorem:

W=F-d

gdzie F jest sita a d jest wektorem przesunigcia ciata.
Jednostka pracy jest dzul ( tak samo jak energii kinetycznej).
Szybkos¢, z jaka sita wykonuje prace nazywana jest mocg P:

_dw

p=_—
dt

Jednostka mocy jest wat (W), wymiar tej jednostki to dzul na sekunde:

kg-m

1w=1-=1

0 |~
N

$3
Uzywana jest takze stara jednostka mocy zwana koniem mechanicznym (KM):

1KM =746 W
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Podczas zderzenia dziatajg bardzo duze sity w bardzo krotkim czasie. Poped sity
(ang. impulse) moze osiggnaé¢ duze wartosci. Rozwazmy krazek hokejowy o
masie 100 g lezacy na lodzie (np. opisujemy gre w hokeja). Pomiar pokazat, ze
uderzony kijem hokejowym krazek byt w kontakcie z kijem przez okoto 1
milisekunde i osiagnal predkos¢ v, = 30 m/s. Jaki byt poped i jaka byta wartos§¢
sily dziatajacej na krazek?

Poped sity J rowny jest zmianie pedu (v; = 0):

m
S

/:PZ_P1:mvz—mU1:O'l(kg)'go( )_0(?)23'0<kg.m)

S

W celu obliczenia sity dziatajacej na krazek nalezy podzieli¢ poped J sity przez
czas dzialania sity At :

J 3.0("95"”)
FEr= 1050

=3000.0 N

Jak widzimy jest to bardzo duza wartos¢ sity, nic dziwnego, ze czgsto kije
hokejowe pekaja podczas uderzenia w krazek.

Praktycznie, w zyciu codziennym, nigdy nie mamy do czynienie ze zderzeniami
sprezystymi. Zawsze cze$¢ energii kinetycznej bedzie tracona przy zderzeniach.
Nawet zderzenia kul bilardowych, ktore w zasadzie traktujemy, jako przyktad
zderzen sprezystych, nie sa takimi. Podczas zderzenia stycha¢ trzask uderzanych
kul, co oznacza, ze powstata fala dzwigkowa, a to oznacza, ze czg$¢ energii
kinetycznej zostala zamieniona w energie fali dzwickowej. W symulacjach
chetnie korzystamy z przyblizenia zderzen sprezystych, poniewaz parametry
ruchu dajg si¢ stosunkowo prosto wyliczy¢, a btedy oszacowan tych parametréw
nie sg zbyt duze. Na rys. 7.3 schematycznie przedstawiono zderzenie centralne,
sprezyste dwoch cial.

Vip V2p Vik V2
> -— - —>
my mz
przed zderzeniem po zderzeniu

Rys.7.3. Zderzenie centralne sprezyste

Ciato o masie m; porusza si¢ z predkoscia Vi, w kierunku ciala o masie mj, ktore
porusza si¢ z predkoscia V. Po zderzeniu ciata poruszaja si¢ z predkosciami Vi
i Vok.
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Zasada zachowania pgdu ma postac:
myVip + MmyVyy = My V1g + myvy
Zasada zachowania energii kinetycznej ma postac:

1 2 1 2 1 2 1 2
Emlvlp + EmZUZP = Emlvlk + EmZUZk

Z tego ukladu rownan mozemy wyliczy¢ predkosci koncowe dwoch ciat po
zderzeniu:

my —m, 2m,
1k = 1 )
m+m, * m;y+m, P
m, —my 2my
2k = 2 %1
1+my, P my+m, P

Rozwazymy kilka przypadkéw szczegolnych.
Jezeli cialo o masie m, jest nieruchome (v, = 0) to po zderzeniu predkosci kul
sg dane wzorami:

m; —m;
Ul =—U1
KT m +m, P

2m,
ok = —F "

my+m, °

Jezeli masy ciat sg jednakowe (tak jest na przyktad, gdy modelujemy zderzenia
kul bilardowych) to wtedy predkosci po zderzeniu sg nastepujace:

Vig = 0
U2k = V1p
Jest to idealne zderzenie kul bilardowych — po zderzeniu poruszajaca si¢ kula
zatrzymuje si¢, a nieruchoma kula uzyskuje predkos¢ kuli ruchomej. Moéwimy,
ze dwa ciata ,,wymienity si¢ predkos$ciami”.

W  zderzeniu centralnym niesprezystym spelniona jest jedynie zasada
zachowania pedu:

My Vip + MaVzp = My Vi + MpVp
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Gdy znane sa masy ciat i ich predkosci przed zderzeniem oraz np. predkos¢ ciata
0 masie m; po zderzeniu niespr¢zystym, to wtedy mozemy wyliczy¢ predkosé
ciala o masie m,.

Dos¢ czesto zdarzajg si¢ zderzenie catkowicie niesprezyste. Praktycznie zawsze
mamy do czynienia ze zderzeniami niespr¢zystymi. Przyktad takiego zderzenia
pokazany jest na rysunku 7.4. Jest to fotografia wypadku samochodowego, w
ktéorym dwa samochody zderzyly si¢ prawie czolowo. Widach wyraznie
odksztatcenia karoserii — cata energia kinetyczna wykorzystana zostata do
deformacji blachy.

Rys. 7.4. Zderzenie dwoch samochodéw, zderzenie niesprezyste

Gdy cialo o masie m, jest nieruchome (v, = 0) to predkos¢ koncowa w
zderzeniu catkowicie sprezystym wyraza si¢ wzorem:

mq

Vpy =—"T—"V
KT m +m, P
Tego typu zderzenie pokazane jest na rysunku 7.5. Ciato o masie m, jest

nieruchome, po zderzeniu oba ciata taczg sie i poruszajg si¢ z predkoscig V.

przed zderzeniem po zderzeniu
Vip » V2P my+m,

0w A o

Rys. 7.5. Zderzenie centralne, niesprezyste

W zderzeniach niecentralnych, wektory predkosci dwoch cial nie leza na linii
taczacej ich $rodki mas, zderzenia musimy opisa¢ w dwoch wymiarach.
Rozwazmy przypadek, gdy zderzenie jest niecentralne, ciato o masie m; porusza
si¢ z predkoscia vy, a ciato o masie m; jest nieruchome (rys. 7.6). Tor ciala o
masie m; po zderzeniu tworzy kat ¢; z kierunkiem ruchu ciata przed zderzeniem.
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Cialo o masie m,, ktdre jest poczatkowo nieruchome, po zderzeniu porusza si¢
po torze, ktérego kierunek tworzy kat ¢° z osig X. W tego typu zderzeniach
zawsze jest spetniona zasada zachowania pedu. Mozemy utozy¢ rownania dla
sktadowej Xx:

My Vyp = MyVgg COS Q1 + MyVyy COS Py
oraz sktadowe;j y

0 = myvqk sin @, — myv,, Sin @,

Te dwa réwnania zwigzane z zasadg zachowania pedu sa zawsze spelnione —
zarébwno dla zderzen sprezystych jak i dla zderzen niesprezystych.

Yi
Vak /

Rys. 7.6. Zderzenie niecentralne

Jezeli zderzenie jest sprezyste to spelniona jest zasada zachowania energii
Kinetycznej:

1 2 _ 1 2 L 2
5 MiVip = 5 M1Vl + 5 M2V2k

Pokazane réwnania opisujace zderzenia niecentralne moga wydawaé si¢ bardzo
skomplikowane. Pokazemy jak powyzsze wzory mozemy wykorzysta¢ do opisu
zderzenia dwoch tyzwiarzy. Rozwazmy dwoch tyzwiarzy poruszajacych si¢ na
lodowisku. Tory tyzwiarz tworza kat prosty (rys. 7.7a). Po chwili tyzwiarze
zderzajg si¢ i ztgczeni kontynuujg ruch w kierunku wypadkowym (rys. 7.7).



148 Fizyka dla programistow gier

y 4 YA
a) b) ]
Vi ¢
Q > > @y >
M (m1+my)
A Vo

Rys.7.7. Schematycznie przedstawione zderzenie dwoch tyzwiarzy, zderzenie
niesprezyste, a) — sytuacja przed zderzeniem, b) — sytuacja po zderzeniu

Wiemy, ze masy tyzwiarzy sa odpowiednio m;=60 kg, m,=45 kg, predkosci sg
v;=6 km/h i v,=10 km/h. Po zderzeniu tyzwiarze kontynuuja ruch z predkoscia
v. Mozemy wyliczy¢ ta predkos¢ oraz kat, pod jakim beda kontynuowac¢ ruch
ztaczeni.

Jezeli potraktujemy uklad tyzwiarzy, jako uktad izolowany to mozemy
zastosowa¢ zasade zachowania pedu:

mlv_{ + m217_2> = (ml + mz)ﬁ
Predkos¢ koncowa dana jest wzorem:

L, MU+ myv,
V=—----—1--=
(my + my)

Sa to rownania wektorowe. Mozemy wyliczy¢ predkos¢ i kat ruchu po
zderzeniu, jezeli wypiszemy réwnania pedu wzdtuz kazdej osi wspotrzednych.
Rownanie na sktadowa X pedu ma postac:

myv; = (my + my)vcos @

Analogicznie wyrazenie na sktadowa y pedu ma postac:

myv, = (m1 + mz)v Sin(p
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Dzielg te rownania przez siebie i wstawiajac dane liczbowe mamy:

km
_ myv, _ 45 kg 1OT_
tang = = vk 1.25
MiV1 60 kg 67

Kat ¢ wynosi okoto 51°. Wykorzystujac sktadowa y pedu mozemy obliczyé
warto$¢ predkosci:

km
V= (my +my)sing (60 kg +45kg)sin51° ~ " h

Mozemy takze oszacowac, jaka czg$¢ energii kinetycznej zostata zamieniona na
energi¢, ktorg musiaty przyjac na siebie ciata tyzwiarzy podczas zderzenia.
Przed zderzeniem, energia kinetyczna tyzwiarzy wynosita:

1 2, 1 2
E, = §m1171 +§m2v2

Po podstawieniu wartos$ci ( predkosci wyrazamy w jednostkach m/s) mamy:
E, =05-(60 kg - (1.7m/s)* + 45 kg - (2.8 m/s)?) = 263.1]

Podobnie mozemy obliczy¢ energi¢ koncowa:

1
E, = > (my 4+ my)v?

Po podstawieniu wartosci liczbowych mamy:

m 2
Ep = 0.5- (60 kg + 45 kg) (1.53?) =122.8]

Widzimy, zZe energia kinetyczna po zderzeniu znacznie zmalata, okoto 50 %
poczatkowej energii kinetycznej lyzwiarzy ulega rozproszeniu w momencie
zderzenia.

Wypadki z udzialem samochodow, gdy dochodzi do zderzenia, sg bardzo
niebezpieczne ze wzgledu na duzg predko$¢ i duza mas¢ pojazdu, energia
tracona w takim przypadku jest bardzo duza. Wyliczymy, jaka sita dziata na
samochdd podczas jego zderzenia z nieruchomg przeszkoda.
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Rys.7.8. Zderzenie niespre¢zyste samochodu z przeszkoda

Samochdd o masie m porusza si¢ z predkoscig v, W pewnym momencie wpada
na betonowy stup. Jaki byt efekt zderzenia, jezeli odksztalcenie byto rowne d
metrow?

Praca potrzebna do zatrzymania samochodu jest dana wzorem:

gdzie F,, jest to $rednia sita dziatajaca podczas zderzenia, d jest dlugo$ciag
odksztatcenia. Mozemy wyznaczy¢ z tego roOwnania site F,, :

muv?

v =34

Wstawiajac odpowiednie wielkosci mozemy przekonac si¢, jak duze sity
dziatajg podczas takiego zderzenia.

Znajomos$¢ zasada fizyki pozwala na rozstrzygniecie czy uczestnicy wypadku
samochodowego moéwig prawde. Rozwazmy nastepujacy przyktad. Na
skrzyzowaniu ulic dochodzi do kolizji dwoch samochodow. Kierowca
pierwszego samochodu jedzie w kierunku x z predkoscia v; = 47 km/h, drugi
kierowca jedzie z predkoscia v, w kierunku y (rys.7.9.a).
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a)

Rys.7.9. Zderzenie samochodéw na skrzyzowaniu

Nastegpuje kolizja, samochody zakleszczaja si¢ i razem przesuwane sg w
kierunku tworzacym z osia X kat ¢ = 55° (rys. 7.9b). Dozwolona predkos¢ na
skrzyzowaniu to 50 km/h. Kierowca samochodu jadgcego w kierunku y twierdzi,
ze nie przekroczyt dopuszczalnej predkosci. Czy mowil prawde?

Ulozymy réwnania dla sktadowych x 1 y pedow:

mv; = 2muvy, cos ¢ (kierunek x)
muv, = 2muvy sin @ (kierunek y)

Dzielac te rownania stronami, wyznaczajac V, Oraz wstawiajac dane liczbowe
otrzymujemy:

km

v, =vytang =47 3

tan55.0 = 67.1 km/h

Na podstawie modelowania wypadku samochodowego, uwazamy, ze drugi
kierowca, jadacy w kierunku y przekroczyt dozwolong predkosc.

Dwie zasady — zasada zachowania pedu i zasada zachowania energii calkowitej
sa spelnione w zderzeniach. Energia kinetyczna jest zachowana tylko w
zderzeniach sprezystych. Prawde mowiac, w otaczajacym nas $wiecie zderzenia
sprezyste prawie nie zachodza. W rzeczywistosci zawsze mamy do czynienia ze
stratami energii. Mozemy okres$li¢ wspotczynnik strat energii wprowadzajac
tzw. wspotczynnik restytucji e (ang. coefficient of restitution):

U1k — U2k
e=————

vlp - v2p
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Wspolczynnik restytucji jest stosunkiem wzglednej predkosci cial po zderzeniu
do wzglednej predkosci przed zderzeniem. Wspotczynnik restytucji zalezy od
materialu, budowy i geometrii zderzajacych sie cial. Wspodtczynnik restytucji e
wyznaczany jest do$wiadczalnie. Gdy zderzenia sa idealnie sprezyste,
wspotczynnik restytucji e rowny jest jeden, gdy mamy do czynienia ze
zderzeniami idealnie niesprezystymi to wspotczynnik restytucji rowny jest zeru.
W przypadkach posrednich 0 < e< 1. Jezeli ciato spada swobodnie i uderza w
podtogg, to wspotczynnik restytucji e wyraza si¢ prostym wzorem:

gdzie H oznacza wysoko$¢, z jakiej spada ciato, a h jest wysokoscia, na jaka
odbije si¢ ciato. W tabeli 7.1. pokazano wspotczynniki restytucji.

Cialo Wspotczynnik
restytucji e
Pitka golfowa 0.86
Pitka tenisowa 0.71
Kula bilardowa 0.80
Pitka do siatkowki 0.75
Kula drewniana 0.60
Kulka stalowa 0.60

Znajomos$¢ wspotczynnika restytucji pomaga wyznacza¢ parametry ruchu ciat
po zderzeniu.

7.3. Metody wykrywania kolizji.

Istotnym zagadnieniem jest stwierdzenie faktu czy doszto do kolizji.
Wykrywanie kolizji w grach komputerowych nie jest trywialnym zagadnieniem.
Dysponujemy wieloma technikami wykrywania kolizji. Jednym z najprostszych
sposobow wykrywania kolizji jest zastosowanie techniki bryt otaczajacych. W
tym celu w przestrzeni 3D najcze$ciej wykorzystujemy szeécian lub sfere, a w
przestrzeni 2D wykorzystujemy kwadrat lub okrag (rys. 7.10).
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I |

obiekt

\

Bryly otaczajace

Rys.7.10 Bryty otaczajace — okrag i kwadrat

Promien okrggu dobieramy w ten sposob, aby wszystkie elementy obiektu byty
W nim zamknigte. Technicznie oznacza to, ze przegladamy wszystkie
wierzchotki obiektu 1 sprawdzamy czy sa wewnatrz okregu. Podobnie
postepujemy znajdujac kwadrat otaczajacy obiekt. Gdy dla obiektow zostana
znalezione okreggi otaczajace (potozenie S$rodka okrggu i jego promien),
wykrycie kolizji jest juz zadaniem prostym. Nalezy ustali¢, czy spetniony jest
warunek, ze odleglos¢ pomiedzy srodkami dwoch okrggdéw jest mniejsza niz
suma ich promieni. Na rysunku 7.11 pokazana jest sytuacja, gdy znaleziona jest

kolizja.
0

Rys. 7.11 Wykrywanie zderzenia przy pomocy okregdéw otaczajgcych

W wielu przypadkach zastosowanie prostokatow otaczajagcych lub
prostopadto$cianow moze da¢ doktadniejsze wyniki przy wykrywaniu kolizji,
gdyz bryla otaczajgca lepiej przyblizy ksztatty obiektu. Taka sytuacja pokazana
jest na rys. 7.12. Zastosowanie okregu ograniczajgcego obiekt byloby zbyt
duzym przyblizeniem. W celu utworzenie prostokata ograniczajacego nalezy
przejrzec liste wierzchotkow obiektu i wyszukaé wierzchotkow o najwigkszej i
najmniejszej wspotrzednej x iy. Funkcja wyznaczajgca prostokat ograniczajacy
moze mie¢ posta¢ pokazana na listingu 7.1. Prostokat otaczajacy zdefiniowany
jest dwoma wierzchotkami LD (x,y) oraz PG(X,y), gdzie LD jest to dolny prawy
wierzchotek prostokata a PG jest to prawy gorny wierzchotek prostokata.



154 Fizyka dla programistow gier

yA

X
Rys.7.11. Prostokat ograniczajacy obiektu

Listing 7.1. Prostokat otaczajacy, testowanie kolizji
#include <iostream>

#include <conio>

using namespace std;

#define NP 5

struct point {intx, y; };

int main()
{struct point ob[NP]=
{{5,23, {4,212}, {7,218}, {10,212}, {9,2} };
struct point obz1 = {12,5}; //testowany punkt
int minx=ob[0].x;
int miny=ob[o].y;
int maxx=ob[o0].x;
int maxy=ob[o].y;

for (int i=1; i<NP; i++)

{if (ob[i].x < minx) minx = ob[i].x;

if (obl[i].y < miny) miny = oblil.y;

if (ob[i].x > maxx) maxx = obl[i].x;

if (ob[i].y > maxy) maxy = ob[i].y;

}

I/ wykrywanie kolizji:

if((ob1.x >=minx && ob1.y >= miny) &&
(ob1.x <= maxx && ob1.y <= maxy))
cout <<" jest kolizja";

else
cout <<" nie ma kolizji";

getche();

return o;

}
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W programie przy pomocy petli for przegladamy wierzchotki obiektu ob i
wyznaczamy wspotrzedne wierzchotkow prostokata otaczajacego ((minx, miny)
oraz (maxx, maxy)). W naszym przyktadzie otrzymamy wartosci LD(4,2) i
PG(10,18). Sprawdzamy czy punkt obl o wspotrzednych (12,5) znajduje si¢
wewnatrz prostokata otaczajacego obiekt ob. W tym przypadku nie jest to
prawda i otrzymujemy komunikat ,,nie ma kolizji”. Gdyby punkt obl miat
wspotrzedne (5,5) otrzymaliby$my komunikat ,,jest kolizja”.

Wykrywanie kolizji, jak wspominali§my, jest jednym z podstawowych zadan,
ktore nalezy rozwigza¢ w celu prawidlowej prezentacji oddziatywan pomigdzy
obiektami istniejacymi w grach komputerowych. Najczgstsze zadanie tego typu
to znajdowanie punktu przeciecia dwoch odcinkdow, punktow przeciecia dwoch
okregow lub kul, itp. Opracowywaniem wydajnych algorytmow rozwigzujacych
te zadania zajmuje si¢ dzial matematyki nazywany geometrig obliczeniowq.
Znajomos¢ algorytmoéw geometrycznych jest niezbgdna to tworzenia wydajnych
aplikacji w grach komputerowych.

W monografii K. Loudona znajduje si¢ rozdziat poswigcony algorytmom
geometrycznym. Autor monografii omawia wydajny algorytm sprawdzania czy
dwa odcinku si¢ przecinajg. Na listingu 7.2 jest pokazany jest program
sprawdzajacy czy odcinki si¢ przecinajg, metode podal Loudon.

Listing 7.2. Test przecinania si¢ odcinkéw, algorytm Loudona

#include <iostream>
#include <conio.h>
using namespace std;

#define MIN(x, y) ((x) < (y)) ? (X) : (y))
#define MAX(x, y) ((x) > (y)) ? () : (y))

typedef struct Punkt
{ double x,y;
}P;

int linia(P p1, P p2, P p3, P p4);

int main()
{P p1,p2,p3,p4;

Pobi[2]= {{3,1}, 7,6} };

Pobz[2]= {{2,8}, {6,1} };

p1=obifo];

p2 = ob1[a];

p3 = ob2[o];

p4 = ob2[1];

cout << "wynik =" << linia(p1,p2,p3,p4);
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getche();
return o;

}

int linia(P pa, P p2, P p3, P p4)
{ double z1, z2, 73, z4;
int t1, t2, t3, t4;

if ((MAX(p1.x, p2.x) >= MIN(p3.X, p4.X) && MAX(p3.X, p4-X)
>= MIN(p1.x, p2.x) && MAX(p1.y, p2.y) >= MIN(p3.y, p4.y)

&& MAX(p3.y, p4.y) >= MIN(p.y, p2.y)))
return o;

if (z1 = ((p3.X - p1X)*(p2.y - p1.y)) - ((p3.Y - p1.y)*(p2.X - p1.X))) < 0)
t1=-1;

elseif (z1>0)
ti1=1;

else
ti=o0;

if (z2 = ((p4-X - p1.X)*(p2.y - p1.y)) - (P4-Y - P1.Y)*(p2.X - p1.X))) < 0)
t2=-1;

else if (z2 > 0)
t2=1;

else
t2=o0;

if ((z3 = ((p2.x - P3.X)*(P4-Y - P3.Y)) - ((P1.y - P3.Y)*(P4-X - P3.X))) < 0)
t3=-1;

else if (z3 > 0)
t3=1;

else
t3=0;

if ((z4 = (P2 - P3.X)*(P4-Y - P3.Y)) - ((P2.y - P3.Y)*(p4.X - p3.X))) < 0)
t4=-1;

else if (z4 > 0)
t4=1;

else
t4 =0;

if((ta*t2 <=0) && (t3*t4 <= 0))
return 1;

return o;

}

Algorytm jest zoptymalizowany pod katem szybkosci wykonania i doktadnos$ci

(s oczywiscie inne, duzo prostsze algorytmy, nie sg one jednak tak wydajne).
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Odcinki sg definiowane przy pomocy punktow poczatkowych i koncowych.
Odcinek pierwszy definiowany jest para punktow pl(x1,yl) oraz p2(x2,y2)
odcinek drugi definiowany jest parg punktow p3(x2,y3) i p4(x4,y4). Program
zostal opracowany dla przypadku 3D, my rozpatrujemy zadanie ustalenia
przeciecia dwoch odcinkéw na plaszczyznie. W tedcie rozwazamy dwa
prostokaty otaczajace (rys.7.12). Algorytm jest dwuczesciowy — najpierw
wykonywany jest szybki test odrzucenia, a potem wykonywany jest wlasciwy
test.

Krotki test odrzucenia ma postac:

if ((MAX(p1.x, p2.X) >= MIN(p3.X, p4.X) && MAX(p3.X, p4.X)
>= MIN(p1.x, p2.x) && MAX(p1.y, p2.y) >= MIN(p3.y, p4.y)

&& MAX(p3.y, p4.y) >= MIN(p.y, p2.y)))
return o;

Wedhug K. Loudona ztozonos¢ funkcji linia() wynosi O(1), gdyz wszystkie
kroki wykonywane sg w statym czasie.

¢
N I Yy ) Ay

1
P X

Rys.7.12. Algorytm Loudona do sprawdzenia czy odcinki si¢ przecinajg

Funkcja linia() zwraca wartos¢ 1, gdy odcinki si¢ przecinaja, w przeciwnym
przypadku zwraca warto$¢ 0. W pokazanym przyktadzie odcinki przecinajg sig.
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