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Przedmowa

Metody numeryczne zaliczamy do klasy metod rozwiagzujacych szerokie spek-
trum zadan matematycznych. Zadania matematyczne mozemy rozwigzywaé¢ do-
ktadnie (méwimy wtedy o rozwiazaniach analitycznych) lub w sposéb przyblizony.
W celu zrozumienia otaczajacej nas rzeczywistosci tworzymy matematyczne modele
(opis formalny) réznego typu zjawisk. Metody numeryczne poczatkowo stosowano
do rozwiazywania ciekawych zadan matematycznych (na przyklad do wyliczenia
pierwiastka z liczby) lub do wyliczenia okreslonych parametréw w zjawisku fizycz-
nym (na przyklad calkowanie réwnan ruchu). Z czasem, gdy osiagnieto wystarcza-
jacy rozwdj technik komputerowych (wprowadzenie do powszechnego uzytku kom-
puteréw domowych), skomplikowane modele matematyczne zostaly wykorzystane
w takich dziedzinach, jak przewidywanie pogody, medycyna, nauki ekonomiczne,
statystyka stosowana oraz wielu innych. Obecnie trudno jest wymieni¢ jakakolwiek
dziedzine dzialalnosci czlowieka, w ktorej nie korzystano by z obliczen numerycz-
nych.

Stosowane modele matematyczne nie zawsze daja sie rozwiaza¢ dokladnie. Smie-
my twierdzi¢, ze liczba zadan, ktére mozemy dokladnie rozwiazaé, jest stosunkowo
mala, ogromna liczba zadan jest rozwiazywana w sposOb przyblizony przy po-
mocy komputeréow i technik numerycznych. Modele, ktére moga opisywaé jakies
zjawisko moga by¢ bardzo skomplikowane, w praktyce ograniczamy sie do rozwaza-
nia uproszczonych modeli, ktore dadza sie rozwiazaé stosunkowo malym nakladem
srodkéw. Stosujemy dosé czesto modele liniowe, na przyklad zadanie redukujemy
do liniowego réwnania rézniczkowego, albo stosujemy wielomian niskiego stopnia
(czesto drugiego lub trzeciego).

Metody numeryczne sa rozwijane od wielu lat, istnieje na ten temat bardzo
bogata literatura. Istnieja rozbudowane biblioteki algorytméw numerycznych, kla-
sycznym przykladem jest praca ,Numerical Recipies in C++". Tworzac wlasne
programy mozna korzysta¢ z gotowych algorytméow. Wydaje sie jednak, ze w celu
efektywnego stosowania doskonale opracowanych algorytméw numerycznych, uzyt-
kownik powinien posiadaé¢ pewien zaséb wiedzy zaréwno teoretycznej, jak i prak-
tycznej.

Celem prowadzenia wyktadéw i ¢wiczen z metod numerycznych jest zapozna-
nie studentéw z nowoczesnymi metodami wykonywania obliczen matematycznych
i wszelkiego typu symulacji oraz modelowania komputerowego. Obecnie wazna ro-
le odgrywa aspekt praktyczny, co prowadzi do szczegdélowego omawiania procedur
i funkcji, dzieki ktérym mozna rozwiazywaé zadania wykorzystujac komputery.

Niniejszy podrecznik jest przeznaczony dla studentéw informatyki na studiach
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pierwszego stopnia (licencjat). Jego zadaniem jest lagodne wprowadzenie w fa-
scynujacy Swiat obliczen numerycznych oraz algorytméw numerycznych. Autorzy
ktada nacisk na strone praktyczna — po krétkim wstepie teoretycznym, kazda me-
toda numeryczna jest implementowana w postaci kodu gotowego do wykonania na
komputerze.

Od czytelnika wymagamy znajomosci podstaw analizy matematycznej, algebry
liniowej oraz liniowych réwnan rézniczkowych. Oczywiscie student takze powinien
znaé¢ podstawy programowania.

Wybér jezyka programowania nie jest zbyt istotny, autorzy zdecydowali sie na
jezyk C++ ze wzgledu na jego popularno$é (obecnie, w roku 2012, jezyk C++
i jego podzbiér — jezyk C sa najpopularniejszymi jezykami programowania wsrod
zawodoweow).



Rozdziatl 1

Wiadomosci wstepne

1.1 Wstep

W skrypcie omawiamy zagadnienia zwiazane z rozwigzywaniem matematycz-
nych probleméw przy pomocy komputeréow. Do realizacji tego zadania nalezy two-
rzy¢ i analizowa¢ metody komputerowe, dzigki ktorym bedzie mozna rozwiazywaé
problemy wszelkiego typu. Te metody nazywamy metodami numerycznymi, a ba-
dania tego typu nazywamy analiza numeryczna. Analiza numeryczna jest trudna
dziedzina, wymaga doskonalej znajomosci matematyki.

Metody numeryczne maja duze zastosowanie praktyczne, wykorzystywane sa
przez ludzi zainteresowanych rozwiazywaniem rozmaitych probleméw matematycz-
nych. Przecietny uzytkownik postugujacy sie metodami numerycznymi zwykle nie
jest zainteresowany aspektami teoretycznymi uzywanej metody, dopdki konkretny
algorytm numeryczny poprawnie rozwiazuje zadanie.

Nalezy jednak pamietaé, ze numeryczne metody nie sa tzw. ,czarna skrzynka”.
Uzytkownik metod numerycznych powinien dysponowaé¢ minimalng wiedza o pod-
stawach teoretycznych danej metody oraz jej zakresie stosowania i doktadno$ci.
Przy wyborze metody numerycznej nalezy wiedzie¢:

e jakie metody sa dostepne;
e jak te metody dzialaja;
e jakie sa zalety i wady wybranej metody.

Ze wzgledu na praktyczne aspekty wykorzystania metod numerycznych, po-
wstalo wiele bibliotek z gotowymi procedurami i kompletnymi programami kom-
puterowymi rozwiazujacymi najrézniejsze zadania. W zasadzie nie zalecamy pisa-
nia wlasnych procedur numerycznych, gdyz bardzo czesto najbardziej efektywne
dzialanie to skorzystanie z gotowych procedur.

Naszym celem jest dostarczenie odpowiedniej wiedzy w zakresie metod nume-
rycznych tak, aby student stal sie inteligentnym uzytkownikiem bibliotecznych pro-
graméw komputerowych.
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1.2 Iteracja

Jedna z podstawowych operacji, czesto stosowanych w metodach numerycznych,
jest iteracja (lac. iteratio — powtarzanie). Formalnie iteracja jest powtarzaniem
pewnej ustalonej sekwencji wyrazen.

W celu przyblizenia pojecia iteracji rozwazymy rozwiazywanie réwnania w ogél-
nej postaci:

z = f(x). (1.1)

Zakladamy, ze f(x) jest funkcja rézniczkowalna, a jej wartosci mozna obliczy¢ dla
dowolnej wartosci zmiennej rzeczywistej x. Metoda iteracyjna polega na wybraniu
wartosci poczatkowej xg i wyliczeniu wartosci funkcji:

x1 = f(x0). (1.2)

Nastepnie obliczona warto$é¢ z1 wykorzystujemy do obliczenia wartosci x2 i nastep-
nych:

T2 = f(l‘l),
xr3 = f(x2)7

Tip1 = f(xi).

Poszczegdlne wyliczenie x,;41 nazywamy iteracja. W procesie iteracji otrzymujemy
ciag wartosci x;. Taki ciag moze by¢ zbiezny do wartosci granicznej:

Jim f(2) = /(o). (13)
Méwimy, ze dla £ = «, spelnione jest nasze réwnanie. W procesie iteracji zaklada-
my, ze wraz ze wzrostem ¢, wzrasta dokltadnos¢ rozwiazania. Zazwyczaj rozwiazania
sa asymptotyczne, nie mozemy obliczaé ciagu iteracyjnego w nieskonczonosé. Za-
wsze jest pytanie, kiedy nalezy przerwac proces iteracji. Odpowiedz jest prosta —
przerywamy proces iteracji, gdy osiagniemy zakladang dokladnosé. Ustalenie ,za-
ktadanej dokladnosci” nie jest zadaniem trywialnym. Na Rysunku 1.1 pokazana
jest interpretacja geometryczna metody rozwiazania naszego réwnania (1.1). Pier-
wiastek réwnania (1.1) otrzymany jest jako punkt przeciecia sie krzywej y = f(x)
oraz prostej y = x. Rozpoczynamy proces iteracji wybierajac punkt o wspolrzed-
nych (zo, f(zg)). Obliczamy kolejny punkt x; = f(z¢). Z Rysunku 1.1 widzimy
wyraznie, ze metoda jest zbiezna, w kolejnych krokach iteracyjnych zblizamy si¢
monotonicznie do szukanego rozwiazania. Nie zawsze proces iteracyjny jest zbiez-
ny. Na rysunku 1.2 pokazano przyklad iteracji rozbieznej. W trakcie procesu ite-
racyjnego, kolejne wartoéci oddalaja sie coraz wyrazniej od wartosci prawdziwej
rozwiazania réwnania (1.1).
Metodg iteracyjna zilustrujemy klasycznym przyktadem wyliczania pierwiastka
kwadratowego. Zgodnie z tradycja, wynalezienie tej metody przypisujemy I. New-

tonowi. Réwnanie kwadratowe:
? = a, (1.4)
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Rysunek 1.1: Tteracja zbiezna.
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zapisuje sie w postaci
z = f(x), (1.5)
gdzie:
a
f(2) =05 (w+ 5) : (1.6)

zakladamy, ze a > 0. Pierwiastkiem jest o = y/a. Wzor iteracyjny szybkiego obli-
czania pierwiastka kwadratowego ma postac:

a
przy czym:
x; — Va:i— oo. (1.8)

Wybér wartosci poczatkowej nie jest zasadniczym problem, oczywiscie, im lepsze
bedzie przyblizenie poczatkowe, tym mniej potrzeba bedzie iteracji. W praktyce
wystarcza, ze za wartoS¢ poczatkowa przyjmiemy warto$é¢ rowng jednosci.

Na Listingu 1.1 pokazany jest program realizujacy szybkie obliczanie pierwiast-
ka kwadratowego. Do funkeji o nazwie sqrt przekazujemy argument (liczbe, z ktérej
chcemy obliczy¢ pierwiastek kwadratowy).

Listing 1.1: Obliczanie pierwiastka kwadratowego.

1 #include <iostream>

2 #include <cmath>

3

1+ const double E = 0.01;
6 double sqrt(double, double, unsigned int &);

7

s int main()

9 {

10 std::cout << "Podaj liczbe wieksza od zera: ";
11 double a;

12 std::cin >> a;

13 unsigned int n;

14 double x = sqrt(a, E, n);

15 std::cout << "Pierwiastek kwadratowy z liczby

16 << a << rowny jest << X << std::endl
17 << "Liczba iteracji: " << n << std::endl;
18 return 0;

19 }

20

21 double sqrt(double a, double e, unsigned int & n)

22 {

23 if (a == 0)

24 return 1.0;

25 double x = 1.0;

26 n = 0;

27 while (std::fabs(x * x - a) > e)

28 {

29 x = 0.5 % (x + a / x);

30 n++;

31 1

32 return x;




1.2. Tteracja

Jako pierwsze przyblizenie (z1) przyjmuje sie 1. Proces obliczeniowy konczymy,

gdy warto$¢ obliczanego pierwiastka osiagnie zadang doktadno$é. Po uruchomieniu
programu otrzymujemy komunikat:

5

1 Pierwiastek kwadratowy z liczby 25 rowny jest 5.00002
2 Liczba iteracji:

Zauwazmy, ze metoda jest bardzo wydajna, niewiele iteracji potrzeba, aby osiagnaé
zadana dokladnos¢. Opisany algorytm stosuje sie w kalkulatorach kieszonkowych
oraz w niektorych pakietach matematycznych. Interpretacja geometryczna opisa-
nego procesu pokazana jest na Rysunku 1.3. W metodach iteracyjnych zazwyczaj

200 , | |
| f(x) = x*x
| f(x) = 0.5(X + 25/X) /-
150 .
¥ 100 |
50 ) o
’ ? 4 6 8 10

12 14
X

Rysunek 1.3: Tteracyjne obliczenie pierwiastka kwadratowego.

musimy rozwigzaé¢ dwa zagadnienia:

e dokladnosé oszacowania,

e dozwolona iloé¢ iteracji.

W wielu przypadkach obliczen numerycznych nie potrafimy podadé, jaki jest btad
metody. Jezeli metoda jest zbiezna, to zakladamy, ze w miare wzrostu liczby ite-
racji, otrzymywana warto$¢ bedzie zblizala sie asymptotycznie do wartoéci praw-
dziwej. W takim przypadku poroéwnujemy wartosé¢ x; z wartoscia x;—1 i wyliczamy

réznice. Gdy ta réznica jest mniejsza niz zadana poczatkowa warto$é (np. tak jak
w naszym programie, gdy réznica jest mniejsza niz 0,01), to uznajemy, ze mozemy
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przerwaé proces iteracji a otrzymana warto$¢ x; jest wystarczajaco dobrym przy-
blizeniem. W zaleznosci od wartosci wyrazenia warunkowego, w petli while() bedzie
wykonywana iteracja az do osiagniecia zadanej doktadnodci:

1 while (std::fabs(x * x - a) > e)

Moze sie zdarzy¢, ze proces bedzie rozbiezny lub kryterium precyzji zbyt wy-
gorowane. Nalezy zadbaé o kontrole liczby iteracji, zazwyczaj ustawiamy licznik
petli i w momencie, gdy liczba iteracji przekroczy ustalona granice, zatrzymujemy
obliczenia.

Rozwiazujac zadanie metodami numerycznymi spotkamy sie z przypadkami tak
zwanej niestabilno$ci numerycznej. Mdéwiac nieprecyzyjnie niestabilno$¢ numerycz-
na polega na nieoczekiwanym zachowaniu sie rozwiazania. Na przyktad, zmieniajac
jakis parametr w metodzie numerycznej, otrzymujemy caltkowicie inne rozwiazanie.
Rozwazmy klasyczny przyktad niestabilno$ci numerycznej z podrecznika R. Hor-
necka. Chcemy rozwiazaé¢ réwnanie rézniczkowe postaci:

2(0) = 0,08, o)
dx 5 1.9

przy pomocy metody Runge-Kutty 4 rzedu (numeryczne metody rozwiazywania
réwnan rézniczkowych zwyczajnych zostana oméwione w dalszych rozdzialach)
w przedziale 0 < ¢ < 5. Przy warunkach poczatkowych (z(0) = 0.08) dokladne
rozwigzanie jest znane i ma postac:

z=1t>+0,4t + 0,08, (1.10)

W metodzie Runge-Kutty zasadniczym parametrem jest krok iteracji. Jezeli zasto-
sujemy krok At = 0, 1, to dostaniemy prawie doktadne rozwigzanie dla 0 <t < 1, 7.
Powyzej wartoéci ¢t = 1,7 rozwiazanie numeryczne drastycznie odbiega od rozwia-
zania prawdziwego (zobacz Rysunek 1.4). Zmiana kroku iteracji rozwiazania nume-
rycznego na At = 0,01 przesunie granice dobrego rozwiazania do wartosci t = 3, 7.

Niestabilno$¢ numeryczna moze sprawia¢ wiele klopotow przy rozwiazywaniu
zadan metodami numerycznymi. W opisanym przypadku mogliémy poréwnaé na-
sze rozwiazanie numeryczne z rozwiazaniem doktadnym. W praktyce rzadko znamy
rozwiazanie analityczne (nie ma sensu rozwiazywanie zadania metodami numerycz-
nymi, gdy znamy dokladne rozwiazanie), stosujemy metody numeryczne, gdy inne
techniki sa nieosiagalne. Dlatego nalezy wykonaé wiele testow rozwiazan nume-
rycznych, aby mie¢ poglad na dokladno$é¢ rozwiazania. W opisanym przyktadzie
niestabilno$ci numerycznej rozwiazanie problemu jest znane — do tego typu réwnan
rozniczkowych metoda Runge-Kutty sie nie nadaje. Rekomendowana jest metoda
Geara.
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30 T
t*t + 0,4 + 0,08
rk4, dt=0,1 ——-—
rk4, dt=0,01
20
10
g o
-10 \\
-20
-30 :
0 1 2 3 4 5

t

Rysunek 1.4: Przyktad niestabilnosci numerycznej, rozwiazywanie réwnania roz-
niczkowego.

1.3 Bledy w metodach numerycznych

Rozwiazujac zadania metodami numerycznymi popelniamy btedy. Wystepujace
bledy sa powodowane wieloma czynnikami. Doskonate oméwienie bltedéw wystepu-
jacych w analizie numerycznej znajduje sie w monografiach A. Ralstona (Wstep
do analizy numerycznej) oraz A. Bjorcka i G. Dahlquista (Metody numeryczne).
Niektore typy bledéw sa tatwe do usunigcia, inne ewentualnie mozna wyeliminowaé
lub zredukowac¢. Wazne jest jednak, aby zdawaé sobie sprawe z natury bledéw, ja-
kie moga powsta¢ w wyniku obliczen przeprowadzanych przy pomocy komputerdw.
A. Ralston wyréznia trzy gléwne Zrodta bledow:

e grube bledy i pomytki,
e bledy metody (obciecia),
e bledy zaokraglenia.

Pomylki zdarzaja sie zawsze, na przyklad wprowadzajac duza ilo$¢ danych, mozna
zle wprowadzi¢ konkretng liczbe. Uwazne, ponowne sprawdzenie wprowadzonych
danych moze wyeliminowaé¢ pojawienie sie tego typu pomylki. Bledy metody spo-
wodowane sg faktem, ze:

e Korzystajac z kilku poczatkowych sktadnikow szeregu Taylora. Szacowanie
wartosci funkcji elementarnych (np. e”) — zadanie jest rozwiazywane nie w po-
staci doktadnej, ale w postaci przyblizonej.
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e Rozwiazywanie réwnania f(z) = 0 metoda iteracyjna. Otrzymujemy rozwia-
zanie tylko w granicy, gdy liczba iteracji dazy do nieskonczonosci. Ponadto
zer funkcji w systemach komputerowych szukamy w zdefiniowanym przedzia-
le, a nie w nieskonczonym.

e W prostych metodach catkowania numerycznego (np. metoda prostokatéw
lub trapezéw) korzystamy ze skoficzonej sumy wartosci funkcji.

Bledy zaokraglenia sa spowodowane przyczynami technicznymi — w odréznieniu
od metod analizy matematycznej, gdzie operujemy pojeciem cigglosci i nieskonczo-
nosci, w systemach komputerowych dzialamy na systemach skonczonych i dyskret-
nych. Uzywane liczby maja zazwyczaj nieskoficzone rozwiniecie dziesietne i trzeba
je zaokraglac.

Jezeli okreslimy symbolem w wartosé dokladna, symbolem wp warto$é¢ przybli-
zona, a przez e — btad bezwzgledny, to mamy réwnosc¢:

w = wp + e. (1.11)
Wyrézniamy dwa pojecia bledu:
e blad bezwzgledny (e),
e blad wzgledny (ew).
Btad bezwzgledny ma postac:
e=w— wp. (1.12)
Blad wzgledny definiujemy jako:
ew=— =21 (1.13)
w w

Blad wzgledny (w nie moze byé réwne 0) wyraza sie czesto w procentach. Na
przyklad blad wzgledny 5% oznacza tyle samo, co blad wzgledny 0,05. W wielu
podrecznikach blad wzgledny definiuje si¢ ze znakiem przeciwnym — nie jest to
istotne. Jezeli liczbe 0,333 przyblizamy ilorazem 1/3, to blad bezwzgledny:

1. .
=-107%
‘T3
A blad wzgledny:
ew =103
Nalezy odréznia¢ blad, ktory moze by¢ dodatni albo ujemny. Oznaczenie:
w=wp=Ee (1.14)

Jest skrétem nieréwnosci:
|wp —w < e (1.15)

Jezeli mamy oszacowanie = 0,6677 £ 0,0001, to warto$¢ prawdziwa zawiera sie
w przedziale:
0,6676 < w < 0,6678. (1.16)
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Liczby rzeczywiste maja ogdlnie nieskonczone rozwiniecie dziesietne. W syste-
mach komputerowych mozemy wykorzystywac tylko liczby z rozwinieciem skonczo-
nym. Rozrézniamy pojecie zaokraglania liczb oraz obcinania liczb. Zawsze musimy
okresli¢ ile cyfr znaczacych bedzie zawierata liczba. Zaokraglanie polega na wy-
borze liczby najblizszej liczbie zaokraglanej. Obcinanie (inna nazwy — ucinanie,
skracanie) polega na odrzuceniu wszystkich cyfr lezacych na prawo od ostatniej
ustalonej cyfry znaczacej. W Tabeli 1.1 podajemy przyktady zaokraglania i skraca-
nia liczb. W wielu przypadkach wykonuje si¢ miliony operacji na liczbach — wtedy

Tabela 1.1: Przyktady skracania do trzech liczb utamkowych.

Liczba | Zaokraglenie | Skrécenie
0,4398 | 0,440 0,439
-0,4398 | -0,440 -0,439
0,43750 | 0,438 0,437
0,43650 | 0,436 0,436
0,43652 | 0,437 0,436

zaokraglanie liczb moze prowadzi¢ do kumulowania sie btedéw, co w konsekwencji
moze prowadzi¢ do btednych wynikdw.

1.4 Szereg Taylora

Szeregi Taylora stanowiag fundament metod numerycznych. Wiele technik sto-
sowanych w metodach numerycznych korzysta wprost z szeregow Taylora, na przy-
ktad do oszacowania bleddw.

Jezeli funkeja f(x) ma n-ta pochodna £ (z) w pewnym domknietym przedziale
zawierajacym punkt a, wowczas dla kazdego x z tego przedzialu mamy nastepujacy
wzor:

f'(a)
1l

(x_a)+&(x_a)2+...+

o f(n_l)(a) (.13 _ a)n—l

fl@) = f(a) + w D)

N f(”)(cn)

p (x —a)”. (1.17)

Jest to wzor Taylora. Ostatni wyraz we wzorze Taylora jest nazywany resztq wzoru

Taylora:
(n)
R, = fT('Cn)(x—a)”. (1.18)

Jezeli w szeregu Taylora przyjmiemy a = 0, to otrzymamy szereg Maclaurina:
PO, P00 )

f(z) = f(0)+ ——==x T4+

1! 2! (n—1)! n! (1.19)

Wykorzystamy szereg Maclaurina aby rozwinaé funkcje sin(z). Zgodnie ze wzorem
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mamy:
x? x3
sin(x) = sin(0) 4+ x cos(0) — o7 sin(0) — a7 cos(0)
zt z°
+ ol sin(0) + = cos(0) + ... .

Poniewaz sin(0) = 0 oraz cos(0) = 1, ostatecznie mamy:

(1.20)

(1.21)

Podobnie mozna rozwinaé¢ inne funkcje, rozwiniecie funkcji e® na szereg Maclaurina

ma postaé:
21 z? 23 gt
e’ = +£L’+E+§+Z+....

(1.22)



Rozdziat 2

Interpolacja

2.1 Wstep

Wiegkszosé funkeji przechowywanych w formie numerycznej ma postaé¢ dyskret-
nych wartosci ze zbioru dziedziny i przeciwdziedziny owej funkcji. Taka funkcja jest
zwykle rezultatem przeprowadzonych pomiaréw lub wynikiem metody numerycz-
nej. Dane tego typu pokazane sa na Rysunku 2.1. Czesto istnieje potrzeba okreslenia
funkcji dla argumentu, ktérego wartosé znajduje sie pomiedzy dwoma wartosciami
z dyskretnego zbioru argumentéw tej funkcji. Technike okreslajaca ta szukang war-
to$¢ nazywa sie interpolacjg (szukanie wartosdci funkeji poza przedzialem danych
nazywamy ekstrapolacjq).

Niech dana bedzie funkcja f(x) : [a;b] — R;a,b € R, ktéra moze by¢ aproksy-
mowana przez skonczona liczbe funkcji s;(z):

fl@) =" aisi(x). (2.1)
=0

Jesli funkcja f(z) okreslona jest przez dyskretny zbiér danych w(z;) tak, ze
w(zr) = f(z1),w(ze) = f(z2),...,w(xy) = f(2n),i=0,1,...,n
oraz spelniony jest warunek
a<x <x2 <<y < b,

to interpolacja okresla sie szukanie funkcji w(z) spelniajacej warunek:

n
w(zx;) = Zaisi(mj),j =0,1,...,n. (2.2)

i=0
Zmienne x;,i = 1,2, ..., n czesto okresla sie mianem wezldw. Funkcje w(x) nazywa
sie wielomianem interpolacyjnym; a;,1 = 1,2,...,n to wspdélczynniki tego wielo-

mianu; s;(z),7 = 1,2,...,n to funkcje bazowe. Na funkcje interpolacyjna mozna
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0.5

-0.5

Rysunek 2.1: Przyklad funkeji f(z) danej jedynie w dyskretnych wartosciach.

nalozy¢ szereg innych warunkéw tak, aby spelniala ona pozadane wlasciwosci, cze-
sto zaktada sie rézniczkowalno$é tej funkeji w weztach.

Aby wielomian w(z) interpolowal funkcje f(z), konieczne jest rozwiazanie ukla-
dun+1 réwnan (z n+ 1 niewiadomymi ¢;) wynikajacych z (2.1) i (2.2). W formie
macierzowo-wektorowej jest to:

so(wo) + s1(w0) + -+ + snl(w0) | [ao f(zo)
So(x1)+81($1)+"'+8n($1) ai f(xl)
: =1 (2.3)
50($n) + Sl(l‘n) + 4+ Sn(xn) an f(xn)
gdzie s;(x),1 =0,1,...,n stanowi dowolna baze wielomiandw.

Zanim zdefiniujemy konkretne metody interpolacji podamy niezbedne informa-
cje o wielomianach. Wielomianem n-tego stopnia nazywamy funkcje postaci:

w(z) = apz™ + a1z + -+ ay. (2.4)

Uzytecznosé wielomianéw w metodach numerycznych wynika z faktu, ze wielomia-
nami mozemy przybliza¢ (aproksymowac) wszystkie funkcje ciagle, opieramy sie
na stynnym twierdzeniu Weierstrassa:

Twierdzenie 2.1 Dia dowolnej funkcji f(z) ciaglej w przedziale |a; b] i dowolnego
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e > 0 istnieje taki wielomian w(x), Ze:

max |f(z) —w(z)| <e.

z€[a;b]
W literaturze przedmiotu opisano wiele metod konstrukeji wielomianéw aproksy-
mujacych funkcje ciagle. Klasycznym przykladem jest aproksymacja funkcji sin(z)
nastepujacym wielomianem:

_ L g, 15 17 154
w(m)—x—ix —I—Ex o —l—gx . (2.5)

Jest to doskonale przyblizenie, dla  w calym przedziale [0;7/4] spelniony jest
warunek:

|sin(z) —w(z)| <2-107°. (2.6)

Fakt, ze w metodach numerycznych do przyblizania funkcji ciagtych wykorzy-
stujemy wielomiany, powoduje konieczno$é wydajnego obliczania warto$ci odpo-
wiedniego wielomianu. Oczywisty sposob wyliczania warto$ci wielomianu polega
na wyliczeniu odpowiedniej potegi ustalonej wartosci z; a nastepnie pomnozenie
tej wartosci przez odpowiedni czynnik a; i zsumowaniu wszystkich jednomianéw.
Ta metoda dla wykonania obliczen dla wielomianu n-tego stopnia wymaga wyko-
nania 2n — 1 mnozen i n dodawan (lub odejmowan). Bardzo wezeénie zorientowano
sig, ze wykorzystujac komputery do wykonywania obliczen wielomianéw istnieje
bardziej wydajny schemat. Wielomian postaci:

w(x) = apz" + a1z" -+ ay,
przeksztalcamy do postaci:
(... ((apx + ar)x + -+ an—1)x + an.

Ten schemat obliczania wartosci wielomianu nosi nazwe schematu Hornera. Wartosé
wielomianu w(z) zgodnie ze schematem Hornera obliczamy przy pomocy wzordw:

1. wo = aop,
2. wy =wp1z+ag:k=1,2,...,n,
3. w(z) = w.

W schemacie Hornera podczas obliczana wartosci wielomianu w(z) nalezy wykonad
n mnozen i n dodawan (lub odejmowan).

2.2 Interpolacja Lagrange’a

Rozwazmy szereg punktéw (z;, f(x;)), dla ktérych z; nie sa réwnoodlegle
(j = 0,1,...,n). Do tych punktéw mozna dopasowaé¢ wielomian stopnia n. Ba-
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za wielomianéw s;(z) dana jest przez funkcje Lagrange’a:

oo jpile —2) {1 TT =1

H?=O7j;éi(xi - ;) R Tj # T

A wiec wielomian Lagrange’a mozna zapisac:

. (x — )
w(x) = [0,z . (2.8
)= i) = Lo A )

J= 07#%(

Na mocy (2.7) oraz warunku, ze w weztach wielomian interpolacyjny jest réwny
funkcji interpolowanej, otrzymuje sie a; = f(x;), a wiec:

] 07#%( - )
Zf 2l i (2.9)

co stanowi zaleznosé, za pomoca ktérej mozna interpolowaé funkcje f(z;),i =
1,2,...,n w punktach = € R.

Aproksymacje metoda Lagrange’a zilustrujemy przyktadem (R. Hornbeck). Ma-
my nastepujacy zbiér przedstawionych w Tabeli 2.1: Chcemy znaé warto$¢ (inter-

Tabela 2.1: Przykladowa funkcja zadana dla dyskretnych argumentéw.

i | w | f(m)
011 1
1|2 3
214 7
3|8 11

polowana) dla x = 7. Wyliczamy odpowiednie wartosci:

(7T—=2)(7T—4)(7T-28) (7T—1)(7—4)(7T-28)

wiz) = f(1 )(1 2)(1—4)(1—8) +f(2)(2—1)(2—4)(2—8)
(7T—=1)(7—-2)(7T-28) (7T—=1)(7—=2)(7T—4)
HOTTyaya—s o969
—0,71429 + 3(—1,5) + 7- 1,25+ 11-0,53571 = 10,8571

Na Listingu 2.2 przedstawiona zostala funkcja lagrange_interpolation, funkcja ta
wyznacza warto$¢ wielomianu interpolujacego na podstawie (2.9). Listing 2.1 za-
wiera pomocnicza strukture wykorzystywana przez funkcje lagrange_interpolation.

Listing 2.1: Definicja struktury Xf

1 typedef struct
2 {

3 double x, f;
14 } XF;
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Listing 2.2: Funkcja lagrange_interpolation.

1 double lagrange_interpolation(const XF *xf, unsigned int xf_size,

double x)
2 {
3 double result = 0.0;
4 for (int i = 0; 1 < xf_size; i++)
5 {
6 double f1 = 1.0;
7 double f2 = 1.0;
8 for (int j = 0; j < xf_size; j++)
9 {
10 if (1 !'= j)
11 {
12 f1 *= x - xf[j].x;
13 f2 *= xf[i]l.x - xf[j].x;
14 }
15 }
16 result += xf[i].f * f1 / £2;
17 }
18 return result;
19 }

Funkcja lagrange_interpolation przyjmuje trzy parametry, sg to:

e xf — wskaznik na tablice struktur xF, struktura ta definiuje dwa pola typu
double i reprezentuje wezel;

e xf_size — rozmiar tablicy xf;
e x —argument, dla ktorego funkcja zwroci warto$é wielomianu interpolujacego.

Funkcja lagrange_interpolation zwraca wartosé, ktora interpoluje funkcje przekazana
w parametrze xf dla argumentu x.

2.3 Interpolacja Newtona

Dla interpolacji Newtona definiuje si¢ baze wielomianéw (zwanych wielomiana-
mi Newtona) jak nastepuje:

{80("@) =1 (2.10)

si(z) = H;ZO(J) —xj)i=1,2,...,n.
Wielomian interpolacyjny mozna wiec zapisac:

n i—1

w(x)=Zaisi(x):ao+2ain(m—xj). (2.11)
=0 =1 j=0

Korzystajac z zalozenia, ze wielomian interpolacyjny powinien by¢ réwny funkceji
interpolowanej w weztach, otrzymuje sie uklad réwnan z niewiadomymi a;,i =
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1,2,...,n:
f(zo) = ao,
f(x1) = a0+ ai(zr — z0),
flx2) = a0+ ai(xe — x0) + az(wa — o) (w2 — 1),
flan) =ao+ar(xn —x0) + -+ an(@xn —x0) (X0 —x1) .. (T — Tp—1).
(2.12)
Rozwiazujac uklad réwnan (2.12) od ag otrzymuje sie:
ap = f(zo),
_ f(@) —ao
1 — 2o ’
f(x2) —ao _
4y — flz2) — ap — a1 (x2 — x0) _ @y —ag
(z2 — z0) (22 — 21) T2 — T1

Na podstawie indukcji matematycznej mozna zapisaé¢ ogdlng zaleznoéé okreslajaca
wspotezynniki wielomianu interpolacyjnego a.,:

t():f(l'n),
- AN 2.1
=\ =it bl 1, (2.13)
Tn — Ti—1

Jako przyklad interpolacji z uzyciem wielomianéw Newtona rozwazmy funk-
cje zapisana w Tabeli 2.2. Wartoscia argumentu dla ktérego chcemy interpolowac

Tabela 2.2: Przykladowa funkcja zadana dla dyskretnych argumentéw.

i @i | f(a)
01 |1

1 5
217 9
3112113

zadana funkcje niech bedzie x = 5. Na podstawie (2.11) otrzymuje sie:

9-1 5-1
51 =1~ 3.1
w(5):1+3_—1(5—1)+%(5—1)(5—3”@3(5—1)(5—3)(5—7)
13-1
12—1
-1 % 40,166
—142-4-0,166-8 — 12=3 16
’ 12-7

=1+8-1,333—0,207 = 7, 46.

Listing 2.4 przedstawia kod funkcji newton_interpolation, ktéra realizuje algorytm
interpolacji Newtona.
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Listing 2.3: Definicja struktury Xf

1 typedef struct
2 {

3 double x, f;
14 } XF;

Listing 2.4: Funkcja newton_interpolation.

1 double newton_interpolation(const XF *xf, unsigned int xf_size, double

X)
2 {
3 double result = xf[0].f;
4 double *a = new double[xf_size];
6 for (int i = 0; 1 < xf_size; i++)
7 a[i] = xf[i].f;
8 for (int i = 1; 1 < xf_size; i++)
9 for (int j = 0; j < i; j++)
10 afil = (a[il - aliD> / x£f[il.x - x£f[j]1.x);
11
12 for (int i = 1; 1 < xf_size; i++)
13 {
14 double f = 1.0;
15 for (int j = 0; j < i; j++)
16 f *= x - xf[j].x;
17 result += a[i] * f£;
18 }
19 delete [] a;
20 return result;
21 }

Funkcja z Listingu 2.4 przyjmuje trzy parametry, sa to:
e xf — wskaznik na tablice struktur xF, zdefiniowang tak jak na Listingu 2.3;
e xf_size — rozmiar tablicy xf;
e x —argument, dla ktorego funkcja zwroci warto$é wielomianu interpolujacego.

Wartoscia zwracang przez funkcje newton_interpolation jest warto$¢ interpolujaca
funkcje xf dla argumentu x.

2.4 Interpolacja Czybyszewa

Istnieje wiele metod konstruowania wielomianéw interpolacyjnych dla funkcji
f(z) w przedziale [a; b]. W zasadzie nie przyjmuje sie zadnych warunkéw na wybor
weztow interpolacyjnych, poza oczywistym, aby wezly lezaly w tym przedziale.
Poniewaz mozemy wybiera¢ wezly na rézne sposoby naturalne jest pytanie jak
wybra¢ wezly interpolacyjne xg,x1,...,x, tak aby odpowiadajacy im wielomian
interpolacyjny najlepiej przyblizal dana funkcje f(z) w zadanym przedziale [a; b].
Wzor interpolacyjny mozna zapisa¢ w postaci:

f(z) =w(z) + r(x), (2.14)



18

2. Interpolacja

gdzie w(x) jest wielomianem interpolacyjnym, ktéry w punktach xg,z1,...,2,
przyjmuje wartosci réwne f(z), r(z) jest reszta postaci:
rn(x) = f(x, 20,21, ..., 2n)s(x), (2.15)

gdzie s(x) jest dane wzorem:
s(x) =(x —xo)(z — 1) ... (v — ). (2.16)

We wzorze (2.14) moze wystapi¢ zaréwno wielomian interpolacyjny Lagrange’a jak
i wielomian interpolacyjny Newtona. Istnieje twierdzenie (patrz A. Ralston, Wstep
do metod numerycznych, PWN, 1971), ktére okresla r, (x):

1

ra() = fx) —w(z) = mf("“)(a)S(x), (2.17)
gdzie o zawiera si¢ miedzy najmniejsza i najwieksza z liczb xg,x1,...2, 1 . We
wzorze (2.17) czynnik: f(**1D(a) nie zalezy od wezléw, to zadanie sprowadza sie
do wyznaczenia postaci wielomianu s(z) w taki sposob, aby ten wielomian stopnia
n + 1 najmniej odchylal sie od zera w calym przedziale [a;b]. Aby uproscié¢ zada-
nie mozemy rozwazania zawezi¢ do przedziatu [—1;1]. Tego typu redukcje zawsze
mozna wprowadzi¢, zamiast zmiennej x wprowadzamy przeskalowana wielko$¢ y:

_b—a +a+b
T YT

x (2.18)
W ten sposéb przedzial [a; b] zmiennej x zostal sprowadzony do przedziatu [—1; 1]
dla zmiennej y. A co za tym idzie mamy nastepujace zadanie: Sposrdd wszystkich
wielomiandw s(x) co najwyzej n+ 1 stopnia, znaleZé taki wielomian, ktéry w prze-
dziale [—1;1] bedzie najmniej odchylal sie od zera. To zadanie zostalo rozwiazane
w roku 1857 przez P. Czebyszewa. Czebyszew udowodnil, ze powyzszy warunek
spelniaja wielomiany postaci:

T, (x) = cos(n - arccos(x)). (2.19)

Wielomiany T),(x) sa zwane wielomianami Czebyszewa. Przypominamy, ze w lite-
raturze polskiej funkcje odwrotne do trygonometrycznych oznaczane sa symbolem
arcsin, w literaturze anglosaskiej symbolem sin~!. Wielomiany Czebyszewa spel-
niaja zwiazek rekurencyjny:

Tnt1(x) = 22T (x) — Th—1(x). (2.20)

Na podstawie tego wzoru mozna wyliczy¢ wszystkie wielomiany Czebyszewa jezeli
znane sa dwa pierwsze:

To(x) = cos(0) =1, (2.21)
T, (x) = cos(arccos(z)) = . (2.22)
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Poczatkowe wielomiany Czebyszewa maja postac:

Ty =1,

T =z,

Ty = 22> — 1,
Ty = 42° — 3z,

Ty = 8z* — 822 4+ 1,
Ts = 162° — 202° + 5,
Ts = 322° — 482* 4+ 1822 — 1,

Poniewaz funkcja generujaca wielomiany Czebyszewa jest cos(-), maksymalna war-
tos$é tych wielomianéw réwna jest jednosci. Wielomian s(x), ktéry minimalizuje
btad aproksymacji moze byé¢ wyrazony poprzez wielomiany Czebyszewa:

s(x) = 27" Thq1 (). (2.23)

Najlepszy wielomian interpolacyjny otrzymamy, gdy jako wezly zostana wybra-
ne zera wielomianu Czebyszewa T),11(z), ktére nie jest trudno wyliczyé. Problem
sprowadza si¢ do rozwiazania rownania trygonometrycznego:

cos((n + 1) arccos(x)) = 0. (2.24)

Rozwiazanie tego réwnania ma postac:

B 2k + 1)m
T = COS < 2 ) (2.25)

dla k = 0,1,...,n. Jak juz poprzednio wskazalismy, kazdy przedzial [a;b] mozna
sprowadzi¢ do przedziatu [—1; 1]. Ogélny wzor na optymalny, w sensie Czebyszewa,
wielomian interpolacyjny, otrzymamy wtedy, gdy wybierzemy nastepujace wezly
interpolacyjne:

Th (2.26)

b—a (2k + 1)m a+b
= cos .
2 2n+ 2 2

Mozemy na przyklad podaé pierwiastki réwnania dla Tg(z):

20 = 0,96592583,
z1 = 0,70710678,
2o = 0,25881905,
25 = —0, 25881905,
24 = —0, 70710678,
x5 = —0,96592583.
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Wielomian interpolacyjny zbudowany na powyzszych weztach nosi nazwe optymal-
nego wielomianu interpolacyjnego funkeji f(z) w przedziale [a; b].
Omawiane zagadnienie zilustrujemy przykladem (R. Hornbeck). Mamy réwna-
nie w postaci:
f(z) = sin*(x) 4 2 cos(3x), (2.27)

dla 0 < x < 7. Naszym zadaniem bedzie skonstruowanie wielomianu interpola-
cyjnego piatego stopnia. W ustalonym przedziale wybierzemy 6 punktéow wyko-
rzystujac metode Czebyszewa, funkcja f(x) bedzie probkowana w punktach wy-
znaczonych przez pierwiastki Tg(z'), w przedziale —1 < 2/ < 1. Pamietamy, ze
w przedziale [a; b] mamy skalowanie:

™—0, 7w+0 =« T

dla ¢ = 0,1,...,5. W Tabeli 2.3 mamy pokazane wartosci z’ (sa to pierwiastki
réwnania Tg(2')), przeskalowane wartosci @ oraz f(x). Gdy ustalone mamy wezly

Tabela 2.3: Wezty interpolacyjne Czebyszewa.
e T f(xi)

-0,965926 | 0,053524 | 1.977134
-0,707107 | 0,460076 | 0.575988
-0,258819 | 1,164244 | -1.034340
0,258819 | 1,977347 | 2.721584
0,707107 | 2,681516 | -0.181677
0,965926 | 3,088068 | -1.971407

Tk W N~ O

interpolacyjne mozemy przy pomocy interpolacji Lagrange’a lub Newtona otrzy-
maé wielomian interpolacyjny, ktérym mozna aproksymowaé rozwazang funkcje.
Na Rysunku 2.2 przedstawiono interpolacje funkcji (2.28) dobierajac wezly inter-
polacyjne Czybyszewa oraz stosujac interpolacje wielomianami Lagrange’a.

Nalezy zaznaczyé¢, ze uzycie interpolacji Czybyszewa jest mozliwe tylko wtedy
gdy wezly interpolacji moga by¢ dobierane zgodnie z (2.26). Niestety nie zawsze jest
to mozliwe, jesli dane okredlajace funkcje, ktéra ma byé interpolowana, pochodza
z urzadzenia, ktére dokonuje pomiaru co pewien staly przedzial czasu lub sa zadane
z gory, interpolacja w sensie Czybyszewa nie jest mozliwa. W przypadku gdy wezly
mozna wybraé¢ dowolnie (np. funkcja zadana jest w postaci jawnej) interpolacja
daje dobre rezultaty, co zostanie pokazane na koncu rozdziatu.

2.5 Interpolacja funkcjami sklejanymi

Aproksymacja wielomianowa nie zawsze daje dobre rezultaty, szczegdlnie gdy
zachodzi potrzeba uzycia wielomiandéw wysokiego stopnia i dopasowanie staje sie
w charakterze oscylacyjne (ang. wiggly). Zachodzi wtedy potrzeba znalezienia me-
tod, ktére beda dawaly bardziej gtadkie dopasowanie.

Projektanci okretow w swoich warsztatach od stuleci uzywali elastycznych linia-
t6w (ang. spline), ktére odpowiednio wygiete przechodzily w gladki sposéb przez
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4 . . |
wW(x)
sin(x)sin(x) + 2 cos(3x) --------
3 w(x) = sin(x)sin(x) + 2 cos(3x) e
2P

f(x)
[N o

0 0.5 1 15 2 25 3
X

Rysunek 2.2: Interpolacja funkcji za pomoca wielomianéw Lagrange’a i weztow
Czybyszewa.

dane punkty (z;,y;). Dzigki tej metodzie mozna bylo modelowaé bardzo skompli-
kowane ksztalty burt okretéw.

Niech y = f(z) bedzie réwnaniem krzywej, jaka modeluje linial dopasowany
do zadanych punktéw (Rysunek 2.3). Tego typu funkcje (np. korzystajac z teo-
rii elastycznoscei) mozna opisaé¢ jako zbudowane ze zbioru wielomianéw trzeciego
stopnia w ten sposéb, ze funkcja f(x) i jej dwie pierwsze pochodne sa wszedzie cia-
gle. Ta funkcje nazywamy funkcjq sklejang szescienng (ang. cubic spline function),
a punkty x; : ¢ =0,1,2,...,n nazywamy wezlami.

Idea funkcji sklejanych dla potrzeb metod numerycznych zostala stosunkowo
pozno zaadaptowana. Te funkcje do praktyki matematyki stosowanej wprowadzit
w 1946 roku Schoenberg.

Konstrukcja funkcji interpolacyjnej typu funkcji sklejanej szedciennej jest na-
stepujaca. Niech bedzie dana seria punktéw x; : ¢+ = 0,1,...,n, ktére w ogdlnosci
nie musza by¢ réwnoodlegle oraz wartosci funkeji f(z;). Rozwazmy dwa przylegle
punkty z; i z;41. Chcemy przeprowadzi¢ przez te dwa punkty funkcje szesciennag
i wykorzystac ja jako funkcje interpolacyjna miedzy tymi punktami. Funkcja ma
postaé:

Fi(z) =ap+ a1z + asx® + asza®, (2.29)

dla z; < z < z;41. Widzimy, ze mamy cztery niewiadome i oczywiste dwa warunki:

Fi(z:) = f(2i),
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Rysunek 2.3: Powyginany linial, dopasowany do punktow.

Fi(wit1) = f(@it1).

Musimy znalezé pozostate dwa warunki. Najbardziej efektywna metoda jest ,zszy-
cie” pierwszych i drugich pochodnych. Tego typu procedura jest przeprowadzana
przez punkty w przedziale o < x < x,. Nalezy pamieta¢, ze punkt poczatkowy
i koncowy sa traktowane odrebnie. Z tych funkcji konstruujemy funkcje aprok-
symujaca dla calego obszaru. Oznaczamy funkcje, aproksymujaca symbolem g(x)
i nazywamy ja funkcja sklejana (ang. cubic spline). Nalezy zauwazy¢, ze druga po-
chodna funkeji g(z) jest ciaglta w calym obszarze xo < x < x,. Ten fakt ilustruje
Rysunek 2.4. Pamietamy, ze druga pochodna funkcji wielomianu trzeciego stopnia
jest linia prosta. Dzieki liniowoéci, druga pochodna w punkcie z jest dana wzorem:
Tr — I; 7

(9" (xiv1) — g" (). (2.30)

" oy
9" (x) = g"(z:) + P——

Calkujac to réwnanie dwa razy (wiemy, ze g(z;) = f(z;) oraz g(x;y1) = f(@iy1))
otrzymujemy:

" X Tit1 — X 3
o) = Fw) = 20 (T Ao - o)

. 9"(3;+1) ((x ;Z>3 — Azi(z — J?i))
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g"(x)

i-1 X Xi+1 Xi+2
X

Rysunek 2.4: Druga pochodna funkcji sklejanej.

+ f(x:) <%> + fzisn) (xA_;) (2.31)

W powyzszym wzorze Ax; = x;41 — x; i druga pochodna nie jest znana. Mu-
si by¢ wyliczona. Mozna ja obliczy¢ narzucajac warunki zszycia (ang. matching
conditions):

Ff'(x;) = F/' | ().

K3
Jezeli wykorzystamy te warunki to réwnanie (2.31) przybierze postaé:
Azi_q 2(xip1 — Ti1

o f@in) = fl@i)  f(@) = flzioa)
=0 ( (Am)? (M) (Brr 1) ) ’

(2.32)
dlai=1,2,..

.,n — 1. Wzor ten upraszcza sie jesli przedzialy sa rownoodlegle do:
T —2f(x;) + fziz
(0" w10 + (@) 3) + ()" (o) = 6 (L =2 LI g 3

dlat=1,2,...,n — 1. W dwéch ostatnich wzorach mamy n — 1 réwnan i n + 1
niewiadomych. Dwa pozostale réwnania otrzymamy narzucajac warunki na punkty
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koncowe:

9" (z0) =0, (2.34)
9" (xn) = 0. (2.35)

Otrzymana postaé¢ g(z) nosi nazwe naturalnych funkcji sklejanych (ang. natural
cubic spline). Uklad réwnan (2.31) i (2.32) moze teraz by¢ rozwiazany dla:

9" (x1),9" (x2),. .., g" (Tn-1). (2.36)

Taki uktad réwnan ma specyficzng strukture i moze by¢ efektywnie rozwiazany
przez metode Thomasa, oméwiona w Rozdziale 7.

Metode funkcji sklejanych zilustrujemy przykladem dla danych przedstawio-
nych w Tabli 2.4. Chcemy okresli¢ warto$¢ funkeji f(z) dla x = 5 wykorzystujac

Tabela 2.4: Przykladowa funkcja zadana dla dyskretnych argumentéw.

i | @i | fx)
01 |4
114 |9
216 |15
319 |7
411013

aproksymacje funkcjami sklejanymi. Na poczatku ustalamy, ze:

g"(1) =g¢"(10) =0

Dla ¢ = 1 mamy:

(31) 0+ (52 s+ 0 - (o - o=t )

co daje:

Podobnie dla ¢ = 2 mamy:
0,66667¢"(4) + 3,33333¢"(6) + ¢"(9) = —11,33333.
Dla i = 3 otrzymujemy:
39" (6) +8¢"(9) = —8.

Rozwiazujac ten uktad rownan mamy nastepujace rozwiazania:

g"(4) = 1,56932, (2.37)
g"(6) = —3,84661, (2.38)
g"(9) = 0,44248. (2.39)
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Dla okreslenia funkcji dla = 5 musimy wykorzysta¢ przedzial 4 < = < 6. Na
podstawie wzoru (2.31) mamy:

+9 (M 15 (5 4)) (2.40)

Jesli do wzoru (2.40) wstawimy wartosci na drugie pochodne, to otrzymamy wynik:
Fi(5) = 12,56932. (2.41)

Na Listingu 2.6 zamieszczono kod funkcji realizujacej metode interpolacji za
pomoca omdwionych funkeji sklejanych.

Listing 2.5: Definicja struktury Xf

1 typedef struct
2 {

3 double x, f;
14 } XF;

Listing 2.6: Funkcja spline_interpolation.

1 double spline_interpolation(const XF *xf, unsigned int xf_size, double

X)
2 {
3 double *_a = new double[xf_size];
4 double *_b = new double[xf_size];
5 double *_c = new double[xf_size];
6 double *_x = new double[xf_size];
7 double *_d = new double[xf_size];
8 int i0 = 0;
9 bool f = false;
10
11 for (int i = 1; 1 < xf_size - 1; i++)
12 {
13 double dxi = xf[i + 1].x - xf[i].x;
14 double dxil = xf[i].x - xf[i - 1].x;
15 _af[i] = dxil / dxi;
16 _b[i] = 2 * (xf[i + 1].x - xf[i - 1].x) / (dxi);
17 _c[i] = 1;
18 _d[i] = 6 * (((xf[i + 1].£f - x£f[i].£f) / (dxi * dxi)) - ((xf[i].f
- xf[i - 1].£f) / (dxi * dxil)));
19
20 if (1f && xf[i].x <= x && x <= xf[i + 1].x)
21 {
22 i0 = i;
23 f = true;
24 }
25 }
26
27 _x[0] = _x[xf_size - 1] = 0;

28 thomas_method(_a + 1, _b + 1, _¢ + 1, _x + 1, _d + 1, xf_size - 2);
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29
30 double dxi = xf[i® + 1].x - xf[i0].x;

31 double dxfi® = x - xf[i®].x;

32 double dxfil = xf[i® + 1].x - x;

33 double fx = (_x[i0] / 6.0) * ((dxfil * dxfil * dxfil) / dxi - dxi *

dxfil)
34 + (_x[i®0 + 1] / 6.0) * ((dxfi® * dxfi® * dxfi®) / dxi - dxi *
dx£i®)
35 + xf[i0].f * dxfil / dxi + xf[i0 + 1].f * dxfi® / dxi;

36

37 delete [] _d;
38 delete [] _x;
39 delete [] _c;
40 delete [] _b;
41 delete [] _a;
42 return f£x;

43 }

Zamieszczona funkcja okreslona jest dla trzech parametréw, sa to:
e xf — wskaznik na tablice struktur xF, zdefiniowana tak jak na Listingu 2.5;
e xf size — rozmiar tablicy xf;
e x —argument, dla ktorego funkcja zwroci warto$é wielomianu interpolujacego.

Wartoscia zwracana jest warto$¢ interpolujaca funkcje xf dla argumentu x. Na
poczatku rozwazanej funkcji zdefiniowane zostaja tablice ktore w petli for inicjo-
wane sa wartosciami zgodnie ze wzorem (2.32). Przypisanie polega na umieszczeniu
w tablicy _a wartosci stojacej przy ¢’ (z;—1), w tablicy _b wartosci przy ¢”'(z;) oraz
w tablicy _c wartosci przy ¢”(a;41). Tablica _d inicjowana jest warto$ciami wyli-
czonymi z prawej strony réwnosci (2.32). Préocz tego w petli wyliczany jest indeks
10 stanowiacy parametr ¢ dla réwnania (2.31). W kolejnej czesci rozwiazywany jest
ukltad réwnan wzgledem niewiadomych ¢’ (z;) : ¢ = 1,2,...,n — 1 za pomoca algo-
rytmu Thomasa (patrz Rozdzial 7) oraz zgodnie z (2.34) i (2.35) przypisywane sa
zera dla g"(zg) 1 g”(x,). Ostatecznie na podstawie (2.31) i wyliczonych wartosci
obliczana jest wartos¢ interpolujaca funkcje xf w punkcie x.

2.6 Poréwnanie oméwionych metod interpolacji

Jako przyklad niech dane beda wezly (z;,x(z;)), funkcja f(z;) zdefiniowana
jest jak nastepuje:

f(z;) = 10exp(—x;) cos(ba;) : g = 0y, = 2,1 + 0,452, < 530 =1,2,...,n,
(2.42)
gdzie: exp(x) to funkcja eksponencjalna. Listing 2.7 przedstawia program wyko-
rzystujacy omoéwione metody interpolacji do oszacowania wartosci funkcji f(x)
w punktach zg = 0;2; = x;_1 +0,1;2; <5¢=1,2,...,n.

Listing 2.7: Program testujacy omdwione metody interpolacji.

1 #include <iostream>
2 #include <cmath>
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#include "interpolation.h"

oW

const unsigned int size = 16;
const double step® = 0.4;
const double stepl = 0.01;

® N o

o int main()

10 {

11 XF *xf = new XF[size];

12 for (int i = 0; 1 < size; i++)

13 {

14 double x = i * step®;

15 xf[i].x = x;

16 xf[i].f = 10 * std::exp(-x) * std::cos(5 * x);
17 }

18
19 int i = 0;
20 for (double x = 0.0; x < (size - 1) * step®; x += stepl)

21 {

22 std::cout << x << " "

23 << lagrange_interpolation(xf, size, x) << " "
24 << newton_interpolation(xf, size, x) << " "
25 << spline_interpolation(xf, size, x);

26 if (i < size)

27 {

28 std::cout << " " << xf[i].x << " " << xf[i].f;

29 14+

30 }

31 std::cout << std::endl;

32 }

33
4 delete [] xf;
35 return 0;

36 }

w

Na poczatku programu zdefiniowane zostaly stale: size — liczba wezlow, step® — roz-
nica pomigedzy dwoma zmiennymi x;, stepl — roznica pomiedzy dwoma zmiennymi
x;. Program podzielony jest na dwie czeéci. W pierwszej utworzona zostaje tablica
struktur XF oraz przypisane zostaja do niej wartosci zgodnie z (2.42). Druga czesé
wy$wietla w szeSciu kolumnach wyniki programu, odpowiednio z;, wi(z;), w,(x;),
ws(z;), i, f(x;), gdzie: wi(x) — oszacowanie na podstawie interpolacji Lagrange’a,
wp () — oszacowanie na podstawie interpolacji Newtona, ws(z) — oszacowanie na
podstawie interpolacji funkcjami sklejanymi.

Na Rysunkach 2.5, 2.6, 2.7 przedstawione zostaly wyniki programu z Listin-
gu 2.7. Linig ciagly zaznaczono funkcje interpolujaca, linia przerywana funkcje
interpolowana, punktami wezly.

Jak wida¢ na zamieszczonych rysunkach interpolacja wielomianami Lagrange’a
i Newtona nie daje dobrych rezultatow przy krancach przedziatow dla ktérych okre-
Slone sa funkcje interpolowane. Jest to tzw. efekt Rungego, czyli pogorszenie inter-
polacji na krancach przedzialéw funkcji interpolowanej dla rownoodlegltych weztow.
Efekt Rungego mozna uznaé za paradoks w kontekscie przytoczonego twierdzenia
Weierstrassa, jednak wykazanie przyczyn takiego zjawiska wykracza poza ramy ni-
niejszej pozycji. Rozwiazaniem tego problemu jest uzycie innej metody interpolacji
(np. funkcji sklejanych) badz zageszczenie ilosci wezléw na krancach przedzialéw
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| w(Xx)
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Rysunek 2.5: Interpolacja Lagrange’a.

T T W)

10¢
i exp(-x)cos(5x)
W(Xx) = exp(-x)cos(5x)

f(x)
o
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Rysunek 2.6: Interpolacja Newtona.
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Rysunek 2.7: Interpolacja funkcjami sklejanymi.

funkcji interpolowanej. Zageszczenie ilosci wezléw mozna uzyskaé za pomoca omo-
wionej interpolacji Czybyszewa. Jesli w kodzie programu z Listingu 2.7 zamienié¢
linie:

1 double x = i * step®;

na:

1 double x = -(6.0 - 0.0) / 2.0 * std::cos((2.0 * i + 1.0) / (2.0 * (
size - 1) + 2.0) * 3.14) + (0.0 + 6.0) / 2.0;

to jako wezly interpolacji zostana wygenerowane wiezty Czybyszewa, ktorych ge-
stos¢ jest wieksza przy krancach przedzialéw a co za tym idzie nie sa réwno oddalo-
ne od siebie. Taki zabieg powoduje zniwelowanie efektu Rungego. Na Rysunku 2.8
zmieszczono interpolacje funkeji (2.42) za pomoca wielomianéw Lagrange’a i we-
zléw Czybyszewa.
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Rysunek 2.8: Interpolacja Lagrange’a, wezly Czybyszewa.




Rozdziat 3

Calkowanie numeryczne

3.1 Wstep

Catkowanie numeryczne jest zbiorem metod pozwalajacych oszacowaé wartosé
zadanej calki oznaczonej. Majac dana funkcje f(z), szukana wartoscia jest:

/a ' faya

gdzie a i b to przedzialy calkowania. Funkcja f(z) moze by¢ zadana w formie
jawnego wzoru, badz dyskretnych wartosci zapisanych w tablicy. Intuicyjnie catke
oznaczong funkeji f(x) mozna rozumieé¢ jako operator przypisujacy funkeji f(z)
liczbe, ktéra jest wartodcia reprezentujaca pole powierzchni pod wykresem f(z)
i osi x. Taka interpretacja lezy u podstaw metod catkowania numerycznego.

Wiekszo$é¢ metod catkowania korzysta z addytywnosci catki wzgledem przedzia-
16w calkowania:

c b c
Va<b<c: / flz)dr = / f(z)dx —|—/ f(z)dx. (3.1)
a a b
Wtlasno$¢ ta pozwala podzieli¢ przedzial catkowania na mniejsze przedzialy. Na-

stepnie dla kazdego z przedzialéw obliczana jest wartosé catki. Wszystkie tak ob-
liczone warto$ci sa sumowane dajac przyblizona warto$é¢ szukanej calki.

3.2 Metoda prostokatow

Metoda prostokatow jest jedna z najprostszych metod stuzacych do obliczania
calek oznaczonych zadanej funkcji. Niech dana bedzie catka oznaczona:

b
I:/ f(z)dx, (3.2)
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gdzie a 1 b to granice calkowania. Funkcja f(z) jest interpolowana wielomianem
stopnia zerowego (funkcja staly), co prowadzi do:

I~ (b—a)f(z"), (3.3)

gdzie: x* to warto$é¢ z przedzialu [a;b]. Nazwa ,metoda prostokatéw” bierze sie
stad, ze obliczane pole jest polem prostokata. Zwykle warto$¢ z* jest punktem
srodkowym przedzialu catkowania, a wiec (metoda prostokatéw zwana jest wtedy
metodg punktu srodkowego):

Iz(b—a)f(a;b) (3.4)

Wzér (3.4) nalezy zastosowaé do odpowiednio malych przedzialéw tak, aby funkcja
w kazdym z tych przedzialéw zmieniala sie w niewielkim stopniu. Jesli przedzial
calkowania zostanie podzielony na n réwnych czesci otrzymuje sie wzor:

/abf(x)dxmb;atz_;f<a+<i+%>b;a>. (3.5)

Na Listingu 3.1 przedstawiony zostal kod funkcji rectange_method obliczajace]
warto$¢ calki oznaczonej za pomoca metody prostokatow.

Listing 3.1: Metoda prostokatow.

1 double rectangle_method(double (*f)(double), double a, double b,
unsigned int n)

-~

if (n == 0)
return 0.0;
double sum = 0.0;
double h = (b - a) / n;
for (unsigned int i = 0; i < n; i++)
sum += f(a + (i + 0.5) * h);
return h * sum;

© 0 N e U A W N
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Funkcja rectange_method jako parametry przyjmuje:
e f — wskaznik na funkcje podcatkows, ktéra powinna byé zakodowana jawnie;
e a — poczatek przedzialu catkowania;
e b — koniec przedziatu catkowania;

e n — nieujemna warto$¢ reprezentujaca liczbe, na jaka zostanie podzielony
przedzial calkowania.

Wartoscia zwracana jest oszacowana wartosé calki funkeji £ w przedziale [a, ).
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3.3 Metoda trapezéow

Bardziej dokladna metoda przyblizajaca zadana calke jest metoda trapezow,
ktéra interpoluje funkcje podcatkows za pomoca wielomianu pierwszego stopnia
wykorzystujac punkty bedace granica calkowania:

b
/ Fa)da ~ (b— a)w. (3.6)

Obliczanym polem jest pole trapezu, stad nazwa tej metody. Podobnie jak dla
metody prostokatow, przedzial calkowania nalezy podzieli¢ na n czedci i dla kazdej
z tych czesci obliczy¢ calke ze wzoru (3.6). Prowadzi to do nastepujacej zaleznosci:

/abfmd% b;nanZl(f (a+ib;a>+f(a+(i+l)b7—la>). o

=0

Obliczenie wartosci caltki ze wzoru (3.7) wymaga w kazdym kroku iteracji wyzna-
czenia dwa razy warto$ci funkcji podcatkowej, co wiaze sie z duzym kosztem tego
algorytmu — kazdorazowe wywolanie funkcji moze wymagaé wykonania algorytmu
o duzej zlozonosci. Algorytm ten mozna uproscié, niech z; = a + (b — a)/n:

b
[ e = () + fo) + o) + S az) +

+ f(@n-1) + f(zn))
b

= T3 () + 2/ (o) 4 -+ 20 (1) + S (@)

n—1
oo <f(2cl)+f(2b)+;f<a+ib;a>>. 59

Jak wida¢ wykorzystanie zaleznosci (3.8) wiaze sie tylko z jednokrotnym wyzna-
czeniem wartoéci funkcji podcatkowej w kazdym kroku iteracji.

Na listingu 3.2 zamieszczony zostal kod funkcji obliczajacej wartos¢ catki ozna-
czonej za pomoca metody trapezéw.

Listing 3.2: Metoda trapezéw.

1 double trapezoidal_method(double (*f)(double), double a, double b,
unsigned int n)

-~

if (n == 0)
return 0.0;
double sum = 0.0;
double h = (b - a) / n;
for (unsigned int i = 1; i < n; i++)
sum += f(a + i * h);
return h * (0.5 * f(a) + 0.5 * f£(b) + sum);
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Funkcja trapezoidal _method wymaga przekazania parametréow opisanych na naste-
pujacej lidcie:
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e f — wskaznik na funkcje podcatkowa, ktéra powinna by¢ zakodowana jawnie;
e a — poczatek przedziatu catkowania;
e b — koniec przedzialu catkowania;

e n — nieujemna warto$¢ reprezentujaca liczbe, na jaka zostanie podzielony
przedzial calkowania.

Wartoscia zwracana jest oszacowana wartosé calki funkeji £ w przedziale [a, b].

3.4 Metoda Simpsona

W metodzie Simpsona funkcje podcatkowa f(x) przybliza sie wielomianem in-
terpolacyjnym Lagrange’a, gdzie weztami sa punkty reprezentujace poczatek, sro-
dek i koniec przedziatu catkowania. Odpowiednio xq, x1, x2, gdzie x1 = (z2 —x0)/2.
Wielomian interpolacyjny mozna zapisaé¢ jak nastepuje:

(x — zo)(z — x2)
(z1 — w0) (71 — T2)

(x —21)(z — x2)
(zo — z1)(w0 — 22)

(x —@o)(z — 21)
+ f(2) T r— (3.9)

+ f(21)

f(@) = w(z) = f(xo)

Przyblizona warto$¢ catki bedzie wiec réwna:

T2 ~ T2 - r2 (.13 - xl)(x — .132)
/xo f(z)dx ~ /xo w(z)dx = /xo (f(xo) (xo — x1) (20 — 22)
T fan) BT ENE L) ) @ o) m))dx 210

(x1 — x0) (21 — 22) (w2 — o) (w2 — 21

Poniewaz odleglodci pomiedzy weztami sa sobie réwne, wartos¢ ta oznaczmy przez
h, mozna zapisa¢ x = xzo + th, dla t = 0,1,2 oraz z; = z¢o +th dla i = 0,1, 2.
Dokonujac podstawienia oraz zmiany granicy catkowania otrzymuje sie:

- [ (th — h)(th — 2h) th(th — 2h)
[ e [ (ro) R ) RS

th(th — h)
+f(2)7(2h)(h) >hdt

ho[?
—/0 (f(O)(t—l)(t—2)—2f(1)t(t—2)+f(2)t(t—1)>dt

2
-5/ 2 (f(O)(t2 3t 42) —_2f(1)(t2 —20) + f(2)(t2_— t))dt
t{o(§ )5 )

t=2
tO)
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5 (103203 +s3)
— 5 (10 + 470+ @) (3.11)

Przyjmujac, ze xo = a, 9 = b, oraz h = (b—a)/2, otrzymuje si¢ zalezno$¢ szacujaca
calke funkcji f(x) w przedziale [a; b]:

[ w5 (@ ar (52) + ). (3.12)

Podobnie jak dla omawianych wczesniej metod, aby zwiekszy¢ dokladno$é szacowa-
nej calki, nalezy przedzial [a;b] podzieli¢ na n czesci. Dla h = (b — a)/n otrzymuje
sie:

2a 4+ 2ih+ h

<f<a+m>+4f< 2

> + fla+ (i + 1)h)>
(f(a+ih)+4f (a+ih+g) +f(a+ih+h)>

+4f( ’;) + fla+h)+ fla+h)

-4{re
<a+h+ )+f(a+2h)+-~-+f(a+(n—1)h)
+4f<

a+(n—1)h+g> +f(a+nh)> (3.13)

Co ostatecznie prowadzi do:

n—1

b n—1
/f(m)da:%%(f +4Zf<a+zh+ )—I—ZZf(a—f—ih)—i—f(b)). (3.14)

Kod funkcji obliczajacej zadana catke metoda Simpsona zamieszczony zostal
na Listingu 3.3.

Listing 3.3: Metoda Simpsona.

1 double simpson_method(double (*f) (double), double a, double b,
unsigned int n)

-~

if (n == 0)
return 0.0;
double sum2
double sum4
double h = (
double h2 = h
for (unsigned

oo

© o N o UoA W N
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10
11
12
13
14

sumé4

for (unsigned int i = 1;

sum2

return h / 6.0 * (f(a) + 4.0 *

}

+= f(a + i * h + h2);
i < n; i++)

+= f(a + i * h);

sum4 + 2.0 *

sum2 + f(b));

Funkcja z Listingu 3.3 wymaga przekazania nastepujacych parametréw:

e f — wskaznik na funkcje podcatkows, ktora powinna byé zakodowana jawnie;

e a — poczatek przedziatu catkowania;

e b — koniec przedzialu catkowania;

e n — nieujemna warto$¢ reprezentujaca liczbe, na jaka zostanie podzielony
przedzial calkowania.

Wartoscia zwracana jest oszacowana wartosé calki funkeji £ w przedziale [a, b].

3.5 Poréwnanie oméwionych metod catkowania

Jako przyklad niech dany bedzie wzoér na pole kola o wartosci promienia réwnej
jednosci, doktadana warto$é pola tego kota réwna jest liczbie 7r:

1
2/ V1 —22dr == 3,1415926535.. .. .
-1

(3.15)

Program obliczajacy wartosé liczby m na podstawie przytoczonego wzoru i pozna-

nych metod zamieszczony zostal na Listingu 3.4.

Listing 3.4: Program testujacy metode prostokatéw.

© 0 N e U oA W N R

16

17

19

20
1

¥

#include
#include
#include
#include

const unsigned int n =

<iostream>
<iomanip>
<cmath>
"integration.h"

le+6;

double f(double);

int main(Q)

{

for (unsigned int i =

std::cout << i << ",

<< std::setprecision(ll) <<
1, i) << ", "

<< std::setprecision(ll) <<
-1, 1, i) << ", "

<< std::setprecision(ll) <<
i) << ", "

<< std::endl;

return 0;

}

10; i <= n; i *=

double f(double x)

10)

2 * rectangle_method(f, -1,

2 * trapezoidal_method(f,

2 * simpson_method(f, -1, 1,
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22 {
23 return std::sqrt(l - x * x);
24 }

Dane zebrane za pomoca programu z Listingu 3.4 zostaly zestawione w Tabeli 3.1.
Warto zwroci¢é uwage, ze dokladno$é obliczen zalezy do charakteru funkcji pod-
catkowej, im lepiej zalozenia metody wpasowuja sie w charakter owej funkcji, tym
doktadniejszy wynik obliczanej catki.

Tabela 3.1: Dane zestawiajace wyniki oszacowan calki (3.15) dla omdéwionych metod
numerycznych.

i Metoda prostokatow | Metoda trapezéow | Metoda Simpsona
10 3,1719878236 3,0370488289 3,1270081587
100 3,1425655525 3,1382685111 3,1411332053

1000 3,1416234568 3,141487477 3,1415781302
10000 3,1415936278 3,1415893274 3,1415921943
100000 | 3,1415926844 3,1415925484 3,1415926391
1000000 | 3,1415926546 3,1415926503 3,1415926531







Rozdziat 4

Ro6zniczkowanie numeryczne

4.1 Wstep

Rézniczkowanie numeryczne to zbiér metod pozwalajacych oszacowaé wartosé
pochodnej funkcji w danym punkcie. Wszedzie tam, gdzie postaé funkeji nie jest
znana analitycznie lub jej postaé jest bardzo skomplikowana oraz dla funkcji, kto-
rej warto$ci znane sa tylko dla dyskretnego zbioru argumentéw, rézniczkowanie
numeryczne znajduje zastosowanie.

4.2 Metoda Newtona

Metoda Newtona jest najprostszym sposobem obliczenia rézniczki funkcji f(z).
Wykorzystuje sie tutaj definicje pochodnej funkcji, ktéra przyblizana jest ilorazem
réznicowym:

F@) _ Fath) = f@) _ fh) - [
dx h—0 h h '

(4.1)

Dla dostatecznie matego h wartos$é ilorazu réznicowego przybliza wartosé pochodnej
w punkcie x.

Przyblizenie pochodnej ilorazem réznicowym (4.1) moze powodowaé problemy.
Wiaze sie to z koniecznoécig znajomosci wartosci funkeji w punktach x i x 4+ h dla
wartoéci pochodnej w punkcie x. Jedli funkcja f(z) nie jest dana jawnie, a wyli-
czana jest w procesie iteracyjnym, jej warto$¢ w punkcie x 4+ h moze nie by¢ znana
lub moze wymaga¢ dodatkowych zabiegow umozliwiajacych jej oszacowanie. Przy
zalozeniu, ze obliczajac f(x) znane sa wartosci dla wezesniejszych argumentéw,
warto rozwazy¢ przyblizenie pochodnej ilorazem réznicowym w postaci:

df (x) _ f(z) = flz—h)
PR 2 . (4.2)

Zalezmo$é (4.1) okredla sie czesto rdzniczkowaniem w przdd, natomiast (4.2) réz-
niczkowaniem w tyl. Podobnie pochodna mozna przyblizaé ilorazem réznicowym
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centralnym:
df (z) Nf(a:—i—%h)—f(a:—%h) (4.3)
do h ' '
Warto zwrdécié uwage, ze dobdér metody rézniczkowania moze mieé¢ wplyw na sta-
bilnos¢ rozwiazan.
Listing 4.1 zawiera kod funkcji obliczajacej pochodna na podstawie zalezno-
sci (4.1).

Listing 4.1: Rézniczkowanie numeryczne metoda Newtona.

1 double newton_differentiation(double (*f) (double), double x, double h)
2 {

3 return (f(x + h) - £f(x)) / h;

4}

Argumenty funkcji newton_differentiation to:
e f — funkcja, dla ktorej zostanie policzona pochodna;
e x — punkt, w ktorym zostanie policzona pochodna;
e h — krok roézniczkowania.

Wartoscia zwracana jest wartos¢ pochodnej funkcji £ w punkcie x dla kroku réznicz-
kowania réwnego h. Tak prosta funkcja powinna mieé prototyp opatrzony stowem
kluczowym inline, aby potencjalnie zwickszy¢ wydajno$é wywotan owej funkeji.
W analogiczny spos6b mozna zakodowa¢ metody (4.2) i (4.3).



Rozdziat 5

Rownania rozniczkowe
ZWYyczajne

5.1 Wstep

Réwnania rézniczkowe odgrywaja duza role w opisie zjawisk i proceséw fizycz-
nych. Wszedzie tam, gdzie istnieje potrzeba modelowania i symulacji uktadéw i zja-
wisk dynamicznych, rownania rézniczkowe znajduja zastosowanie. Niestety w wielu
przypadkach analityczne rozwiazanie réwnania rézniczkowego nie jest znane, stad
metody numeryczne sa niemal nieodlaczna czescig teorii rownan rézniczkowych.
W metodach numerycznych szacujacych rozwiazanie rownania rézniczkowego za-
ktada sie, ze zmienna niezalezna wystepuje w postaci dyskretnych wartosci. Oczy-
wiscie, konsekwencja tego faktu jest otrzymywanie przyblizonych rozwiazan rownan
rézniczkowych.

Réwnanie rézniczkowe zwyczajne jest rownaniem wyznaczajacym zaleznosé po-
miedzy nieznana funkcja i pochodnymi tej funkcji. Rozwiazanie polega na znalezie-
niu wspomnianej funkcji. Metody numeryczne stosowane do rozwiazania réwnania
rozniczkowego zaleza w gltéwnej mierze od typu réwnania. Rownaniem rézniczko-
wym zwyczajnym bedziemy nazywa¢ rownanie typu:

dz(t) d?z(t) d"x(t)
F - = 1
(t7x(t)7 dt ) dt2 ) ) dtn 0) (5 )
gdzie: z(t) : R — R* — szukana funkcja (w ogélnosci funkcja wektorowa); F :

R+DE+1 _ RE Réwnanie (5.1) nazywa sie réwnaniem rézniczkowym n-tego rze-
du. Takie réwnanie czesto da sie rozwiklaé wzgledem d"x(t)/dt", otrzymujac postaé
jawna (réwnanie (5.1) to postaé¢ niejawna):

da(t) da(t) (1) d”_lx(’f)> , (5.2)

dtn :f(t’x(t)’ at a0 @t

ktora tatwiej rozwiazaé w sposéb numeryczny.
Jak zostalo wspomniane, uzycie metody numerycznej zalezy od rownania roz-
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niczkowego, ktore nalezy rozwiaza¢. Jednym z kryteriéw jest stopien réwnania.
Warto zwrocié¢ uwage, ze kazde réwnanie stopnia n da si¢ sprowadzi¢ do uktadu n
réwnan rézniczkowych:

x(t) = a1,
o _
dt — 42,
drz _,
dt — 43,

dxnfl —
dt - mnsy
dx.,

ﬁ = f(tvxlax%' ..,$n),

gdzie f : R x R¥ — RF jest znana funkcja. Dzieki temu dysponujac metoda
rozwigzujaca rownanie rézniczkowe pierwszego rzedu, mozna rozwiazac¢ rownanie
rozniczkowe n-tego rzedu, sprowadzajac je do uktadu réwnan rézniczkowych pierw-
szego rzedu. Dla potrzeb dalszych rozwazan niech n = 1, a wiec:

di’;) = £(t.2(0). (5.3)

Rozwiazaniem réwnania (5.3) jest dowolna funkcja () spelniajaca zaleznosé:

dy(t)
2 = r(te®). (5.4)
Rozwiazujac réwnania rézniczkowe czesto znana jest wartosé szukanej funkceji
dla pewnego argumentu. Argument ten zwany jest zwykle poczatkowym, a wiec
otrzymuje sie rownanie rozniczkowe z warunkiem poczgtkowym. Jedli dla réwnania
(5.3) znany jest warunek poczatkowy, xz(tg) = zo to taki problem zwie sie zagad-
nieniem Cauchy’ego:
x(to
dzx(t)
= t,x(t )
=2 = f(tew)

Jesli rozwiazanie réwnania rézniczkowego ¢ (t) spelnia dodatkowo warunek ¢ (tg) =
X, to jest ono réwniez rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego. Aby rozwigzaé réw-
nanie rézniczkowe za pomoca wiekszosci metod numerycznych, potrzebna jest zna-
jomos¢ warunku poczatkowego.

Metode numeryczna nazywa sie samo-startujgcg, jesli majac dana tylko jed-
na warto$é¢ poczatkowa (zagadnienie Cauchy’ego) mozna za jej pomoca rozwiazacé
rownanie rézniczkowe. Przeciwienstwem sa metody samo-niestartujace, ktore po-
trzebuja wiecej niz jednej wartosci poczatkowej aby rozwiaza¢ réwnanie.

~—
Il

xo
(5.5)
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5.2 Metoda Eulera

Niech rozwazaniom poddane zostanie zagadnienie Cauchy’ego pierwszego rze-
du (5.5). Korzystajac z definicji pochodnej mozna zapisaé:

dz(t) _ lim z(t + h) —z(t) - x(t + h) — z(t)
dt T k=0 h h ’

(5.6)

Przeksztalcajac to wyrazenie otrzymuje sie wzor na kolejne wartosci przyblizajace
funkcje x(t) (doktadno$é przyblizenia bedzie wzrastaé dla h — 0):

x@+Aﬂ:Mﬂ+Atf@m@) (5.7)

gdzie f(t,z(t)) = dx(t)/dt oraz h = At. Znajac rozwiazanie w to: z(tg) = xo
mozna wyznaczy¢ kolejne przyblizenia szukanej funkcji w punktach {tg + n - At :
n=1,2,...}. Metoda Eulera jest samo-startujaca.

Metoda Eulera jest najprostszym sposobem na numeryczne rozwigzanie réw-
nania rézniczkowego pierwszego rzedu, cena jaka trzeba zaplaci¢ za prostote jest
doktadnos¢ obliczen. Metoda ta generuje znaczne bledy przy przyblizaniu szukanej
funkcji w poréwnaniu z innymi metodami.

Funkcje rozwiazujaca zadane réwnanie rézniczkowe za pomoca metody Eulera
przedstawiono na Listingu 5.1.

Listing 5.1: Implementacja metody Eulera.

1 void euler(double (*f)(double t, double x), double *data, unsigned int
data_size, double t®, double dt, double x0)

2 {

3 if (data_size < 1)

4 return;

5 data[0] = x0;

6 double t = t0;

7 for (int i = 1; i < data_size; i++, t += dt)

8 datal[i] = datal[i - 1] + dt * £(t, datal[i - 1]);
9 }

Na poczatku funkcji sprawdzane jest czy przekazana tablica majaca stanowié¢ roz-
wiazanie zadanego rownania jest wieksza lub réwna jednosci — pierwszy element
otrzymuje wartos¢ poczatkowa, dlatego prowadzenie obliczen ma sens, jesli wiel-
kos¢ owej tablicy jest wieksza lub rowna jednosci. W kolejnych krokach realizowany
jest algorytm (5.7). Argumenty dla funkcji euler nalezy interpretowac jak nastepuje:

e f — wskaznik na pierwsza pochodna szukanej funkcji;

e data — wskaznik na tablice majaca stanowi¢ rozwiagzanie zadanego rownania
(kolejne wartosci szukanej funkcji);

e data_size — rozmiar tablicy data;
e t0 — poczatkowy czas;
e dt — krok catkowania;

e x0 — poczatkowa warto$é¢ szukanej funkcji.
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5.3 Metoda punktu srodkowego

Metoda punktu srodkowego jest modyfikacja metody Eulera. W metodzie Eu-
lera majac dang warto$¢ x(t) szacuje sie warto$¢ xz(t + At) wyliczajac pochodna
w punkcie t. W metodzie punktu $rodkowego, aby zwiekszy¢ doktadnosé, pochod-
na wylicza sie w punkcie $rodkowym przedziatu [¢; ¢ + At]. Korzystajac z definicji
pochodnej za pomoca ilorazu réznicowego centralnego:

Q

de <t+ 1At> ot + 3 At + 5AL) — a(t + At — 5AL)
2

dt At
w(t 4 At) — x(t)
= A7 : (5.8)
mozna oszacowaé wartosé z(t + At):
1 1
x(t+ At) = z(t) + At - f (t + 5Ar&,a: (t + 5At>> , (5.9)

gdzie: f(t+1/2 At,x(t+1/2 At)) = dz(t+1/2 At)/dt. Réwnanie (5.9) nie okresla
jeszcze wartodel x(t + At), poniewaz wartosé funkeji z(¢ + 1/2 At) nie jest znana.
Korzystajac z definicji pochodnej mozna zapisa¢:

dx(t) - z(t+ SAL) — 2(t)

dt 1At ’

(5.10)

przeksztalcajac to réwnanie tak aby otrzymaé z(t+1/2 At) oraz wstawiajac otrzy-
mang wartosé¢ do (5.9) otrzymuje sie:

w(t+ At) ~a(t) + At - f (t + %At,x(t) + %At : f(t,x(t))) : (5.11)

gdzie: f(t,x(t)) = dx(t)/dx.
Na Listingu 5.2 zamieszczono kod funkcji rozwiazujacej rownania roézniczkowe
pierwszego rzedu za pomoca metody punktu srodkowego.

Listing 5.2: Funkcja implementujaca metode punktu srodkowego.

1 void midpoint (double (*f) (double t, double x), double *data, unsigned
int data_size, double t®, double dt, double x0)

2 {

3 if (data_size < 1)

4 return;

5 data[0] = x0;

6 double t = t0;

7 for (int i = 1; i < data_size; i++, t += dt)

8 datal[i] = datal[i - 1] + dt * £(t + 0.5 * dt, data[i - 1] + 0.5 *
dt * £(t, datal[i - 11));

9 }

Zamieszczona funkcja wymaga przekazania parametrow opisanych na nastepujacej
liscie:
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e f — wskaznik na pierwsza pochodna szukanej funkcji;

e data — wskaznik na tablice majaca stanowi¢ rozwiagzanie zadanego rownania
(kolejne wartosci szukanej funkcji);

e data_size — rozmiar tablicy data;
e t0 — poczatkowy czas;
e dt — krok catkowania;

e x0 — poczatkowa warto$¢ szukanej funkcji.

5.4 Metoda Rungego-Kutty

Wzory typu Rungego-Kutty sa najczedciej uzywane do rozwiazywania réwnan
rozniczkowych zwyczajnych. Zalety rozwazanej metody sa nastepujace:

o jest latwa do zakodowania,
o jest zazwyczaj stabilna,
e jest samo-startujaca.

Podobnie jak w metodzie Eulera, zakladamy ze znamy xz(t) i chcemy wyznaczy¢
przyblizona warto$é z(t + At). Metoda Rungego-Kutty polega na obliczeniu warto-
sci f(t,z(t)) w pewnych szczegblnie dobranych punktach lezacych w poblizu krzy-
wej rozwiazania w przedziale (¢;¢ + At) i zastosowaniu odpowiednio dobranego
wzoru zbudowanego z kombinacji tych wartosci, tak aby dobrze oszacowaé przy-
rost x(t + At) — x(t).

Wyrédznia sie¢ metody n-tego rzedu, gdzie rzad okresla ile razy obliczamy funkcje
f(t,x(t)). Najczesciej uzywana jest formula Runge-Kutty czwartego rzedu. Wzory
metody Rungego-Kutty czwartego rzedu maja postac:

kQ = At- f <t + %At,x(t) + %/ﬁ) s

1 1
ks =At- f <f, + §At,l‘(ﬁ) + 5/(32) s

k4:At'f(t+At,{E(t)+k3),

1
x(t+ At) = z(t) + g(kl + 2ko + 2k3 + ky), (5.12)

gdzie: At jest krokiem iteracji.

Przedstawiong metode Eulera i punktu srodkowego mozna uwazaé za metode
Rungego-Kutty odpowiednio pierwszego i drugiego rzedu. Metode pierwszego rzedu
mozna zapisa¢ jako:

x(t + At) = z(t) + k1, (5.13)
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odpowiednio metode drugiego rzedu:

x(t + At) = z(t) + ko, (5.14)

dla wspotczynnikow ky i ko zdefiniowanych w (5.12).
Funkcja rozwiazujaca rownanie rézniczkowe metoda Rungego-Kutty czwartego
rzedu ma postaé przedstawiong na Listingu 5.3.

Listing 5.3: Funkcja implementujaca metode Rungego-Kutty.

1 void rk4(double (*f)(double t, double x), double *data, unsigned int

© W NG oA W N

[ S S
B W N o= O

H
w
—

{

data_size, double t®, double dt, double x0)

if (data_size < 1)
return;

data[0] = x0;

double t = t0;

for (int i = 1; i < data_size; i++, t += dt)
{
double k1 = dt * f(t, datal[i - 1]);
double k2 = dt * f(t + 0.5 * dt, data[i - 1] + 0.5 * k1);
double k3 = dt * f(t + 0.5 * dt, data[i - 1] + 0.5 * k2);
double k4 = dt * f£(t + dt, data[i - 1] + k3);

data[i] = datal[i - 1] + 1.0 / 6.0 * (k1 + 2 * k2 + 2 * k3 + k4);

Funkcja rka okreslona jest dla nastepujacych parametrow:

f — wskaznik na pierwsza pochodna szukanej funkcji;

data — wskaznik na tablice majaca stanowié¢ rozwiazanie zadanego réwnania
(kolejne wartosci szukanej funkcji);

data_size — rozmiar tablicy data;
t0 — poczatkowy czas;
dt — krok catkowania;

x0 — poczatkowa wartosé szukanej funkcji.

5.5 Poréwnanie metod: Eulera, punktu Srodkowe-

go i Rungego-Kutty

Jako przyktad niech dane bedzie réwnianie rézniczkowe pierwszego rzedu okre-
Slone jak nastepuje:

dx(t)
dt

= x(t) +t. (5.15)

Rozwiazaniem réwnania (5.15) jest funkcja:

z(t) =cet —t —1, (5.16)
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gdzie ¢ to stala. Program rozwiazujacy rownanie (5.15) za pomoca metody Eulera,
punktu srodkowego i metody Rungego-Kutty rzedu czwartego zaprezentowany jest
na Listingu 5.4:

Listing 5.4: Program testujacy omoéwione metody.

#include <iostream>
#include <cmath>
#include "ode.h"

N

const int data_size = 50;

double df(double t, double x);
double f(double t);

© o N o«

10 int main(Q)

11 {

12 double *euler_data = new double[data_size];

13 double *midpoint_data = new double[data_size];
14 double *rk4_data = new double[data_size];

15 double t0® = 0;

16 double dt 0.5;

17 double x0 £(t0);

18 euler (df, euler_data, data_size, t0®, dt, x0);
19 midpoint (df, midpoint_data, data_size, t®, dt, x0);
20 rk4 (df, rk4_data, data_size, t0, dt, x0);

21 for (int i = 0; i < data_size; i++, t® += dt)

22 std::cout << t® << " "

23 << f(t®) << " "

24 << euler_dataf[i] << " "

25 << midpoint_data[i] << " "
26 << rk4_data[i] << std::endl;

27 delete [] rk4_data;

28 delete [] midpoint_data;

29 delete [] euler_data;

30 }

31

2 double df(double t, double x)
33 {

34 return x + t;

35 }

36

7 double f(double t)

38 {

39 return std::exp(t) - t - 1;
40 }

w

@

W zaprezentowanym programie przyjeto, ze stala ¢ = 1. Rysunek 5.1 przedstawia
wykresy funkcji stanowiacych rozwiazania numeryczne i analityczne. Jak widac
na wspomnianym rysunku, prostota metody Eulera ma swoje konsekwencje w do-
kladnosci rozwiazania. Aby uzyska¢ zadowalajace wyniki, krok catkowania dla tej
metody powinien by¢ relatywnie maly (mniejszy niz w innych metodach). Metoda
punktu srodkowego daje znaczne lepsze oszacowanie szukanej funkcji przy niewie-
le wiekszym koszcie implementacji. Metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu daje
bardzo dobre przyblizenie rozwiazania analitycznego nawet przy relatywnie duzym
kroku catkowania (At = 0,5).



48

5. Réwnania rézniczkowe zwyczajne

T
exp(-t)-t-1
140 euler
midpoint e
rk4 =

120
100

80 /
60 /

40
/./
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Rysunek 5.1: Rozwiazanie analityczne — linia ciagta, metoda Eulera — tréojkaty, me-
toda punktu srodkowego — kola, metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu — kwa-
draty.

5.6 Metoda Verleta

5.6.1 Wiadomosci wstepne

Metoda Verleta jest algorytmem sluzacym do rozwiazywania réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych drugiego rzedu. Metoda ta jest zwykle stosowana w fizyce do
rozwigzywania Newtonowskich rownan ruchu, czyli do szacowania polozen i pred-
kosci ciat w funkcji czasu. W algorytmie Verleta zaktada sie, ze potozenie ciala nie
zalezy od predkosci, przy tym zalozeniu réwnanie ruchu Newtona mozna zapisacé:

dizgt) - a(t,x(t)), (5.17)

gdzie: a(+) to funkcja, ktora jest zwykle interpretowana jako przyspieszenie ciala
w chwili ¢ 1 o polozeniu x(¢).

5.6.2 Podstawowy algorytm Verleta

Roéwnanie (5.17) moze by¢ przyblizone przez iloraz réznicowy centralny, jak
nastepuje:

dx(t)  ddae(t)  da(t+ A -t — 5A)

a2 dt dt  dt At
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x(t+ At) —x(t)  z(t) —x(t — At)
At _ At
At
ot + At) = 22(t) + 2(t — At)
" - . (5.18)

Q

Korzystajac z (5.17) i (5.18) otrzymuje sie wzor na kolejna warto$é polozenia
w chwili t + At:

2(t+ AL ~ 22(t) — a(t — Ab) + a(t, x(t))AtQ. (5.19)

Jak wida¢ podstawowy algorytm Verleta nie jest samo-startujacy, wymaga on war-
tosci z(t — At) i z(t) aby obliczy¢ x(t + At). Wartosé z(t1) moze byé oszacowana
przez dowolna metode samo-startujaca, np. metode Eulera lub mozna ja wyznaczy¢
z szeregu Taylora, tak jak w tym przypadku:

#(t1)  alto) + vlto) At + sa(to,a(t0) ) AP, (5.20)

gdzie t1 = tg + At. Rozwiazujac réwnania ruchu czesto nalezy wyznaczy¢ rowniez
predkos¢ poruszajacego sie ciala. Dla podstawowego algorytmu Verleta mozna to
zrobié przy pomocy twierdzenia Lagrange’a o wartoéci éredniej:!

o(t) = x(t + At)Qgtx(t — At)

. (5.21)

Warto zwréci¢ uwage, ze aby obliczyé predko$é w chwili ¢, potrzebna jest wartosé
polozenia w chwili t + At, co moze by¢ problematyczne przy implementacji takiego
algorytmu.

5.6.3 Predkosciowy algorytm Verleta

Zmnacznie czedciej niz podstawowy algorytm Verleta stosowana jest jego mody-
fikacja — predkosciowy algorytm Verleta. Zalezno$¢ okreslajaca x(t + At) mozna
wyznaczy¢ z szeregu Taylora, otrzymujac:

2(t + At) ~ a(t) + v(t)At + %a(t, x(t))AtQ. (5.22)

Korzystajac z (5.21) i (5.19) otrzymuje sie:
x(t + 2At) — x(t)
2At
2 (t + At) — x(t) + a(t T AL+ At))At2 — (1)
2At

v(t + At) =~

Q

VYa <c<b: f(b) — fla) = f'(c)(b—a).
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_x(t+At) —z(t) 1
~ EEESRTE 5a(t ALzt + At))At. (5.23)

Ostatecznie wstawiajac (5.22) do (5.23) otrzymuje sie:

ot + At) ~ v(t) + % (a (t, x(t)) + a(t ALt + At)))At. (5.24)

Predkosciowy algorytm Verleta jest samo-startujacy oraz znacznie prostszy w zako-
dowaniu, kolejne wartosci polozenia i predkosci otrzymuje sie w tym samym kroku
iteracji.

5.6.4 Implementacja w jezyku C++

Funkcje rozwiazujace réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu za pomoca algoryt-
méw Verleta posiadaja interfejs przedstawiony na Listingu 5.5.

Listing 5.5: Definicja funkcji basic_verlet oraz velocity_verlet.

1 typedef struct

2 {

3 double x, v;

4 } XV;

5

6 void basic_verlet(double (*a)(double t, double x), XV *data, unsigned
int data_size, double t®, double dt, XV xv0);

7 void velocity_verlet(double (*a)(double t, double x), XV *data,
unsigned int data_size, double t®, double dt, XV xv0);

W przedstawionym pliku zdefiniowany zostal typ strukturalny xv zawierajacy dwa
pola typu double: x oraz v. Typ ten reprezentuje odpowiednio polozenie oraz pred-
kos¢ ciala, ktérego rownanie ruchu catkujemy. Funkcja catkujaca rownanie ruchu
zgodnie z podstawowym algorytmem Verleta jest basic_verlet, predkosciowy algo-
rytm Verleta realizowany jest natomiast przez funkcje velocity_verlet. Argumenty
jakie przyjmuje funkcja to:

e a — wskaznik na funkcje reprezentujaca przyspieszenie ciatla w chwili t i po-
tozeniu x; w ogdlnym przypadku przyspieszenie ciata moze zaleze¢ takze od
predkosci, jednak algorytm Verleta zaklada, ze tak nie jest;

e data — wskaznik na wynikowsa tablice danych stanowiacych rozwiazanie row-
nania rozniczkowego zadanego przez funkcje a;

e data_size — rozmiar tablicy data;

e 0 — warto$¢ reprezentujaca poczatkowa chwile w czasie, od ktérej zostanie
rozwigzane zadane rownanie rézniczkowe;

e dt — krok catkowania;

e xv0 — wartodci stanowiace wartosci poczatkowe polozenia oraz predkosci.
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Podstawowy algorytm Verleta

Implementacja funkcji basic_verlet przedstawiona zostala na Listingu 5.6. Funk-
cja basic_verlet na poczatku sprawdza, czy ilos¢ elementéow w przekazanej tablicy
majacej stanowi¢ przyblizone rozwiazanie zadanego réwnania ruchu jest wieksza
od dwoch. Podstawowy algorytm Verleta nie jest samo-startujacy. Aby obliczy¢
wartos$é potozenia w chwili ¢ + At, nalezy znaé¢ polozenie w chwilach ¢ i ¢ — At.
Pierwszy element tablicy data zawsze otrzymuje wartosci poczatkowe, warto$é¢ po-
lozenia dla drugiego elementu obliczana jest z zaleznosci (5.20). Jako taki algorytm
stosowany jest dopiero na dalszych elementach tablicy, dlatego wywolanie funkcji
basic_verlet ma sens, jeSli rozmiar tablicy data jest wiekszy badz réwny dwa. Jesli
rozmiar tablicy data jest mniejszy od dwodch, funkcja koncezy dziatanie. W kolejnym
kroku sterowanie przekazane jest do petli, ktéra kolejno na podstawie algoryt-
mu Verleta (5.19), (5.21) oblicza polozenia oraz predkosci odpowiednio w chwili
t; + At 1 i € [2; datasize] oraz t; : i € [1; datasize — 1]. Obliczone wartosci potoze-
nia i predkosci zostaja przypisane do elementéw tablicy o indeksach i oraz i — 1.
Dzieje si¢ tak poniewaz aby obliczy¢ predkosé¢ w chwili ¢;, nalezy zna¢ polozenie
w chwili t; + At. Po zakonczeniu petli, tablica data zawiera data_size wartosci przy-
blizajacych potozenie oraz data_size—1 wartosci przyblizajacych predkosé, dlatego
tez poza petla algorytm oblicza predkosé dla ostatniego elementu tablicy.

Listing 5.6: Definicja funkcji basic_verlet.

1 void basic_verlet(double (*a)(double t, double x), XV *data, unsigned
int data_size, double t®, double dt, XV xv0)

2 {

3 if (data_size < 2)

4 return;

5 data[0].x = xv0.x;

6 datal[0].v = xv0.v;

7 datal[l].x = xv0®.x + xv0@.v * dt + 0.5 * a(t®, xv0.x) * dt * dt;

8 double t = t® + dt;

9 for (int i = 2; i < data_size; i++, t += dt)

10 {

11 data[i].x = 2.0 * data[i - 1].x - datal[i - 2].x + a(t - dt, data

[i - 1].x) * dt * dt;

12 data[i - 1].v = (data[i].x - datal[i - 2].x) / (2.0 * dt);

13 }

14 data[data_size - 1].v = ((2.0 * data[data_size - 1].x - datal[
data_size - 2].x + a(t, data[data_size - 1].x) * dt * dt) -
data[data_size - 2].x) / (2.0 * dt);

15 }

Predkosciowy algorytm Verleta

Kod funkcji realizujacej predkosciowy algorytm Verleta zamieszczony zostal na
Listingu 5.7. W poréwnaniu do podstawowego algorytmu Verleta, algorytm predko-
Sciowy jest mniej problematyczny w implementacji. Funkcja na poczatku sprawdza,
czy rozmiar przekazanej tablicy jest wiekszy od jednoéci. Pierwszy element taj ta-
blicy zawsze otrzymuje wartosci poczatkowe, wiec sens prowadzenia obliczen jest
tylko wtedy, gdy rozmiar tej tablicy jest wigkszy od jednosci. Kolejny krok algo-
rytmu to petla obliczajaca polozenie i predkosé zgodnie ze wzorami (5.22) (5.24).
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Listing 5.7: Definicja funkcji basic_verlet.

1 void velocity_verlet(double (*a)(double t, double x), XV *data,
unsigned int data_size, double t0®, double dt, XV xv0)

double t = t0® + dt;
for (int i = 1; i < data_size; i++, t += dt)
{
data[i].x = data[i - 1].x + datal[i - 1].v * dt + 0.5 * a(t - dt,
data[i - 1].x) * dt * dt;
11 data[i].v = data[i - 1].v + 0.5 * (a(t - dt, data[i - 1].x) + a(
t, data[i].x)) * dt;

2 {

3 if (data_size < 1)
4 return;

5 data[0].x = xv0.x;
6 data[0].v = xv0.v;
7

8

9

[
(=]

12 }
13 }

5.7 Przyklad - metoda Verleta

Chcac przetestowac podstawowy algorytm Verleta rozwazmy réwnianie roznicz-
kowe jednowymiarowego oscylatora harmonicznego:
d*x 9
el +wyz =0, (5.25)
gdzie: x — funkcja zalezna od czasu reprezentujaca polozenie ciala w danej chwili
czasu; d?x/dt?> — druga pochodna funkcji = po czasie; wy — czestotliwoéé drgan
oscylatora. Rozwiazaniem réwnania (5.25) jest funkcja typu:

x(t) = Acos(wot + ¢), (5.26)

gdzie: A — amplituda drgan oscylatora, wg — czestotliwo$é drgan oscylatora, ¢
— przesuniecie fazowe zalezne od warunkéw poczatkowych. Predkosé oscylujacego
ciala na podstawie wzoru (5.25) dana jest zaleznoécia dv/dt = d*z/dt* = —wiz.

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja typu:
v(t) = —Awg sin(wot + ¢), (5.27)

gdzie zmienne nalezy interpretowaé tak samo jak dla réwnania (5.26).

Przyktadowy program rozwiazujacy przytoczone rownanie oscylatora harmo-
nicznego za pomoca podstawowego i predkosciowego algorytmu Verleta zaprezen-
towany jest na Listingu 5.8.

Listing 5.8: Przykladowy program testujacy podstawowy algorytm Verleta.

#include <iostream>
#include <cmath>
#include "ode.h"

const double omega = 3.0;
const double A = 2.0;

o oA W N e
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7 const int data_size = 100;

8

o double d2f(double t, double x);

10 double df(double t);

11 double f(double t);

12

13 int main(Q)

14 {

15 XV *bv_data = new XV[data_size];

16 XV *vv_data = new XV[data_size];

17 XV xv0 = {A, 0.0};

18 double t0 = 0.0;

19 double dt = 0.1;

20 basic_verlet(d2f, bv_data, data_size, t0®, dt, xv®
21 velocity_verlet(d2f, vv_data, data_size, t0, dt,
22 for (int i = 0; 1 < data_size; i++, tO += dt)

23 std::cout << t® << " "

24 << bv_data[i].x << " "<< bv_datal[i].v << "
25 << vv_data[i].x << " "<< vv_datal[i].v << "
26 << f(t®) << " " << df(t®) << std::endl;

27 delete [] bv_data;

28 delete [] vv_data;

29 return 0;

30 }

31

32 double d2f(double t, double x)

33 {

34 return -omega*omega * Xx;

35 }

36

37 double df(double t)

38 {

39 return -A * omega * std::sin(omega * t);
40 }

41

42 double f(double t)

a3 {

44 return A
45 }

o

std::cos(omega * t);

)

xv0);

Na poczatku program definiuje state oraz deklaruje funkcje:
e omega = 3.0 — czestotliwo$¢ drgan oscylatora;

e A = 2.0 — amplituda drgan oscylatora;

e data_size = 100 — rozmiar tablicy danych stanowiacej przyblizone rozwiazanie

réwnania (5.25);

e d2f — funkcja opisujaca przyspieszenie oscylatora, przeksztalcajac réwna-
nie (5.25) otrzymuje si¢ zaleznoéé a(t) = —w3z(t); w tym konkretnym przy-
padku przyspieszenie zalezy tylko do polozenia, jednak w ogdlnosci moze
rowniez zaleze¢ od czasu, stad parametrami tej funkcji sa czas i polozenie;

e df — funkcja opisujaca predkosé oscylatora harmonicznego, réwnanie (5.27);

e f — funkcja stanowiaca jawne rozwiazanie rownania oscylatora harmoniczne-

go, czyli réwnanie (5.26).
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Zarowno w funkcji df, jak i d2f zalozone jest, ze przesuniecie fazowe rowne jest
Zero.

W funkcji main tworzone sa dynamicznie tablice majace stanowié¢ przyblizone
rozwiazanie rownania (5.25), zdefiniowane zostaja wartoéci poczatkowe polozenia
i predkosci, poczatkowy czas symulacji oraz krok catkowania. Przy poczatkowym
(i nie tylko) wychyleniu oscylatora réwnym amplitudzie drgan, predkosé réwna jest
zero. Kolejny krok to wywotanie funkcji basic_verlet i velocity_verlet z parametrami
opisanymi na poczatku sekcji. Wyniki obliczen oraz wyniki jawnego rozwiazania
funkcji zostaja wys$wietlone na ekranie. Finalnie zostaje zwolniona pamiec.

W Tabeli 5.1 przedstawione zostalo poréwnanie rozwigzania numerycznego za
pomocy podstawowego i predkosciowego algorytmu Verleta oraz rozwigzanie ana-
lityczne réwnania (5.25). Warunki poczatkowe oraz inne parametry sa takie same,
jak w programie na Listingu 5.8. Warto zwrdéci¢ uwage, ze rozwiazanie za pomoca

Tabela 5.1: Wynik dzialania programu z listingu 5.8. Symbole w nagtowku ozna-
czaja odpowiednio: czas, polozenie (podstawowy algorytm Verleta), predkosé (pod-
stawowy algorytm Verleta), polozenie (predkosciowy algorytm Verleta), predkosé
(predkosciowy algorytm Verleta), polozenie (rozwiazanie analityczne), predkosé
(rozwiazanie analityczne).

t Ty (t) Vo (1) Lo (1) Vo () Za(t) va(t)

0 2 0 2 0 2 0

0,1 1,91 -1,7595 1,91 -1,7595 1,91067 -1,77312
0,2 1,6481 -3,36064 1,6481 -3,36064 1,65067 -3,38785

0,3 | 1,23787 | -4,65933 | 1,23787 | -4,65933 | 1,24322 | -4,69996
0,4 | 0,716234 | -5,53868 | 0,716234 | -5,53868 | 0,724716 | -5,59223
0,5 | 0,130135 | -5,91954 | 0,130135 | -5,91954 | 0,141474 | -5,98497
0,6 | -0,467675 | -5,76765 | -0,467675 | -5,76765 | -0,454404 | -5,84309
0,7 | -1,0234 | -5,09667 | -1,0234 | -5,09667 | -1,00969 | -5,17926
0,8 | -1,48701 | -3,96699 | -1,48701 | -3,96699 | -1,47479 | -4,05278
0,9 | -1,81679 | -2,48028 | -1,81679 | -2,48028 | -1,80814 | -2,56428

podstawowego i predkosciowego algorytmu daje takie same wyniki, co nie powinno
dziwi¢, gdyz obydwa algorytmy sa sobie réwnowazne. Jednak jak zostalo pokazane,
algorytm predkosciowy jest prostszy w implementacji.

Wykresy przedstawiajace rozwiazanie zamieszczone zostaly na Rysunku 5.2
i 5.3. Linia ciagla zaznaczono wychylenie oscylujacego ciata z polozenia réwno-
wagi, linia przerywana predkosé oscylujacego ciata, wartosci zostaly otrzymane na
podstawie rozwiazania analitycznego. Kwadratami zaznaczono wartosci wychylenia
ciala z polozenia réwnowagi, kotami natomiast predkosci tego ciala, otrzymane na
podstawie algorytmoéw Verleta. Warto zwroci¢ uwage, ze zgodnie z oczekiwaniami,
predkos¢ ciata rowna jest zero dla maksymalnego wychylenia i przyjmuje wartos$é
maksymalna dla zerowego wychylenia.
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5.7. Przyklad - metoda Verleta

= Acos(wt)
-Awsin(wt) -------

y
y=

10

Rysunek 5.2: Podstawowy algorytm Verleta.

= Acos(wt)
-Awsin(wt) -------

y
y=

10

Rysunek 5.3: Predkosciowy algorytm Verleta.






Rozdziat 6

Rownania nieliniowe

6.1 Wstep

W niniejszym rozdziale beda omoéwione proste metody rozwiazywania réwnan
nastepujacej postaci:

flz) =0. (6.1)

Tego typu réwnania, ktérych przykladem moga by¢ rownania kwadratowe, trygono-
metryczne czy wykladnicze, sa omawiane w szkotach. Te rownania rozwiazywane sa
metodami doktadnymi (analitycznie). Zazwyczaj poszukiwanie pierwiastkéw réw-
nania polega na znajdowaniu wartosci x, ktéra spelnia jakas relacje, na przyklad:

az® + bx? = cx + d. (6.2)

W zaleznosci od problemu, warto$¢ z moze by¢ liczba rzeczywista lub zespolona.
Procedura znajdowania pierwiastkéw réwnania polega na uporzadkowaniu réwna-
nia:

az® +bx? —cx —d=0. (6.3)

Dla dowolnej wartosci x, r6znej od pierwiastka, to rownanie nie moze by¢ spelnione,
tak wiec w ogdélnym przypadku mamy:

az® + br? —cx —d = f(x). (6.4)

Znajdowanie pierwiastkéw rownan jest réwnowazne znajdowaniu wartosci z dla
ktorych f(x) = 0. Niestety, ilo§¢ réwnan, ktére moga by¢ rozwiazane dokladnie
jest niewielka. Réwnania typu (6.1) musza by¢ w wiekszosci przypadkéw rozwia-
zywane numerycznie. Wykonujac odpowiednie wykresy, mozemy mie¢ informacje
o pierwiastkach réwnania (6.1). Réwnanie wyj$ciowe (6.1) zawsze mozna sprowa-
dzi¢ do postaci réwnowaznej:

g(x) = f(x),

A nastepnie narysowa¢ wykresy obu funkcji:

y = f(z),
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y = g(z).
Rzeczywistymi pierwiastkami réwnania (6.1) sa odciete punktéw przeciecia wykre-
slonych krzywych.
Zastosowanie omowionej geometrycznej metody szukania pierwiastkéw réwna-
nia (6.1) zilustrujemy przykladem. Mamy réwnanie postaci:
2sin(z) — x = 0. (6.5)
To réwnanie mozna przeksztalci¢ do postaci:

sin(x) = %aﬁ (6.6)

A nastepnie wykonaé¢ wykresy dwoch funkeji:

y = sin(a),
1
= —X.
Yy=3

Wykresy tych funkcji pokazane sa na Rysunku 6.1. Z wykresu widzimy, ze oma-

15

"sin(x) ——
0.5%K -~

1
0.5
X o
0.5
1

1.5 L2

3 2 1 0 1 2 3
X

Rysunek 6.1: Interpretacja geometryczna rownania f(x) = 0.

wiane réwnanie ma trzy pierwiastki. Jeden pierwiastek z = 0, dwa inne to okolo
—1,91 1,9. W numerycznych metodach poszukiwania pierwiastkéw réwnania (6.1)
pomocne sa dwa twierdzenia.
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Twierdzenie 6.1 Jezeli funkcja f(x) jest ciggla w przedziale [a,b] i warto$é funk-
cji na koncach przedzialu przyjmuje rézne znaki, to w przedziale tym znajduje sie co
nagmniej jeden pierwiastek réwnania f(x) = 0. Na Rysunku 6.2 pokazano ilustracje
tego twierdzenia.

Twierdzenie 6.2 Jezeli w przedziale [a,b] sq spelnione warunki Twierdzenia 6.1
1 znak pochodnej funkcji w tym przedziale jest staly, to w przedziale tym funkcja ma
dokladnie jeden pierwiastek. Na Rysunku 6.3 pokazano ilustracje Twierdzenia 6.2.

10
5
£ o S
5
-10
0 1 2 3 4 5

X

Rysunek 6.2: Geometryczna interpretacja Twierdzenia 6.1.

6.2 Metoda bisekcji

Metoda bisekeji (inna nazwa — polowienia) zaliczana jest to tzw. metod silo-
wych (ang. brute force technique), nie jest zbyt finezyjna, ale idealnie nadaje si¢ do
obliczen komputerowych. Rozpatrzmy najprostszy przypadek. Niech funkcja f(z)
ma jeden rzeczywisty pierwiastek w przedziale a < x < b. Taka funkcja pokazana
jest na Rysunku 6.3. Pierwiastek moze by¢ znaleziony z wystarczajaca doktadno-
Scia wykorzystujac nastepujaca strategie. Przepolawiamy przedzial [a, b], znajdujac
srodek przedzialu (ang. midpoint):

a+b

Tm = 5
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10

f(x)
o

-5

X

Rysunek 6.3: Geometryczna interpretacja Twierdzenia 6.2.

Wryliczamy iloczyn:
f(@m) - f(b)

Mamy trzy mozliwosci, iloczyn moze by¢ dodatni, ujemny lub réwny 0. W ostat-
nim przypadku z,, jest pierwiastkiem réwnania f(z) = 0. Gdy iloczyn jest ujemny,
pierwiastek lezy w przedziale x,, < x < b. Jezeli iloczyn jest dodatni, to f(x) nie
przeciela osi pomiedzy x,, i b, wobec tego pierwiastek lezy w przedziale a < = < x,,.
Nalezy wybra¢ przedzial, w ktorym lezy pierwiastek, przepotowié¢ go i powtarzac
opisana procedure. Proces jest powtarzany tak dlugo, az pierwiastek zostanie zlo-
kalizowany z wystarczajaca dokladnoscia. Jezeli przerwiemy procedure i uznamy,
ze pierwiastek znaleziono dla ostatnio wyznaczonego punktu $rodkowego podprze-
dzialu, to maksymalny blad nie bedzie wiekszy, niz polowa tego podprzedziatu.

Na Listingu 6.1 zamieszczono kod funkcji obliczajacej pierwiastek rownania za
pomoca algorytmu bisekcji.

Listing 6.1: Algorytm bisekcji.
1 bool bisection(double (*f)(double), double a, double b, double e,
double & x0)

2 {

3 while (std::fabs(b - a) > e)
4 {

5 double m = (a + b) / 2;
6 double f_a = f(a);

7 double f_b = f(b);

8 double f m = f(m);

9 if (f_a == 0.0)



6.3. Metoda siecznych

61

10 {

11 x0 = a;

12 return true;

13 }

14 if (f_b == 0.0)

15 {

16 x0 = b;

17 return true;

18 }

19 if (f£.m == 0.0)

20 {

21 x0 = m;

22 return true;

23 }

24 if (f_a * f.m < 0.0)
25 b = m;

26 else if (f_b * fm < 0.0)
27 a = m;

28 else return false;
29 }

30 x0 = (a + b) / 2;
31 return true;

32 }

Argumenty funkcji bisection to:
e f— wskaznik na jawnie zakodowana funkcje definiujaca réwnanie f(x) = 0;
e a — poczatek przedzialu w ktérym szukane bedzie rozwiazanie;
e b — koniec przedzialu w ktérym szukane bedzie rozwiazanie;
e e — zmienna okreslajaca pozadana dokladnos$é¢ wyniku;
e x0 — oszacowana warto$¢ pierwiastka funkcji f.

Jesli istnieje pierwiastek réwnania w zadanym przedziale funkcja bisection zwraca
warto$é logiczna, ktéra réwna jest prawdzie ( true), jesli nie, zwracany jest falsz
logiczny ( false). Warto$¢ xo0 jest nieokreslona jesli funkcja zwréci logiczny falsz.
Algorytm w kazdej iteracji sprawdza czy punkty bedace granica przedzialu oraz
punkt srodkowy nie sa pierwiastkiem przekazanej funkcji, jesli tak to natychmia-
stowo zwracany jest wynik.

6.3 Metoda siecznych

Rozwiniete przez I. Newtona metody szukania pierwiastkéw réownania f(z) =0
wymagaly obliczania pochodnych funkcji. Bardzo czesto nie jest tatwo otrzymaé
pochodne funkcji, ale mozna zastapi¢ pochodna jej aproksymacja:

fl(xz) _ f(xt) - f(xi—l). (6.7)

Tj — Ti—1



62 6. Réwnania nieliniowe

Metoda siecznych jest nastepujaca. Po wyborze przyblizen poczatkowych xy oraz

21 tworzony jest rekurencyjny ciag xs, r3, 4, ... na podstawie wzoru:
Ty = a,
a1 =0, (6.8)

Ti—1 — Txp—2

Ti=Tiq — f(xifl)f(xi_l) — flxi—2)

i =2,3,...,n.

Interpretacja geometryczna metody jest nastepujaca. Warto$¢ x; wyznaczana jest
jako odcieta punktu przeciecia siecznej (cieciwy) przechodzacej przez punkty (z;—o,
f(xiz2)) 1 (wiz1, f(mi—1)) z osia x-6w (pokazana jest to na Rysunku 6.4). Metoda

f(x).

(b)

f(x)
o

f(a)

a X1 Xy b

X

Rysunek 6.4: Metoda siecznych.

siecznych wymaga dwéch przyblizen poczatkowych, w kazdym kroku oblicza sie
tylko jedna nowa warto$¢ funkcji. Jak widaé¢ z Rysunku 6.4 kolejne przyblizenia

w metodzie siecznych maja postac:
b—a
f() = f(a)

J)Q—b

7s =22 = (@) 5 S

gy =b— f(b)

Ti—1 — Tg—2

Ty = Tj—1 — f(xi_l)f(xi,ﬂ - f(xi*Q),
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Metode siecznych mozna zilustrowaé przyktadem (A. Bjork, G. Dahlquist). Ma-
my rownanie postaci:
1

f(z) = sin(z) — (595)2. (6.9)

Wybieramy zo = 1, x1 = 2. Naszym zadaniem jest znalezienia pierwiastka a tego
rownania. Zadamy doktadnoéci pieciu cyfr po przecinku. Kolejne wyniki iteracji
pokazane sa w Tabeli 6.1.

Tabela 6.1: Wyniki kolejnych obliczen wyznaczania pierwiastka réwnania (6.9).

n| f () T; —«
01 0,59147 | -0,93

112 -0,090703 | 0,066

2 | 1,86704 | 0,084980 | -0,067

3 1 1,93135 | 0,003177 | -0,0024

4 1 1,93384 | -0,000114 | 0,00009

5 | 1,93375 | 0,000005 | <0,5-10°

Listing 6.2 zawiera kod funkcji szacujacej pierwiastek rownania metoda siecz-
nych.
Listing 6.2: Metoda siecznych.

1 double secant_method(double (*f)(double), double a, double b, unsigned
int n)

{
double x0 = 0.0;
for (unsigned int i = 0; i < n; i++)
{
double f_a f(a);
double f_b f(b);
if (f_a == f_b)
break;
x0 = b - £ b * (b -a) / (f_b - f_a);
a b;
b x0;
}
return x0;

}

© W NG A W N
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Przedstawiona funkcja przyjmuje nastepujace parametry:
e f— wskaznik na jawnie zakodowana funkcje definiujaca réwnanie f(x) = 0;
e a — poczatek przedzialu w ktérym szukane bedzie rozwigzanie;
e b — koniec przedziatu w ktérym szukane bedzie rozwiazanie;
e n — liczba iteracji algorytmu.

Wartoscia zwracang jest obliczony pierwiastek réwnania f(x) = 0. Ze wzgledu na
skonczong dokladnos¢ z jaka reprezentowane sa liczby w komputerach, algorytm
zawiera warunek, ktory konczy iteracje jesli wartosci funkeji dla x;—1 i ;o sa sobie
réwne. Przeciwdziala to dzieleniu przez zero.
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6.4 Metoda Newtona

Metoda Newtona (zwana takze metoda stycznych, lub tez metoda Newtona-
Raphsona) jest elegancka metoda poszukiwania pierwiastka rownania f(z) = 0,
wymaga jednak znajomosci pierwszej pochodnej funkeji f(z). Jezeli zalozymy, ze
punkt ¢ lezy dostatecznie blisko pierwiastka réwnania f(z), to mozemy rozwinaé
f(z) w szereg Taylora w punkcie zo:

(x — 20)?

(@) + (6.10)

f@) = f(wo) + (# = x0) f'(x0) +

Jezeli f(z) jest przyréwnane do zera, to x musi by¢ pierwiastkiem réwnania. Jezeli
uwzglednimy ten fakt i z nieskonczonego rozwinigcia szeregu Taylora weZzmiemy
tylko dwa pierwsze czynniki to mamy réwnosé:

0= f(zo0) + (z — z0) f' (o). (6.11)

Rozwiazanie ze wzgledu na x ma postac:

Tr =g — f/(q,‘o) (612)
" [ (o)
— — Lo

T—x9=0= Flzo)’ (6.13)

Teraz x reprezentuje poprawione oszacowanie pierwiastka réwnania. Ta wartosé
moze zastapi¢ xo w réwnaniu (6.11) dajac lepsze oszacowanie w kolejnym kroku
iteracji. Ogoélna formula we wzorze Newtona moze by¢ zapisana nastepujaco:

flwiz) .
m,z-l,Z,..

Procedura, gdy jest zbiezna jest bardzo szybka. Obliczenia sa zatrzymane, gdy
wyliczona zmiana w wartosci pierwiastka § jest mniejsze niz zalozona wartos$cé, kto-
ra oznaczamy, jako € (dokladno$é). W opisanej metodzie kluczowe znaczenie ma
wybér punktu startowego zo. Mozna pokazaé, ze niewtasciwy wybér punktu starto-
wego okresla kolejny punkt iteracji, ktéry bedzie prowadzil do procesu rozbieznego
(méwimy, ze mamy niestabilny proces obliczeniowy). W praktyce czesto jako punkt
startowy obiera si¢ 0 lub 1.

W interpretacji geometrycznej metody Newtona przyblizamy pierwiastek row-
nania f(z) tworzac ciag liczb utworzonych przez miejsca przeciecia sie stycznych
funkcji z osia « (Rysunek 6.5). Tangens nachylenia krzywej ma postac:

f(xo)

T1 — To

Ty —Tji—1 — 61’ = — ., N. (614)

= f'(xo). (6.15)

tanf =

Na Listingu 6.3 zamieszczony zostal kod funkeji obliczajacej pierwiastek funkcji
za pomoca metody Newtona.
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-
Fxy)

f(xo)

f(x)

f(xy)

Xo X1 X2
X

Rysunek 6.5: Graficzna interpretacja metody Newtona.

Listing 6.3: Metoda Newtona.
1 double newton_method(double (*f)(double), double e, double start,

double h)
2 {
3 double x0 = start;
4 double f_x0 = f(x0);
5 while (std::fabs(f_x0) > e)
6 {
7 double df = (f(x0 + h) - f_x0) / h;
8 x0 -= £_x0 / df;
9 f_x0 = £(x0);
10 }
11 return x0;
12}

Funkcja newton_method zdefiniowana jest dla nastepujacych parametréw:
e f— wskaznik na jawnie zakodowana funkcje definiujaca réwnanie f(x) = 0;
e e — zmienna okreslajaca pozadana dokladnos$é¢ wyniku;
e start — warto$¢ okreslajaca punkt startowy;

e h — wielko$¢ kroku rézniczkowania (wykorzystywana przy obliczeniu pochod-
nej).
Wartoscia zwracana przez funkcje newton_method jest oszacowana wartosé pierwiastka
funkcji f.
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6.5 Poréwnanie oméwionych metod

Niech dane bedzie nieliniowe réwnanie f(z) = 0, posiadajace jedno rozwiazanie
i okreslone jak nastepuje:

1
1 +exp(—2x)

1
/(@) 5 =0, (6.16)
gdzie exp(-) to funkcja eksponencjalna. Rozwiazaniem réwnania jest x = 0. Na
Listingu 6.4 zamieszczono kod programu rozwiazujacego réwnanie (6.16) za pomoca

oméwionych metod.

Listing 6.4: Program testujacy omoéwione metody rozwiazywania rownan nielinio-
wych.

1 #include <iostream>

2 #include <cmath>

3 #include "nonlinear_equations.h"

4

5 double f(double);

6

7 int main()

s {

9 for (int i = 1; 1 < 10; i++)

10 {

11 double x0;

12 bisection(f, -7, 6, 1.0 / std::pow(10, i), x0);
13 std::cout << x0 << " "

14 << secant_method(f, -7, 6, i) << " "
15 << newton_method(f, 1.0 / std::pow(10, i), 1, 0.0601)
16 << std::endl;

17 }

18 return 0;

19 }

20

21 double f(double x)

22 {

23 return 1 / (1 + std::exp(-x)) - 0.5;

24 }

W przedstawionym programie rozwiazanie poszukiwane jest w przedziale [—7; 6],
wyniki programu zostaly umieszczone na Tabeli 6.2.
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Tabela 6.2: Oszacowane rozwiazania réwnania (6.16) dla oméwionych metod nu-

merycznych.

Metoda bisekcji

Metoda siecznych

Metoda Newtona

© 00 O Ui W N |

-0.0175781
-0.00170898
0.000274658
2.67029e-05
-1.19209e-06
-2.98023e-08
1.86265¢-08
-2.56114e-09
8.73115e-11

-0.489815
0.77184
0.00849765

-0.000422561
2.41632e-09

-5.19519e-17

-5.19519e-17

-5.19519e-17

-5.19519e-17

-0.175473
0.000894174
0.000894174

-3.93557e-10

-3.93557e-10

-3.93557e-10

-3.93557e-10

-3.93557e-10

-3.93557e-10







Rozdziat 7

Uktad réwnan liniowych

7.1 Wstep

Uktad réwnan liniowych mozna zdefiniowaé jako zestaw n réwnan z m niewia-
domymi tak, ze rozwigzaniem jest zbiér m liczb spelniajacych wszystkie rownania
z owego zestawu. Oczywiscie taki uktad réwnan moze nie mieé¢ rozwiazania, na-
zywamy go wtedy sprzecznym lub mie¢ nieskonczenie wiele rozwiazan. W formie
symbolicznej uklad réwnan liniowych mozna zapisaé¢ jak nastepuje:

a1 + a2®2 + -+ aimTm = by,
a91T1 + A22T2 + +*+ + A2y T = b27

(7.1)
Ap1Z1 + Q2T + -+ QT = by,

gdzie: zmienne a;; zwane sa wspoélczynnikami, z; to niewiadome, b; to wyrazy wol-
ne,dlai=1,2,...,n, j =1,2,...,m. Taki uklad rownan mozna zapisa¢ w formie
macierzowo-wektorowej:

ailr a2 ... Qim Z1 b1
az1 a2 ... Qa2m €2 by
= . . (7.2)
ap1  Qap2 ... QAnpm T b,
Co mozna zapisac¢ jako:
Az =, (7.3)

gdzie: A = [a;5], z = [z;], b=[b;], dlai =1,2,...,n, j = 1,2,...,m. Jak zostalo
wspomniane taki uktad moze:

e posiadac¢ jedno rozwiazanie, jest to uktad oznaczony;
e posiadac¢ nieskonczenie wiele rozwiazan, jest to uktad nieoznaczony;

e nie posiadaé rozwiazan, jest to uklad sprzeczny.
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Jedli zalozymy n = m to rozwiazanie ukladu réwnan mozna wyznaczy¢ z zalez-
nosci:
x=A"b, (7.4)
gdzie A~! to macierz odwrotna macierzy A. Odwracalno$é macierzy A oznacza, ze
uktad réwnan posiada jedno rozwiazanie — jest oznaczony. Taki sposob rozwiazywa-
nia uktadu réwnan liniowych wymaga znajomosci algorytmu odwracania macierzy.
Innym sposobem na rozwiazanie ukladu réwnan liniowych jest skorzystanie
z wzoréw Cramera:

det A1
T = detA, (75)
det A2
27 et A (7.6)
det A,,
m = s 7.7
T et A (7.7)
gdzie macierz A; : i = 1,2,...,m to macierz powstala z macierzy A w ktérej

zastapiono i-ta kolumne wektorem b. Wzory Cramera oczywiscie maja sens dla
det A # 0.

7.2 Metoda Gaussa

Metoda Gaussa zwana takze metodg eliminacji Gaussa jest algorytmem stu-
zacym do rozwiazywania ukladu réwnan nieliniowych, typu Az = b, gdzie A jest
macierza n X n natomiast x i b wektorami o rozmiarze n elementéw kazdy. Rozwia-
zywany uklad réwnan nalezy sprowadzi¢ do trajkgtnego ukladu réwnan za pomoca
operacji elementarnych, do ktérych mozna zaliczy¢:

e zamiang réwnan miejscami,
e pomnozenie rownania przez stala rézna od zera,
e dodanie badz odjecie od jednego rownania innego.

A wiec uklad réwnan:

ail ai12 AT X1 b1
a1 a2 .. Qo2p i) bg

= )
Anl Ap2 .. Gpp Tn b,

powinno sie sprowadzi¢ do rownowaznego uktadu typu:

ai;p ai2 AT X1 b1
0 az2 . a2y, X9 b2
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za pomoca wymienionych operacji elementarnych. Taki uktad rownan mozna tatwo
rozwiazaé zaczynajac od ostatniego rownania az do pierwszego. Macierz ukladu
rownan liniowych zapisuje sie czesto w formie rozszerzonej o wektor wyrazéw wol-
nych. Aby uzyskaé¢ macierz tréjkatna nalezy zastosowaé przeksztalcenie AF+H! = AF
takie, ze:

k. k k =1,2,...,n,

Y O O N S SO U T S (7.8)
Yk o =k+1,k+2,...,n+1,

ij ij k )

gdzie 7 = n+1 oznacza odwotanie do wektora wyrazéw wolnych. W kolejnym kroku
zaklada sie ze x = b i przeksztalca wektor x zgodnie z zaleznoscia:
Tj — QT4 7 :n,n—l,...,l,

T T T =i+1i+2,...,n

(7.9)
We wzorach (7.8) i (7.9) zaklada sie, ze wspdlczynniki lezace na gléwnej przekatnej
sa niezerowe. Po wykonaniu przeksztalcen (7.8) i (7.9) wektor x bedzie zawieral
rozwiazanie zadanego ukladu réwnan liniowych.

Listing 7.1 zawiera kod funkcji rozwiazujacej liniowy uklad rownan metoda
eliminacji Gaussa.

Listing 7.1: Metoda eliminacji Gaussa.

1 void gaussian_elimination(double **a, double *x, double *b, unsigned

int n)
2 {
3 for (int k = 0; k < n - 1; k++)
4 {
5 for (int i = k + 1; i < n; i++)
6 {
7 al[illk] /= alk][k];
8 for (int j =k + 1; j <n + 1; j++)
9 {
10 if (j == n)
11 b[i] -= a[il[k] * b[k];
12 else a[il[j] -= al[illk] * al[k][j1;
13 }
14 a[il[k] = 0;
15 }
16 }
17 for (int i = n - 1; i >= 0; i--)
18 {
19 x[i] = b[il;
20 for (int j = i + 1; j < n; j++)
21 {
22 if (j == n)
23 x[i] -= b[i]l * x[j];
24 else x[i] -= al[il[j] * x[jl;
25 }
26 x[i] /= alillil;
27 }
28 }

Funkcja gaussian_elimination wymaga przekazania parametréw opisanych na naste-
pujacej lidcie:
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e a — dwuwymiarowa dynamicznie alokowana tablica reprezentujaca macierz
wspoélezynnikéw uktadu réwnan (bez dodatkowej kolumny);

e x — wektor reprezentujacy wyrazy niewiadome, w owym wektorze umieszczone
zostanie rozwiazanie uktadu réwnan;

e b — wektor wyrazéw wolnych;

e n — rozmiar macierzy a (powinna to by¢ macierz kwadratowa) oraz wektoréw
x1 b;

Warto zwroécié uwage, ze pamie¢ dla wektora x powinna by¢ zadeklarowana przed
wywotaniem funkcji oraz, ze elementy macierzy al[il[k] nie musza by¢ zerowane,
gdyz nie wplywa to na rozwiazanie uktadu rownan. Po poczatkowych przeksztalce-
niach wartoéci te nie sa juz wykorzystywane, jednak macierz przekazana jest przez
wskaznik co oznacza, ze jej wartosci beda dostepne dla programisty po wywota-
niu rozwazanej funkcji. Zerowanie elementéw (a[il[k] = 0) sprawia, ze macierz po
wykonaniu funkeji jest trojkatna i rownowazna macierzy przekazanej.

7.3 Przyklad - Metoda Gaussa

Jako przyktad niech dany bedzie uktad trzech rownan zdefiniowany jak naste-
puje:
T1 + 229 + dx3 =1,
2x1 4 bxo + 323 =35, (710)
—2x1 — 4xo + drs = 4.

Macierz tego uktadu wraz z dodatkowa kolumna to:

1 2 5|1
2 5 3|5 |. (7.11)
-2 -4 5|4

Aby sprowadzi¢ ta macierz do postaci schodkowej nalezy do ostatniego wiersza
dodac¢ oraz od drugiego odja¢ dwukrotnos$¢ pierwszego, przez co otrzymuje sie:

12 5|1
01 —7]31]. (7.12)
00 156

Tak zapisana macierz nalezy zapisa¢ w formie uktadu réwnan:

T+ 225 + 523 =1,
T2 — 7:[,‘3 = 3, (713)
].51[,‘3 = 6,
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ktéry nalezy rozwiaza¢ od ostatniego, a wiec:

3 = 0,4, (7.14)
6 45 42 87
p— —_— = — —_— = — = .1
By =347 =+ =15 =58 (7.15)
87 6 174 30
—1-2.2 5.2 120 T . 1
o 5 ° 15 15 15 )6 (7.16)

Na Listingu 7.1 zamieszczono kod programu, ktéry rozwiazuje liniowy uktad
réwnan (7.10) za pomoca eliminacji Gaussa.

Listing 7.2: Program wykorzystujacy funkcje gaussian_elimination do rozwigzania

uktadu réwnan liniowych.

1 #include <iostream>
2 #include
3

4 const unsigned int N = 3;
5

6 int main()

7 {

8 double **a = new double*[N];

"linear_equations.h"

9 for (int i = 0; i < N; i++)

10 a[i] = new double[N];

11 double *b = new double[N];

12 double *x = new double[N];

13 a[0]1[0] = 1; a[0][1] = 2; a[0][2] = 5;
14 a[1][0] = 2; a[1l[1] = 5; a[1l]l[2] = 3;
15 af2]1[0] = -2; a[2][1] = -4; a[2][2] = 5;
16 b[0®] = 1; b[1] = 5; b[2] = 4;

17 gaussian_elimination(a, x, b, N);

18 for (int i = 0; i < N; i++)
19 std::cout << x[i] << " ";
20 std::cout << std::endl;

21 delete [] x;

22 delete [] b;

23 for (int i = 0; i < N; i++)

24 delete [] a[i];
25 delete [] a;

26 return 0;

27 }

Wyjécie programu, a wiec rozwiazanie zadanego ukladu réwnan liniowych, jest
zgodne z przeprowadzonym wczesniej rozwiazaniem analitycznym, czyli: -12.6 5.8

0.4.

7.4 Metoda Thomasa

Metoda eliminacji Gaussa jest algorytmem o zlozonosci, ktéra mozna uznaé za
duza, O(n?). Jesli uktad réwnan, ktéry nalezy rozwigzaé ma specyficzng strukture,
mozna sprobowaé uprosci¢é metode Gaussa, tak aby jej zlozonos¢ byla mniejsza.
Przyktadem tak uproszczonego algorytmu moze by¢ metoda Thomasa, ktora stuzy
do rozwiazywania ukladow réwnan tréjprzekgtniowych i jej zlozonosé jest rzedu

O(n).
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Wspomniany, trojprzekatniowy uktad réwnan liniowych mozna zdefiniowaé jak
nastepuje:

_b1 C1 0 0 0 1T T i [ d1 i
a9 bg C2 0 . 0 X9 d2
0 as b3 C3 . 0 X3 d3
= i . (7.17)
0 0 0 apn-1 buo1 cnaa Tn—1 dp—1
10 0 0 0 an b | [ n | | dn |
Taki uktad réwnan mozna zapisaé jako:
a;Ti—1 + bjx; + c;xip = d, (718)
gdzie: ay = ¢, = 0 oraz i = 1,2,...,n. Algorytm Thomasa sprowadza si¢ do
wyzerowania wspélczynnikéw a; : ¢ = 2,3,...,n, tak aby ostatnie réwnanie bylo

postaci b,x, = d,, co pozwoli wyznaczy¢ x,. Majac dane z,, mozna wyznaczy¢
ZTp—1, OCczywiscie przy zalozeniu a,_; = 0, tak postepujac mozna rozwiazaé caly
uklad réwnan. Rozwazmy réwnanie (7.18) dla ¢ = 1:

bz + crxe = di,

rOwnanie to mozna podzieli¢ przez by, a nastepnie pomnozy¢ przez as i odjac¢ od
réwnania drugiego:

a a
(a2z1 + boxy + cowg = da) — <a2x1 + b—201$2 = b—2d1> .
1 1
Roéwnanie drugie mozna wiec zapisaé jak nastepuje (wspolczynnik as zostal wyeli-
minowany):

by — %Cl To + coxy = do — %dl (719)
bl bl

Réwnanie (7.19) mozna podzielié przez by — (ag/b1)c1, pomnozy¢ przez az i tak
uzyskane rownanie odja¢ od réwnania trzeciego:

a
dy — Z2dy
as b1
(agxe + bxs + czxy = d3) — | asza + —ay T3 = ——q,— |
b2 — —C1 b2 — —C1
b1 b1
otrzymujac trzecie réwnanie postaci:
a
. dy — 3% da
3
by — a3 e | x5+ c3xy = ds — 7&; (720)
b2 — —C1 bg — —C1
bl bl

Na podstawie indukcji matematycznej mozna zapisa¢ rekurencyjng zaleznosé¢ wy-
znaczajaca wspotczynniki b; i d; kazdego z rownan w rozwazanym uktadzie, tak
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aby wspdélczynniki a;, byly rowne zero:

by =bi — Y i i=23,...n, (7.21)
bi—1

di=di— Y di 1 :i=23,... n. (7.22)
bi—1

Przy zerowej warto$ci wspotczynnikow a;, mozna zapisaé rekurencyjna zaleznosé
wyznaczajaca niewiadome rozwazanego uktadu:

dn
Ln = b

n 2
T; = di_bcix’i-‘rl —n—l,n 2, 71 (7 3)

Na Listingu 7.3 zamieszczono kod funkcji rozwiazujacej tréjprzekatniowy uklad
rownan liniowych. Warto zwréci¢é uwage, ze zlozonos$¢ tego algorytmu réwna jest
O(n). Poza tym macierz takiego uktadu réwnan moze by¢ przechowywana w pamie-
ci komputera za pomoca trzech tablic jednowymiarowych, co dodatkowo zmniejsza
zuzycie pamieci.

Listing 7.3: Metoda Thomasa.

1 void thomas_method(double *a, double *b, double *c, double *x, double
*d, unsigned int n)

2 {

3 for (int i = 1; 1 < n; i++)

4 {

5 double 1 = a[i] / b[i - 1];
6 a[i] = 0.0;

7 b[i] -= 1 * c[i - 1];

8 d[i] -= 1 * d[i - 1];

9 }

11 x[n - 1] dn - 1] / b[n - 1];

12 for (int ; =n - 2; i >=0; i--)
13 x[i] = (d[i] - c[i]l * x[i + 11) / b[il;
14 }

Parametry funkcji z Listingu 7.3 okreslone sa jak nastepuje:
e a — wskaznik na tablice zawierajaca wartosci wspolczynnikow a,
e b — wskaznik na tablice zawierajaca wartosci wspolczynnikow b,
e ¢ — wskaznik na tablice zawierajaca wartos$ci wspolczynnikow c,
e x — wskaznik na tablice niewiadomych,
e d — wskaznik na tablice wyrazéw wolnych
e n — rozmiar tablic a, b, ¢, x i d.

Warto zwréci¢ uwage, ze pamieé¢ dla tablicy x powinna byé¢ zaalokowana przed
wywolaniem funkcji thomas_method. Mimo iz tablice a i ¢ moga by¢ rozmiaru n - 1,
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algorytm nie zaklada takiego rozwiazania, zysk w postaci miejsca w pamieci dla
dwdéch zmiennych typu double bylby oplacony skomplikowaniem kodu. W algoryt-
mie zmienne a[0] i c[n - 1] nie sa uzywane i moga mie¢ wartosci dowolne.

Przyklad wykorzystania algorytmu Thomasa mozna znalezé w Rozdziale 2.
gdzie algorytm uzyty jest do rozwiazania ukladu réwnan przy interpolacji metoda
funkcji sklejanych.



Rozdziat 8

Metoda najmniejszych
kwadratow

8.1 Wstep

Rozwazmy ponownie zagadnienie interpolacji funkcji. W Rozdziale 2. przedsta-
wione zostaly metody, ktérych celem jest oszacowanie wartoéci funkcji w punktach
lezacych pomiedzy weztami funkcji, tak doktadnie jak to mozliwe. Co wiecej tego
typu interpolacja wymagala zachowania rownosci funkcji interpolacyjnej z funkcja
interpolowana w wezlach. Takie podejscie nie zawsze jest stuszne, jesli rozwazymy
funkcje zdefiniowana przez pary punktéw z dziedziny i przeciwdziedziny, ktorych
wartosci uzyskane zostaly na drodze eksperymentu. To takie dane zawieraja zwykle
tzw. szum zwiazany z samym pomiarem i innymi czynnikami majacymi wplyw na
przebieg eksperymentu.

Na Rysunku 8.1 przedstawiono przyklad danych zawierajacych szum, gdzie li-
nia prosta to wartosci doktadne. Korzystajac z poznanych juz metod interpolacji
mozna by sprébowaé skonstruowaé¢ wielomian interpolacyjny pasujacy dokladnie
do tych punktéw (np. za pomoca interpolacji Lagrange’a). Jednak taki wielomian
zawieralby szum bedacy czescig tych danych oraz bylby wielomianem wysokiego
stopnia z duza liczba oscylacji. Najprawdopodobniej wartoéci tego wielomianu nie
bedace weztami odbiegalyby znaczaco od wartosci doktadnej interpolowanych da-
nych.

Zmacznie lepsza aproksymacja takiej funkcji bytaby metoda pozwalajaca skon-
struowaé wielomian matego stopnia, ktéry jednoczesnie redukowalby szum. Jesli
zalozymy, ze szum ma charakter losowy, to przyblizenie takich danych bedzie linia
prosta przechodzaca przez ,S$rodek” tych punktdw.

Jesli aproksymowana funkcje oznaczymy przez f(z), a funkcje aproksymujaca
przez g(z), to lokalna odleglo$é pomiedzy tymi funkcjami moze byé zdefiniowana
jak nastepuje:

d(@) = [£(2) - g(a). (8.1)

Jedli zmienna x zadana jest przez dyskretne wartosdci z; : i = 1,2,...,n, to mozna
zada¢ minimalizacji funkcji d(x) w sensie najmniejszych kwadratéw, a wiec mini-
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Rysunek 8.1: Przyklad danych zawierajacych szum.

malizacji funkcji:
n
E=>Y d*(x). (8.2)
i=1
Jesli zalozymy ze funkcja g(x) dana jest przez wielomian m-tego stopnia:
g(z) = ap + a1z + asx® + -+ ama™, (8.3)

to mozna zapisac:

n

B =317 — gladl? = Y lote) — fai) P = D (glws) — F(2)?

i=1

= 5 (a0 + a1ms + a3 + - + apal — f(wi)2 (84)
i=1

Minimalizacja funkcji £ moze byé¢ przeprowadzona przez przyréownanie do zera
pochodnych czastkowych funkcji E wzgledem wspdétezynnikéw a; : 1 =0,1,...,m:

oF
—— =0
a(lo
E
0 ~0,

dar
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oF

o =0 (8.5)

Dowdd prawdziwosci tego stwierdzenia wykracza poza ramy niniejszej pozycji, wiec
nie zostanie przytoczony. Wzory (8.5) daja m + 1 réwnan z m + 1 niewiadomymi
a; :1=0,1,...,m. Rozwazajac pierwsze réwnanie (8.5) mozna zapisac:
OE 0 ) m )
8—(10 = Z(ao—f—alxi—i—agxi + ot amalt — f(z))
i=1

(ag + arz; + azﬂ?? + -t apTyt — f(xi))Q

I
M§ g‘
QJ‘Q)

ag

s
Il
—

2(&0 +a1r; + CLQJ?? + At apTyt — f(xi))

I
NE

-
Il
—

N

Il
M- &l

Il
-

(ap + arz; + agx? + -+ apmal™ — f(a:z)))

2(ao + a1z; + aox? + -+ ama — f(z;))(1)

(2

= nag + (Z%) a; + <fo) ag + -+ <Zm:”> Ay, = Zf(xz)
1=1 =1 i=1 i=1 (86)

W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ réwnanie 0F /day, otrzymujac:

(Z SCi) ap + <Z xf) ay+---+ (Z x?ﬁl) = Z%‘f(%) (8.7)
i=1 i=1 i=1 i=1

Rozwiazujac w podobny sposéb pozostale réwnania otrzymuje sie uktad rownan:

noow@) e . @) ] [a] [ o)
V() D) @l L wE!T) | . W(; f )
vi) W) vl @) | e | 2 [0EH () || (88
Gy @) e@?) o ee) | lam] GG )

gdzie: ¢(-) = Y7, (+). Taki uklad réwnan moze by¢ rozwiazany przy uzyciu metody
eliminacji Gaussa.
8.2 Dopasowanie funkcji liniowej

Jak juz zostalo wspomniane wielomiany relatywnie niskiego stopnia sa naj-
bardziej uzyteczne przy aproksymacji funkcji. Okazuje sig, ze najczedciej uzywana
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funkcja do aproksymacji jest linia prosta. Nawet jesli charakterystyka danych nie
jest liniowa, zawsze mozna przeskalowaé¢ wykres tak aby uzyska¢ liniowg charakte-
rystyke wyznaczanej funkcji (np. za pomoca skali logarytmicznej).

Niech m =1 oraz ¢ (-) = >_1 | (+), réwnanie (8.8) przyjmuje postacé:

b&»i&ﬂﬁ?ﬂﬁ%@ﬂ~ (89)

Mnozac strony réwnania przez macierz odwrotng oraz korzystajac z algorytmu
obliczajacego macierz odwrotna! otrzymuje sie:

{%}_bn wwa{wuwm}

ay (zi) (xF) V(i f(z:))
_ 1 : [ﬁ;/(}ff?)) —?/1(%)} [wﬂ()(fﬁi)g)}
n(x7) — ()2 ¥ (s n TiJ (T
_ 1 [w(xf)d)(f(xi)) - w(xi)w(xif(xi))] . (8.10)
np(x2) — (Y(2:))2 | n(@if(2:) — (@) (f(2:))

Co ostatecznie prowadzi do:

i @) (i f(@a) — oy #) oy @i f (w1))
ny i 7 = (2 i) ’
_onyigwif (@) — O w) (i, f(@i)
nY i i — (s wi)?

Uzyskane w ten sposéb zmienne ag i a; to wspoélezynniki prostej y = a1z + ag
aproksymujacej funkcje f(x) w sensie najmniejszych kwadratow.

Na Listingach 8.1 i 8.2 zamieszczone zostaly definicje typéw strukturalnych oraz
funkcja, obliczajaca za pomoca metody najmniejszych kwadratow wspolezynniki
prostej y = ajx+ag. Warto zwrdci¢ uwage, ze struktura F i XF sg niemal identyczne,
co moglo by sugerowaé, ze mozna je zastapi¢ jedna struktura. Jednak w takiej
sytuacji kod programu musiatby by¢ opatrzony znaczna ilodcia komentarzy, tak
by mozna rozréznié¢ czy struktura przechowuje dane dotyczace wspolczynnikow
prostej lub punktéw. Co wiecej, takie rozwiazanie moglo by generowaé sytuacje
w ktérych mozna by poréwnywacé dane okreslajace punkt i prosta. Oczywiscie nie
ma to wiekszego sensu, dlatego zasadne jest napisanie dwoch struktur danych,
ktére sa niemalze takie same lecz ich przeznaczenie jest inne. Dzigki temu kod jest
bardziej czytelny i tatwiejszy w utrzymaniu.

Listing 8.1: Definicja struktury F i XF.

ap = (8.11)

a . (8.12)

1 typedef struct
2 {

3 double a®, al;
4 } F;

5
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¢ typedef struct
7 {

8 double x, f;
9 } XF;

Listing 8.2: Metoda najmniejszych kwadratow.

1 F least_squares(const XF *xf, unsigned int n)

2 {

3 double sum_x = 0.0;

4 double sum_f = 0.0;

5 double sum_xf = 0.0;

6 double sum_x2 = 0.0;

7 for (int i = 0; 1 < n; i++)

8 {

9 sum_x += xf[i].x;

10 sum_f += xf[i].f;

11 sum_xf += xf[i]l.x * xf[i].f;

12 sum_x2 += xf[i]l.x * xf[i].x;

13 }

14 F f;

15 f.a0 = (sum_x2 * sum_f - sum_x * sum_xf) / (n * sum_x2 - sum_x *
sum_x) ;

16 f.al = (n * sum_xf - sum_x * sum_f) / (n * sum_x2 - sum_X * sum_x);

17 return f;

Funkcja least_squares przyjmuje parametry okreslone jako:
e xf — tablica struktur xF (Listing 8.1);
e n — rozmiar tablicy xf.

W rozwazanej funkcji, w petli, obliczane sg sumy i na ich podstawie, poza petla,
obliczane sa wspdlezynniki prostej regresji (8.11) i (8.12). Wartosci te zwracane sa
w formie typu strukturalnego F, ktérego definicja znajduje si¢ na Listingu 8.1.

8.3 Przyklad - dopasowane funkcji liniowej

Jako przyklad niech dane beda punkty (x;,v;),4 = 0,1,...,n. Zdefiniowane jak
nastepuje:

; =rand(—4,4) + i ,

{x rand(—4,4) + i=0,1,...,n, (8.13)

y; = rand(—4,4) + 2,54

gdzie rand(a, b) zwraca liczbe losowa o rozkladzie réwnomiernym z przedziatu [a; b].
Na Listingu 8.3 zamieszczono program, ktéry generuje punkty w oparciu o (8.13),
dla n = 30, oraz wykorzystuje funkcje least_squares do wyznaczenia wspdlczyn-
nikéw prostej najlepiej dopasowujacej sie do tych danych w sensie najmniejszych
kwadratéw.

Listing 8.3: Program testujacy funkcje z Listingu 8.3.

1 #include <iostream>
2 #include <cstdlib>
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#include <ctime>
#include "least_squares.h"

const unsigned int N = 30;
const double E = 8;

© N o G A W

o int main()

10 {

11 std::srand(std::time(0));
12 XF *xf = new XF[N];

13 for (int i = 0; 1 < N; i++)

14 {

15 xf[i].x = std::rand() / (double)RAND_MAX * E - 0.5 * E + i;

16 xf[i].f = std::rand() / (double)RAND_MAX * E - 0.5 * E + 2.5 * i
17 std::cout << xf[i].x << " " << xf[i].f << std::endl;

18 }

19 F £ = least_squares(xf, N);

20 std::cout << std::endl << f.a® <<
21 delete [] xf;

22 return 0;

23 }

<< f.al << std::endl;

Na Rysunku 8.2 zamieszczono jedne z wynikéw programu z Listingu 8.3. Otrzy-
mane wspOlczynniki to: ag = 1,04265, a1 = 2,48391. Oczywiscie kazde wykonanie
programu da inny wynik ze wzgledu na losowy algorytm generowania punktéw
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Rysunek 8.2: Regresja liniowa za pomoca metody najmniejszych kwadratéw.



Rozdziat 9

Metody Monte Carlo

9.1 Wstep

Rozwdj technologii informatycznych powoduje ciaglte powigkszanie si¢ obszaru
zastosowan obliczen komputerowych — rozwijane sa techniki znane od dziesiecioleci
(na przyktad metody statystyczne) lub tworzone nowe techniki (na przyktad zasto-
sowania logiki rozmytej, algorytméw genetycznych, algorytméw mrowkowych, czy
metod falkowych). Znaczaco rozwinela sie technologia zwana symulacja komputero-
wa. Symulacje komputerowe stosowane sg coraz czesciej, jako metody pozwalajace
budowaé lub weryfikowaé teorie na podstawie danych doswiadczalnych.

Istnieje duza klasa problemoéw, ktore sa dobrze opisane teoretycznie, ale ich
rozwiazanie nie jest mozliwe w rzeczywistym czasie. Przykladem moze by¢ pro-
blem komiwojazera czy zagadnienie energii w ciele stalym (na przyklad obliczenie
energii powierzchniowej wymaga uwzglednienia funkcji falowych przynajmniej 10'°
atoméw tworzacych powierzchnie). Aby otrzymac jakiekolwiek rozwiazanie, do mo-
deli teoretycznych musimy wprowadza¢ daleko idace uproszczenia.

Metody symulacji komputerowych pozwalaja na badanie modeli duzo mniej
uproszczonych.

Technika symulacji komputerowych rozwinela sie obecnie tak, ze w wielu przy-
padkach rezygnuje sie z wykonywania kosztownych do$wiadczen na rzecz tzw. eks-
perymentéw komputerowych. Przyktadem moga byé symulacje zachowan sie sa-
molotu podczas lotu. Zamiast budowaé kosztowne modele i wykonywaé¢ badania
w tunelach aerodynamicznych, istotne dane techniczne otrzymuje sie wytacznie na
podstawie symulacji komputerowych.

Symulacja komputerowa jest algorytmiczng metodq wykonywania eksperymen-
tow przy pomocy komputerow na modelach dynamicznych rozwazZanych systemouw.

System definiujemy, jako zbiér powiagzanych ze soba obiektow, kazdy obiekt
scharakteryzowany jest wybranymi wielko$ciami. Kazda interesujaca nas wielkosé
charakteryzowana jest skonczonym zbiorem zmiennych. Wartoéci zmiennych w sy-
mulacjach komputerowych tworza skonczony i dyskretny zbiér. W mechanice kla-
sycznej operujemy funkcjami ciaglymi i nieskonczonymi, w symulacjach komputero-
wych zawsze mamy do czynienia z funkcjami dyskretnym i skonczonymi. Konkrety
stan rozwazanego systemu okreslamy, jako zbiér wartosci wybranych zmiennych.
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Zmiane wybranego stanu systemu symulujemy zmieniajac zbior wartosci wybra-
nych zmiennych. Zmiane stanu systemu nazywamy zdarzeniem.

W celu wykonania symulacji komputerowych postepujemy w nastepujacy spo-
sob:

e Okreslamy problem do rozwiazania.

Ustalamy system.

Budujemy model.

Przygotowujemy odpowiednie dane.

e Tworzymy algorytm i kodujemy program komputerowy.

Wykonujemy serie eksperymentow komputerowych.
e Interpretujemy otrzymane wyniki.

Istnieje wiele metod symulacji komputerowych. Ten rozdzial naszego skryptu w
calodci poswiecony bedzie popularnej metodzie symulacji za jaka uwaza si¢ techni-
ke (metode) Monte Carlo. Metode Monte Carlo okreslamy, jako metode polegajgcg
na generowaniu zmiennych losowych w celu oszacowania parametrow ich rozkladu.
7Z historycznego punktu widzenia, warto powola¢ sie na nowatorska prace A. Halla
(,On an experiment determination of 77, Messeng. Math. (1873), nr 2, str. 113-
114). Autor tej pracy uwazany jest za twoérce idei wykorzystania zjawisk losowych
do wykonania obliczen. W cytowanej pracy Hall zaproponowal sposéb szacowania
wartosci liczby m. Istota metody byl zaprojektowany odpowiednio eksperyment:
z okreslonej wysoko$ci upuszczano igle na plaszczyzne kartki papieru odpowied-
nio poliniowanej. Upadajaca igla mogta przeciaé¢ linie lub nie. Eksperymentator
musial policzy¢ ile razy igla przetnie linie. Prawdopodobienstwo wystapienia zda-
rzenia wyraza sie za pomoca liczby 7, nalezy, zatem oszacowaé to prawdopodo-
bienstwo. W czasie publikacji artykutu, eksperyment mozna bylto wykonaé tylko
recznie. Obecnie, opisany eksperyment mozemy symulowaé, korzystajac z pomo-
cy komputera. W literaturze przedmiotu opisany eksperyment Halla nosi nazwe
zadania Buffona. W 1944 roku John von Neumann zaproponowal wykorzystanie
rachunku prawdopodobienstwa i metod statystyki matematycznej do rozwiazywa-
nia zadan matematycznych wykorzystujac komputery.

Formalnie za twércow metody Monte Carlo uwaza sie Metropolisa i Ulama, kto-
rzy opublikowali pionierska prace na temat tej metody (N. Metropolis, S. Ulam,
»~The Monte Carlo Method”, J. Amer. Stat. Assoc. (1949), nr 247, str. 335-341).
Stanistaw Ulam byl polskim matematykiem, tuz przed druga wojna $wiatows wy-
emigrowal do Ameryki. Praktyczne stosowanie metody Monte Carlo polega na wy-
konaniu nastepujacych zadan:

e Nalezy wygenerowac zmienna losowa o danym rozkladzie prawdopodobien-
stwa.

e Nalezy skonstruowa¢ model probabilistyczny dla realnych systeméw.

e Nalezy przeprowadzi¢ estymacje statystyczna.
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9.2 Generatory Monte Carlo

Liczby losowe sa bardzo przydatne w symulacjach komputerowych, testowaniu
programoéw, w tworzeniu gier. Jezyki programowania, takie jak na przyklad jezyk
C czy jezyk C++ dostarczaja odpowiednich narzedzi do tworzenia liczb, ktére za-
chowuja sie jak liczby losowe. Prawdziwe liczby losowe otrzymamy rzucajac kostka
szescienna, w komputerze, korzystajac z odpowiednich algorytméw mozemy two-
rzy¢ jedynie tzw. liczby pseudolosowe. Funkcje, dzieki ktérym otrzymujemy liczby
pseudolosowe nosza nazwe generatorow liczb pseudolosowych.

Istnieje wiele algorytméw realizacji programowej generatoréow liczb pseudoloso-
wych. Najczesciej badane i uzywane to:

e Generatory liniowe kongruentne (ang. linear congruential generators).

e Generatory multiplikatywne liniowe kongruentne (ang. multiplicative linear
congruential generators).

Generatory Fibonacciego (ang. Fibonacci generators).

Generatory oparte na rejestrach przesuwnych (ang. shift register generators).
e Generatory kombinowane (ang. combination generators).

Generatory Monte Carlo produkuja ciagi liczb losowych. W wiekszosci przypad-
kow kolejna liczba pseudolosowa z; 41 jest funkcja wezesniej wygenerowanej liczby
pseudolosowej:

Tit1 = f(xivxifla cee 7$1)~ (9-1)

Bardzo popularny w zastosowaniach jest generator liniowy kongruentny. Jest to
generator postaci:

xip1 = (a;x; + asxi—1 + -+ + agxi—g+1 +c¢) mod m. (9.2)

Gdzie wspoélczynniki a, ¢ 1 m sa ustalonymi liczbami calkowitymi. Wystepujacy we
wzorze symbol a mod b czytamy: a modulo b, oznacza on reszte z dzielenia a przez
b. Jezeli k = 1, to mamy nastepujacy wzor:

241 = (ax; +¢) mod m (9.3)

Wszystkie wartosci w powyzszym wzorze przybieraja wartosci caltkowite. Tego typu
generator zostal zaproponowany w 1951 roku przez Lehmera, w skrocie oznaczany
jest, jako generator LCG. Znajac wartosci poczatkowe ciagu liczb pseudolosowych
xp oraz a i ¢ mamy wyznaczony ciag nieskonczony. W praktyce generowany kom-
puterowo ciag liczb jest okresowy. Maksymalna diugo$é okresu tego generatora
wynosi m. Jezeli w generowanym ciagu jakas liczba pojawi sie drugi raz, to dalszy
ciag bedzie powtérzeniem poprzedniego. Okres generowanych liczb moze by¢ rézny,
nie moze by¢ on jednak zbyt krotki. Jezeli okres jest krétki, to wtedy liczby:

T
Ui:_a
m
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beda zbyt rzadko wypelnialy przedzial (0, 1) i taki algorytm nie moze by¢ wykorzy-
stywany jako generator liczb pseudolosowych o rozkladzie réwnomiernym u(0, 1).
Generator LCG jest dosé dobrze zbadany, znamy twierdzenie o jego maksymalnym
okresie. Niech generator LCG ma okreslone wartosci m, a, ¢ i xg. Generowany ciag
liczbowy ma okres réwny m wtedy i tylko wtedy, gdy:

e ¢ im nie maja wspélnych dzielnikow,

e b =a—1 jest wielokrotnoscia kazdej liczby pierwszej p, ktéra jest dzielnikiem
liczby m,

e b jest wielokrotnodcia 4, o ile m jest tez wielokrotnoscia 4.

Zestawem dobrych parametréw generatora sg nastepujace wartosci:
a=69069,c=1,m = 232

Generatory liczb pseudolosowych zawsze wyprodukuja ciag liczb okresowy. Diu-
gos¢ takiego okresu zalezy od implementacji. Nalezy jednak pamietac¢, ze do obli-
czen i symulacji wybieraé¢ nalezy krétkie, w poréwnaniu z dtugoécia okresu, czesci
calego ciagu.

Konstrukcja generatora liczb pseudolosowych jest prosta. Nalezy pamietac je-
dynie o zakresach typow uzytych do przechowywania liczb. Najczesciej generuje
sie liczby caltkowite, stosujemy wtedy typ unsigned long int. Przenosna wersja ge-
neratora liczb pseudolosowych moze mie¢ nastepujaca postaé przedstawiona na
Listingu 9.1.

Listing 9.1: Prosty generator LCG.

#include<iostream>

1

2 #include<cstdio>

3

4 const int N = 10; // ilosc wygenerownych liczb
6 unsigned long int psrand();

7

s int main()

9 {

10 for (int i = 0; 1 < N; ++1i)

11 std::cout << psrand() << std::endl;
12 return 0;

13}

15 unsigned long int psrand()

16 {

17 static unsigned long int seed = 1;
18 seed = seed * 1103515245 + 12345;
19 return (seed/65536) % 32768;

20 }

Funkcja psrand() generuje liczby pseudolosowe. Kolejna liczba pseudolosowa genero-
wana jest z poprzedniej. Warto$¢ poczatkowa musi by¢ podana przez uzytkownika.
W naszym przypadku jest to wartos¢ réwna jeden. Ta liczba poczatkowa nosi nazwe
wziarno” (ang. seed). Poniewaz ziarno musi by¢ pamietane, nalezy uzy¢ zmiennej
statycznej:



9.2. Generatory Monte Carlo 87

1 static unsigned int seed = 1;

Funkcja psrand() zwraca liczbe z zakresu od 0 do 32767. Uruchomieniu programu
daje nastepujacy wynik:

16838
5758
10113
17515
31051
5627
23010
7419
16212
4086

© 0 N e oA W N =
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Na pierwszy rzut oka liczby te wygladaja na przypadkowe. Ponowne uruchomienie
generatora powoduje otrzymanie takich samych liczb. Jest to oczywiste, poniewaz
liczby otrzymywane sa na podstawie operacji arytmetycznych:

1 static unsigned long int seed = 1;
2 seed = seed * 1103515245 + 12345;
3 return (seed/65536) % 32768;

Latwo zauwazy¢, ze otrzymamy inne wyniki, gdy zmienimy wartos¢ poczatkowa
ziarna, np. zmieniajac jeden na pigc:

1 static unsigned int seed = 5;

Po uruchomieniu generatora, poczatkowe liczby wygladaja nastepujaco:

18655
8457

10616
31877
10193
25964
18104
23667
32572
19560

© 0w N G A W N

-
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Generatory liczb pseudolosowych maja wbudowane mechanizmy pozwalajace
nadaé¢ ziarnu dowolna wartos¢. W powaznych symulacjach wymagane sa genera-
tory liczb pseudolosowych o doskonatych parametrach, szybkie i o dtugim okresie.
Istnieje bogata literatura na ten temat. Do celéw testowych kazda implementacja
jezyka C/C++ zawiera funkcje biblioteczne stuzace do generacji liczb pseudoloso-
wych. Czesto zamiast generatora LCG korzystamy z generatora multiplikatywnego
liniowego kongruentnego, zwanego w skrocie MLCG. Jest on znacznie szybszy niz
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generator LCG. Nalezy pamietaé, ze generator MLCG nie produkuje zera. Okre-
sy generatorow MLCG w typowych przypadkach sa krétsze niz generatoréw LCG.
Jezeli we wzorze (9.3) parametr ¢ = 0, to otrzymamy wzor na kolejna liczbe pseu-
dolosowa;:

x; = (az;) mod m, (9.4)

Okres tego generatora nie moze przekraczaé¢ m. Jezeli na przyklad:

m = 2L,
to okres tego generatora nie przekracza wartosci 272, W przypadku gdy m jest
liczba pierwsza to maksymalny okres generatora multiplikatywnego jest réwny m —
1. Jezeli stala m = 2L, generator osiaga maksymalny okres wtedy, gdy xg jest liczba
nieparzysta oraz:
a=3 mod8luba=5 mod 8.

Historyczny generator RANDU (jeden z pierwszych) implementowany na maszy-
nach IBM360/370 osiagal maksymalny okres dla nastepujacych parametréw:

a=2" 43 m=2% (9.5)

W symulacjach komputerowych chcemy, aby okresy generatoréw bylo wystarcza-
jaco dlugie. Aby zwiekszy¢ okres generatorow liczb pseudolosowych korzystamy
z nastepujacego wzoru obliczeniowego:

z; = (@xi g +---+arxi) modm, (9.6)

Gdzie r > 1,a, # 0. Okresem generatora jest najmniejsza liczba dodatnia, dla
ktérej mamy:
(oy vy Tpe1) = (Tx, -+ ooy Tagr—1), (9.7)

Jezeli r = 2,a; = ap = 1, wtedy otrzymujemy tzw. generator Fibonacciego:
x; = (i—1 + z,-2) mod m. (9.8)

Widzimy, ze we wzorze nie ma mnozenia, generator tego typu jest bardzo szybki.
Przypominamy, ze ciag rekurencyjny postaci:

fi=fici+ fia 11> 2,
opublikowal wloski matematyk Fibonacci w 1202 roku, od jego nazwiska nazywamy
opisany generator.

Jak juz méwiliSmy, generatory zazwyczaj produkuja liczby catkowite x;. W za-
stosowaniach standardem jest generator o rozkladzie rownomiernym, to znaczy
liczby pseudolosowe znajduja sie w przedziale (0,1). Typowo, taki ciag mozemy
otrzymaé przy pomocy normalizacji:

T,
n=— 9.10
" m (9.10)
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Liczby pseudolosowe mozemy wygenerowaé w dowolnym przedziale wykonujac ska-
lowanie generatora U(0,1):

RNy = (MAX — MIN)RN + MIN (9.11)

M AX oznacza maksymalna zadang liczbe, M I N oznacza minimalna zadana liczbe,
RNcq; jest skalowana liczbg pseudolosowa, RN jest liczba pseudolosowa produko-
wang przez generator réwnomierny U(0,1). W zasadzie nie dysponujemy pelna
teoria generatoréw liczb pseudolosowych, stad wybér najlepszych parametrow jest
oparty na wieloletnim dos$wiadczeniu i intuicji. W Tabeli 9.1 pokazano rekomen-
dowane parametry generatoréow liniowych. W literaturze przedmiotu znajdziemy

Tabela 9.1: Polecane parametry generatoréw liniowych.

a b|ec

69069 1] 2%
16807 0123 -1
630360016 | 0 | 231 —1
397204094 | 0 | 231 —1
410092949 | 0 | 232
742938285 | 0 | 231 —1
1099087573 | 0 | 232
40692 0 | 231 —249

polecane generatory, posiadajace dobre wladciwosci:
o v, = (1176x,_1 + 1476x,,_o + 17762, _3)mod(23% — 5),
o 1, =213(xy_1 + Tp_o + Tn_3)mod(23? — 5),
o 2, = (1995, 1 + 1998, 5 + 2001z, _3)mod(23° — 849)

Wymienione generatory posiadaja dtugi okres rzedu m3 — 1.

W powaznych symulacjach wymagane sg generatory liczb pseudolosowych o do-
skonalych parametrach, szybkie i o dlugim okresie. Istnieje bogata literatura na
ten temat. Do celéw testowych kazda implementacja jezyka C/C++ zawiera funk-
cje biblioteczne stuzace do generacji liczb pseudolosowych. W pliku nagtowkowym
cstdlib znajduja sie funkcje, makra i stale zwiazane z produkowaniem liczb pseu-
dolosowych:

e randQ),
® srand(),

® RAND_MAX.

9.2.1 Generator liczb pseudolosowych rand()

Bardzo wygodnym i bardzo czesto uzywanym do najrozmaitszych zadan gene-
ratorem liczb pseudolosowych jest biblioteczny generator rand(). Deklaracja gene-
ratora jest nastepujaca:
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1 int rand();

W wyniku wywolania generatora zwracana jest liczba pseudolosowa z zakresu od
0 do RraND_MAX. Stala RAND_MAX jest zdefiniowana w pliku cstdlib i jej warto$é jest
zalezna od implementacji, jednak zwykle jest réwna INT_MAX (najwickszej mozliwej
liczbie typu int).

Listing 9.2: Generator liczb pseudolosowych — randQ

#include<cstdlib>
#include<iostream>

int main(Q)
{
for(int i = 0; i < 10; i++)
std::cout << std::rand() << std::endl;
return 0;

© W N O U oA W N =

}

Wynik programu zalezy od kompilatora i komputera na ktérym zostanie urucho-
miony. Po uruchomieniu programu na komputerze autoréw mamy nastepujacy wy-
nik:

1804289383
846930886
1681692777
1714636915
1957747793
424238335
719885386
1649760492
596516649
1189641421

© W N e U R W N =
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Widzimy, ze liczbe losowa otrzymamy przez proste wywotanie funkcji:

1 std::rand () ;

a wartosci wytwarzane bezposrednio przez rand() sa zawsze w zasiggu:
0 < std::rand() < RAND_MAX

Bardzo czesto potrzebujemy innego zakresu generowanych liczb, np. przy symulacji
rzutéw kostka szescienng otrzymujemy tylko liczby 1, 2, 3,4, 51 6. Aby wygenerowaé
zadany zakres liczb, nalezy dokonaé skalowania:

1 a + std::rand() % b;

a jest wartoscia przesunigcia, b jest czynnikiem skalowania (jest réwny szerokosci
zakresu kolejnych liczb calkowitych). Aby symulowaé rzut kostka sze$cienng nasze
skalowanie ma postac:
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1 1 + std::rand() % 6;

Gdy chcemy mie¢ zakres liczb pseudolosowych od 0 do 99 to uzywamy instrukcji:

1 std::rand() % 100;

9.2.2 Inicjalizacja generatora liczb pseudolosowych srand()

Jak juz wiemy, proste uruchamianie generatora liczb pseudolosowych daje w wy-
niku taki sam ciag liczb. Dzieje sie tak, dlatego, ze generator startuje zawsze z tej
samej wartodci ziarna. Jezeli bedziemy zmieniali ziarno, bedziemy mogli otrzymy-
waé rézne ciagi liczbowe. W jezyku C/C++ jest specjalny mechanizm do zmiany
ziarna generatora rand(). Stuzy do tego funkcja srand(). Deklaracja funkcji srandQ
jest nastepujaca:

1 void srand(unsigned int seed);

Funkcja srand() potrzebuje odpowiedniego parametru. W tym celu wykorzystano
zegar systemowy. Biblioteka C++ zawiera funkcje time(), ktora zwraca czas syste-
mowy. Zwracana wartos$c¢ jest liczba i jej wartos¢ zmienia sie w czasie. W programie
symulujacym rzuty kostka szescienna przez dwoch graczy wykorzystalismy funkcje
srand() i zegar systemowy.

Listing 9.3: Liczby pseudolosowe.

1 #include<cstdlib>

2 #include<ctime>

3 #include<iostream>

4

5 int main()

6 {

7 std::srand(std::time (NULL));
8 for(int i = 0; i < 4; i++)
9

{

10 std::cout << "rzut " << i + 1 << ": "

11 << 1 + std::rand() % 6 << " "

12 << 1 + std::rand() % 6 << std::endl;
13 }

14 return 0;

15 }

Po uruchomieniu programu mamy nastepujacy wynik:

1 rzut 1: 1 4
2 rzut 2: 2 1
3 rzut 3: 6 1
4 rzut 4: 6 4
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Petla for powtarzana jest cztery razy, za kazdym razem losowane sa dwie liczby
pseudolosowe z zakresu od 1 do 6. Kazdorazowo po uruchomieniu programu otrzy-
mamy inny wynik — mamy rzeczywista symulacje gry w kosci. Za kazdym razem
zmienia sie ziarno w generatorze rand(). Ta sytuacje powoduje uzycie wyrazenia
takiego jak:

1 std::srand(std::time(NULL));

Funkcja srand() jest wywolywana tylko raz w programie, aby da¢ pozadany rezul-
tat losowy. Nie ma potrzeby wywolywania jej wielokrotnie. Do programu nalezy
wlaczy¢ plik nagltéwkowy ctime, w ktorym umieszczona jest funkcja timeQ).

9.2.3 Ustalanie zakresu generowanych liczb pseudolosowych

W wielu przypadkach potrzebujemy liczb pseudolosowych z konkretnego zakre-
su. Jak juz wiemy najbardziej uniwersalnym sposobem generowania takich liczb jest
uzycie funkeji rand(). Funkcja ta dostarcza liczbe calkowita z przedzialu [0;RAND_MAX].
Stala raND_MAX powinna by¢ nie mniejsza niz maksymalna wartos¢ liczby typu int,
czyli 32767. Aby otrzymaé liczbe pseudolosowa z przedziatu [0; 1] nalezy wygenero-
wang przez rand() liczbe podzieli¢ przez RaND_MAX + 1. Taka liczbe nalezy pomnozy¢
przez n + 1, aby otrzymac liczbe z przedziatu [0;n]. Mamy trzy przypadki:

e rand() — [0;RAND_MAX],
e rand()/ (RAND_MAX + 1) — [0;1],
e rand()/ (RAND_MAX + 1)(n + 1) — [0;n].

Praktyczna realizacja generatora liczb pseudolosowych z zakresu [0; 1] pokazana
jest na Listingu 9.4. Generowanie liczb pseudolosowych wykonywane jest za pomoca
funkcji rg_10. Funkcja rg_10 jest typu double i nie ma parametréow wejsciowych —
zakres generowanych liczb zawsze jest w przedziale [0;1]. Ta funkcja wykorzystuje
funkcje srand(), aby losowanie bylo zmienne w czasie (ziarno obliczane jest na
podstawie wskazan zegara systemowego).

Listing 9.4: Liczby pseudolosowych z zakresu [0; 1].

#include<cstdlib>
#include<iostream>
#include<ctime>

double rg_1Q);

int main(Q)

{
for (int i = 0; 1 < 20; i++)

std::cout << rg_1() << std::endl;

return 0;

}

double rg_1Q)

{

15 static int flag = 1;

16 if (flag)

17 {

© W N e oA W N =

e e
I O .
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18 std::srand(time (NULL));

19 flag = 0;

20 }

21 return std::rand() / (double) (RAND_MAX + 1.0);
22 }

Praktyczna realizacja generatora liczb pseudolosowych z zakresu [0;n] pokazana
jest na Listingu 9.5. Generowanie liczb pseudolosowych wykonywane jest za pomoca
funkcji rg_n(. Funkcja rg_n() ma jeden parametr — zakres generowanych liczb. Ta
funkcja wykorzystuje funkcje srand0), aby losowanie bylo zmienne w czasie (ziarno
obliczane jest na podstawie wskazan zegara systemowego). Program wyswietla 20
liczb pseudolosowych z zakresu podanego przez uzytkownika.

Listing 9.5: Liczby pseudolosowych z zakresu [0;n].

#include<cstdlib>
#include<iostream>
#include<ctime>

const int N = 10;

int rg_n(int);

© 0 N o G A W N

int main(Q)
{
for (int i = 0; 1 < 20; i++)
std::cout << rg_n(N) << std::endl;
return 0;

}

R e e
I U

15

16 int rg_n(int n)

17 {

18 static int flag = 1;
19 if (flag)

20 {

21 std::srand(std::time (NULL));

22 flag = 0;

23 }

24 return rand() / (RAND_MAX + 1.0) * (n + 1);
25 }

9.3 Testowanie generatoré6w Monte Carlo

Gléwnym zadaniem w konstruowaniu generatoréw Monte Carlo jest otrzymanie
sekwencji liczb, ktére sa losowe. Powstaje pytanie jak sprawdzié, czy wyproduko-
wany przez generator Monte Carlo ciag liczbowy zachowuje sie jak ciag liczb loso-
wych. Przyjmuje sie, ze generator jest uznany jako dobry, gdy pomyslnie przejdzie
odpowiednio skonstruowane testy.

Wygenerowana sekwencja liczb aby byla uzyteczna, musi mie¢ odpowiednia
dlugosé, nalezy zatem sprawdzi¢ dlugos$é (okres) wygenerowanego ciagu.

Jedynym sposobem ustalenia czy generator dobrze produkuje liczby pseudoloso-
we jest poddanie go serii testow. Jednym z wazniejszych testéw jest test widmowy.
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Jest to bardzo prosty test. Z wygenerowanego ciagu liczb wybieramy kolejne pary
sasiednich liczb:
(Tp, Tpt1) :n=0,1,...,k—1,

gdzie liczba k jest réwna dlugosci okresu. Nastepnie pary liczb (zg, xg41) trak-
tujemy jako wspélrzedne punktu na plaszczyznie. Wyswietlenie tych punktéw na
przyklad na ekranie monitora, pozwala stwierdzi¢ czy, nie wystepuje zjawisko gru-
powania si¢ punktéw, co $§wiadczy o zlej jakosci generatora. Podstawowymi testami
sg testy statystyczne. Znamy wiele takich testéw, najwazniejsze z nich to:

e Test $redniej arytmetycznej.

e Test czestosci.

Test przerw.

Test serii.

Test kombinatoryczny (test pokerowy).
e Roézne zadania kontrolne.

Jezeli mamy ciag liczbowy:
L1,T2,.-.5Tn,

to érednia z tego ciagu wyraza sie wzorem:

En:x (9.12)

Jezeli wszystkie wartosci liczb pseudolosowych sa niezalezne oraz maja rozktad
réwnomierny na przedziale (0,1), wtedy warto$é oczekiwana $redniej jest réwna
0,5.

Zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym, dla duzych n, zmienna losowa
jaka jest wartos¢ érednia T ma rozklad normalny:

Ty =

S|

1 1
N| =, —
(2 \/12n>
Statystyka:
U=(z-0,5)V12n, (9.13)

ma rozklad normalny N(0,1). Postepujac zgodnie z zasadami testowania hipotez
statystycznych, nalezy z tablic rozkladu normalnego N (0,1) wyznaczy¢ taka war-
tos¢ u,, aby dla zalozonego poziomu istotnosci « zachodzita rownosé:

P{|U| > ua} = a. (9.14)

Mamy do czynienia z dwustronnym obszarem krytycznym, zatem warto$¢ u, okre-
sla warto$¢ U takich, ze mamy warunek:

Ul > ua. (9.15)
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Jezeli przyjmiemy, ze o = 0,05 to z tablic rozkladu normalnego mamy wartosc¢
uq = 1,96. Obszar krytyczny jest, zatem okreslony nastepujaco:

(—o00; —1,96] U [1, 96, c0).

Aby sprawdzi¢ hipoteze o wartosci $redniej nalezy obliczy¢ statystyke w i sprawdzié,
czy znajduje sie ona w obszarze krytycznym, tzn. czy:

lu| > uq.

Weryfikujac hipotezy czesto postugujemy sie testem chi-kwadrat zgodno$ci roz-
ktadu. W testach zgodnosci chi-kwadrat, hipoteza styczna ma postaé: zmienna
losowa X ma rozklad prawdopodobienstwa o dystrybuancie F. Niech a i b beda
takimi liczbami, ze:

F(a)=0AF(b) =1. (9.16)

Oznaczmy symbolem a rozbicie zbioru warto$ci zmiennej losowej X i niech:
a=a1 <as <---<ap=>hb. (9.17)
Oznaczmy symbolem p prawdopodobienstwa, takie, ze:
P={ai1 <X <a},i=12,..., (9.18)

Nastepnie oznaczmy przez n; liczbe takich elementéw X ciagu X3, Xo, ..., X,,
ktére spelniaja warunek:
a1 < X < a;. (919)

Statystyka testu nazywanego chi-kwadrat (y?) jest:

“ (ni — np;)?
Xig =) ———, (9.20)

D
i=1 pi

gdzie k jest liczba klas, p; jest prawdopodobienstwem przyjecia przez zmienna
losowa X wartosci z i-tej klasy, n; jest liczebnoscia i-tej klasy. Dla duzych n sta-
tystyka (9.20) ma rozklad chi-kwadrat o k& — 1 stopniach swobody. Zerowa warto$é
x? oznacza doskonaly generator, duza warto$é¢ oznacza, ze nasza hipoteza nie jest
prawdziwa.

Weryfikacje hipotezy o réwnomiernoéci rozktadu liczb pseudolosowych otrzy-
manych z badanego generatora mozna przeprowadzi¢ sprawdzajac rownomiernosé
rozkladu cyfr na poszczegdlnych pozycjach. Do testow nalezy wyznaczy¢ wartos$é

statystyki:

10 10 n
2= = —)2. 21
B =5 2= ) (921)

W tym wzorze [; jest liczba wystapien cyfry ¢ na danej pozycji. Otrzymang na pod-
stawie powyzszego wzoru wartos¢ nalezy poréwnac z wartoscia krytyczna otrzyma-
na z tablic rozktadu x? (dla ustalonej liczby swobody k — 1 i poziomu istotnosci a).
W omawianym przykladzie, wartosé krytyczna wynosi 16,92 (dla k =9 i o = 5%).
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Test czestosci jest bardzo dobrym testem, pozwala na przyktad okreslic ile razy
kazda cyfra dziesietna (0,1,2,...,9) wystepuje na zakladanej pozycji. Mozemy na
przyklad postawi¢ pytanie ile razy cyfra 3 pojawia si¢ na drugim miejscu. Mozemy
takze postawi¢ pytanie — ile liczb wyprodukowal generator w zadanym przedziale.
Jezeli mamy generator o rozkladzie réwnomiernym na przedziale (0, 1) to mozemy
zapytac sie ile liczb znalazlo sie w przedziale 0.0 — 0.1, ile w przedziale 0.1 — 0.2,
itd.

Oméwimy praktycznie taki test. Pewien generator wyprodukowal 1000 liczb
(7 cyfr znaczacych). Analiza czestosciowa dala wynik zamieszczony w Tabeli 9.2.
W przypadku idealnego generatora, w kazdym przedziale powinno by¢ 100 po-

Tabela 9.2: Przykladowy wynik testu czestosci.
Przedziat | Iloé¢ liczb
0,0-0,1 |99
0,1-02 | 114
0,2-0,3 | 100
0,3-0,4 | 126

04-05 |95
0,5-0,6 |85
0,6 0,7 | 100
0,7- 08 | 89
0,8-0,9 |82

09-1,0 | 110

wtorzen. Poniewaz liczby sa losowe, musimy przeprowadzi¢ analize statystyczna
otrzymanych wynikéw. Zastosujemy test y2. Statystyka ma postaé:

X => w. (9.22)

i=1
Wykonujac powyzsze sumowanie otrzymujemy nastepujacy wynik:
x2 = 16, 680. (9.23)

Mamy 9 stopni swobody. Z tabel statystycznych mamy, ze dla 9 stopni swobody i
5% przedziatu ufnosci x? ma wartoéé 16,92. Poniewaz obliczona wartosé statysty-
ki dla liczb wyprodukowanych z naszego generatora ma warto$¢ 16,68, czyli jest
mniejsza niz warto$¢ odczytanej z tabel, hipoteza o rozkladzie jednorodnym jest
zaakceptowana.

Jakosé generatoréw liczb pseudolosowych sprawdzamy takze przy pomocy te-
stow kombinatorycznych. Jednym z takich testéw jest test pokerowy. Ten test na-
lezy do grupy testow niezaleznosci.

Test generatora réwnomiernego na przedziale (0,1) rozpoczynamy, od prze-
ksztalcenia ciagu liczb pseudolosowych {z;} na ciag {y;} w taki sposob, ze y; jest
pierwsza cyfra po przecinku liczby x;. Zatem nasz nowy ciag sktada sie wylacznie
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z cyfr 0,1,2,...,9. Tak otrzymany ciag dzielimy na grupy 5 cyfr:

(Y0, Y1, Y2, Y3, Y4, Ys)s (Y6, Y7, Y8, Y9, Y10)5 - - - - (9.24)

Mozemy wyr6zni¢ kombinacje zaprezentowane w Tabeli 9.3 (w nawiazaniu do po-
pularnej gry w karty o nazwie poker). Test polega na sprawdzeniu, czy wystepujace

Tabela 9.3: Wyroéznione kombinacje.

Nr | Sekwencja | Opis P (sekwencja)

1 abcde Kazda liczba jest inna (bust). 0,3024

2 aabcd Dwie liczby identyczne, pozostale rézne (pa- | 0,5040
ra).

3 aabbc Dwie pary identycznych liczby (dwie pary). | 0,1080

4 aaabc Trzy identyczne liczby, pozostale sa rézne | 0,072
(tréjka).

5 aaabb Trojka i para. 0,009

6 aaaab Cztery spoérdéd pieciu liczb sa identyczne | 0,0045
(czworka).

7 | aaaaa Wszystkie liczby sa identyczne (piatka). 0,0001

kombinacje tworzone z liczb pseudolosowych nie odbiegaja znacznie od teoretycz-
nych warto$ci — musimy sprawdzi¢ hipoteze o rozkladzie.

Rozklad réwnomierny na przedziale (0,1) jest podstawowym rozkladem stoso-
wanym w obliczeniach komputerowych. W symulacjach komputerowych zjawisk fi-
zycznych, zjawisk chemicznych, badaniach ekonomicznych i innych praktycznie po-
trzebujemy generatoréw liczb pseudolosowych o innych rozktadach niz réwnomier-
ny. W teorii pomiaréw fizycznych wazna role odgrywa rozklad normalny (Gaussa),
mierzone wartosci beda skupialy si¢ wokol wartosci sredniej. W analizie uktadow
telekomunikacyjnych wazna role odgrywa rozktad Poissona. Znamy wiele sposobéw
generowania liczb pseudolosowych o zadanym rozktadzie, najwazniejsze z nich to:

e Metoda odwracanej dystrybuanty.

e Metoda von Neumanna (akceptacja i odrzucanie).
e Metoda addytywna.

e Inne metody (np. metoda ciagéw monotonicznych).

W metodzie odwracanej dystrybuanty korzystamy z faktu, ze jezeli zmienna losowa
R ma rozklad réwnomierny na przedziale (0, 1) oraz jest dana dystrybuanta F'(x)
to zmienna losowa:

ma rozklad o dystrybuancie F' (zapis F~! oznacza funkcje odwrotna do F).
Opisang metode zilustrujemy algorytmem generowania liczb pseudolosowych

o rozktadzie wyktadniczym. Jest to wazny rozktad, wykorzystywany jest on na

przyktad do opisu rozpadu promieniotworczego. Do symulacji rozpadu promienio-
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twérczego potrzebne sa liczby pseudolosowe opisywane gestoscia prawdopodobien-
stwa postaci:
gt) =0:t <0,

g(t) = %exp (;) >0 (9.25)

We wzorze T oznacza $redni czas zycia jadra promieniotwérczego, t — oznacza uply-
wajacy czas. Dystrybuanta rozktadu ma postac:

I —t
r=G(@{t) == / g(t")dt' =1 —exp <—> : (9.26)
T Jy—o0 T
Funkcja odwrotna ma postac:
G l(z) = —7In(1 — 2). (9.27)

Algorytm generowania liczb pseudolosowych RN, o rozkladzie wykladniczym ma
nastepujaca postac:

1. Generujemy pierwsza liczbe pseudolosowa U; z generatora réwnomiernego
(0,1).

2. Obliczamy RN,,: RN, = —7InUj.

Generowanie liczb pseudolosowych metoda odwracanej dystrybuanty jest proste,
niestety istnieje niewiele rozkladow, dla ktérych potrafimy obliczy¢ funkcje odwrot-
ne.

Von Neumann zaproponowal nastepujacy algorytm generowania liczb pseudo-
losowych X o rozkladzie danym funkcja f(x):

1. Generujemy liczbe pseudolosowa r1 z rozkladu réwnomiernego na przedziale

(a,b).

2. Generujemy liczbe pseudolosowa ro z rozkladu rownomiernego na przedziale
(0,¢).

3. Jezeli ro < f(r1) przyjmujemy r1 jako liczbe pseudolosowa o zadanym roz-
ktadzie.

4. Jezeli jest przeciwnie, idziemy do punktu pierwszego.

W kolejnej metodzie zwanej metoda addytywna wyznaczenie liczby pseudolo-
sowej o danym rozktadzie F' polega na utworzeniu odpowiedniej sumy niezaleznych
liczb pseudolosowych o rozktadzie rownomiernym. Jako przyktad rozwazmy genero-
wanie liczb pseudolosowych o rozkladzie normalnym. Rozktad normalny (Gaussa)
z warto$cia $rednig rowng zero i odchyleniem standardowym o definiujemy naste-

pujaco:
olz) = — Xp(—x—2>. (9.28)
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Gdy warto$¢ srednia rozkladu ma wartos¢ u, gestosé prawdopodobienistwa ma po-
sta¢ ¢(xz — ). Standardowe odchylenie wyraza sie wzorem

X ()
o= }V . (9.29)

Liczby pseudolosowe o rozkladzie normalnym moga by¢ otrzymane przez sumo-
wanie N liczb pseudolosowych o rozkladzie rownomiernym. Aby otrzymac liczby
pseudolosowe o rozkladzie normalnym z wartoscia $rednia rowna zero i wariancja
rowng 1, wartos¢ N musi byé odjeta od sumy i réznica podzielona przez pierwia-
stek kwadratowy z No2. Dla rozkladu réwnomiernego na przedziale (0, 1) wartosé
Srednia pu = 0,5. Wariancja jest obliczana ze wzoru:

var(z) = 0? = E[z?] — ii°. (9.30)
A oczekiwana warto$¢ E dana jest wzorem:
1
E[2?] :/ 22 f(z)d. (9.31)
0
Dla rozkladu réwnomiernego na przedziale (0, 1), f(z) = 1. Wobec tego mamy:
! 1
E[2?] :/ ride = ~. (9.32)
0 3
Mozemy takze obliczy¢ wariancje:
1 /1) 1
var(z) = 0% = 3 <—> =—. (9.33)

Liczba pseudolosowa RN, ormar 0 rozkladzie normalnym generowana jest nastepu-
jaco:

Z:‘L:1 RN (i) — Np
No? .

Jezeli ustalimy, ze N = 20, to wzor na generowanie liczb pseudolosowych o rozkla-
dzie normalnym ma postac:

RNyormal = (9.34)

S22 RN(i) —10-0,5
\V/20/12 '

Do wyprodukowania jednej liczby pseudolosowej o rozktadzie normalnym potrze-
bujemy w tym przyktadzie 20 liczb pseudolosowych o rozkladzie réwnomiernym.
Mozemy zauwazy¢, ze caltkiem dobry generator liczb pseudolosowych o rozktadzie
normalnym otrzymamy korzystajac tylko z sumowania 112 liczb pseudolosowych
o rozkladzie réwnomiernym. W tej sytuacji wzor (9.35) upraszcza si¢ do:

RNyormal = (9.35)

RNyormat =11+ 712+ -+ 71112 — 6. (936)
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9.4 Caltkowanie metodag Monte Carlo

Istnieje wiele doskonatych metod catkowania numerycznego. Jedna z takich me-
tod jest metoda Monte Carlo. W zasadzie metoda Monte Carlo polecana jest do
rozwiazywania calek wielokrotnych oraz caltek ze skomplikowanych funkcji o trudno
okres$lonych w formie analitycznej granicach calkowania.

Metody Monte Carlo nie daja Scistych wynikéw, trudno jest oszacowaé blad
metody, ale czasami lepiej jest mieé¢ jakikolwiek wynik niz zaden.

W niniejszym skrypcie oméwimy dwie metody:

e Metode prostego probkowania.

e Metode prébkowania $redniej.

9.4.1 Metoda prostego prébkowania

Idea calkowania za pomoca metody prébkowania prostego jest nieskompliko-
wana. Aby przyblizy¢ idee tej metody postuzymy sie opisem eksperymentu. Niech
na tarczy o znanych wymiarach (na przyklad kwadrat o boku 1 metr) bedzie na-
rysowana dowolna figura (na przyklad elipsa) o nieznanej powierzchni. Naszym
zadaniem jest oszacowanie pola tej figury. Proponuje sie nastepujace rozwiazanie.
Wykonuje sie serie strzaléw do tarczy. Jezeli zalozymy, ze pociski beda uderzaly
w tarcze réwnomiernie, to znajac liczbe trafien w figure n oraz catkowita liczbe N
oddanych strzaléw mozemy obliczy¢ stosunek n/N. W ten sposéb oszacujemy pole
powierzchni figury.

Naszym zadaniem jest oszacowanie metoda Monte Carlo nastgpujacej catki:

b
J= / F(@)da. (9.37)

W naszych rozwazaniach opieramy si¢ na geometrycznej interpretacji catki ozna-
czonej — traktujemy calke jako pole powierzchni pod krzywa f(x). Na plaszczyznie
mamy zaznaczony prostokat o wysokosci H i szerokosci (b — a) oraz wykres funkcji
f(z). Spelniony jest warunek:

f(z) < H:x € [a;b]. (9.38)

Na Rysunku 9.1 zacienione pole odpowiada wartosci calki (9.37). Jezeli zostana
wygenerowane w n-tym losowaniu punkty o wspétrzednych (z,,yy,) 1 liczby pseu-
dolosowe o rozkladzie réwnomiernym x,, i y, spelniaja warunek:

a<x, <bN0<uy,<H, (9.39)

to mozemy oszacowaé catke (9.37):

n
I=H0b-a)—= 9.40

- a)g, (9.40)
gdzie I oznacza przyblizenie catki J, N oznacza liczbe wygenerowanych punktow

probkujacych zdefiniowana plaszczyzne, a n jest liczba punktow, ktére spelniaja
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warunek:
yi < f(@i). (9.41)

Bardzo czesto aby uproscié¢ algorytmy szacowania calek metoda Monte Carlo wpro-

f(x)

f(x)

X

Rysunek 9.1: Tlustracja calkowania metoda prostego prébkowania.

wadza sie dodatkowe ograniczenia. Mozemy zalozy¢ dodatkowo, ze funkcja podcal-

kowa spelnia warunek:
0< f(z) < 1. (9.42)

Nie jest to istotne ograniczenie. Jezeli funkcja f(z) nie spelnia tego warunku, ale
jest ograniczona, to przy pomocy przeksztalcenia:

f(@) = fo
7f1 7 (9.43)

gdzie fo i f1 sa takimi liczbami, ze dla kazdego 0 < z < 1 mamy fo < f(z) < fi.
Kolejnym uproszczeniem metody jest ograniczenie sie do calkowania typu:

J:/O f(z)dz. (9.44)

Rozwiazywanie calki J po przedziale (0, 1) nie jest istotnym ograniczeniem. Jezeli
mamy obliczy¢ catke postaci:
b
/ g(u)du.
a
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To przy pomocy podstawienia:
U—a

b—a

xTr =
oraz wykorzystujac podstawienie:
) = (@ - a6~ e+ a). (9.45)

otrzymujemy zadana postaé¢ catki J. Po tych wszystkich uproszczeniach mozemy
szacowal calke w kwadracie jednostkowym (Rysunek 9.2).

f(x)

f(x)

X

Rysunek 9.2: Tlustracja calkowania metoda prostego prébkowania.

Mozemy sformulowaé nastepujace pytanie: Niech w kwadrat (0 < z < 1), (0 <
y < 1) trafia przypadkowy punkt, ktdrego wspdlrzedne o rozkladzie réwnomiernym
sq niezalezne w przedziale (0,1). Jakie jest prawdopodobienstwo P tego, Ze punkt
trafi w obszar lezgcy pod krzywq f(x)? Dla dowolnego punktu (X,Y) lezacego
w kwadracie jednostkowym jest oczywiste, ze prawdopodobienstwo P jest réwne
polu S pod krzywa f(X), czyli jest to oszacowanie metoda Monte Carlo caltki
(9.37). Praktyczny algorytm szacowania calki ma postac:

1. Uruchamiamy generator liczb pseudolosowych o rozktadzie réwnomiernym na
przedziale (0, 1).

2. Wedlug tego rozkladu losujemy N punktéw o wspéhrzednych (X, V).

3. Dla kazdej pary wspoélrzednych Xy i Yy sprawdzamy, czy spelniony jest
warunek f(X) > Y.
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4. Po wylosowaniu N par i ustaleniu, ze powyzszy warunek zostal spelniony M
razy obliczamy stosunek M/N.

5. Za przyblizona wartos$é¢ calki J przyjmujemy wielko$é M/N.

Dla zilustrowania opisanej metody oszacujemy dwie znane catki:

1
Ji :/ =T _0,78540,
0 4
1 2
d _
Jo= | X exp (Tx) — 0,34135.
Na listingu 9.6 pokazany jest kod zrédlowy do szacowania catki metoda Monte

Carlo.
Listing 9.6: Catkowanie metodg Monte Carlo — prébkowanie proste.

#include<iostream>
#include<cstdlib>
#include<ctime>
#include<cmath>

const double PI = 3.1415926;

int xyl(double, double);
int xy2(double, double);

© 0 N O s W N e

-
S}

11 int main(Q)

12 {

13 std::srand(std::time(0));
14 int n;

15 int ml1 = 0;

16 int m2 = 0;

17 double avgl, erl;

18 double avg2, er2;

19 std::cout << "poadj liczbe losowan N > 10, N = ";
20 std::cin >> n;

21 for (int i = 0; 1 < n; i++)

22 {

23 double x = std::rand() / (RAND_MAX + 1.0);
24 double y = std::rand() / (RAND_MAX + 1.0);
25 if (xyl(x, y))

26 ml++;

27 if (xy2(x, y))

28 m2++;

29 }

30 avgl = ml / (double)n;
31 avg2 = m2 / (double)n;
32 erl = std::sqrt(Cavgl * (1 - avgl) / n);
33 er2 = std::sqrt(avg2 * (1 - avg2) / n);

34 std::cout << "calka 1 = " << avgl << ", blad 1 = " << erl << std::
endl;

35 std::cout << "calka 2 = " << avg2 << ", blad 2 = " << er2 << std::
endl;

36 return 0;

37 }

39 int xyl(double x, double y)
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40 {

41 double fx = 1.0 / (1.0 + x * x);

42 if (fx >= y)

43 return 1;
44 return 0;
45 }

47 int xy2(double x, double y)

a8 {

49 double fx = (1.0 / std:

50 if (fx >= y)

51 return 1;
52 return 0;
53 }

1sqrt (2.0 *

PI)) *

std::exp(-(x *

x) / 2.0);

Oczekujemy, ze im wiecej bedzie wygenerowanych punktéw, tym bardziej doktadne
bedzie oszacowanie catki. W Tabeli 9.4 i Tabeli 9.5 mamy podane wartosci oszaco-
wania calki Ji i Jo dla réznych wartosci N.

Tabela 9.4: Oszacowanie calki J; w zaleznosci od wygenerowanej liczby punktéw.

N =100 | N=1000 N = 10000
0,84 0,773 0,7835

0,76 0,796 0,7857

0,81 0,802 0,7902

0,73 0,805 0,7882

0,71 0,786 0,7848

Sr. = 0,77 | Sr. = 0,7924 | Sr. = 0,78648

Tabela 9.5: Oszacowanie catki Jo w zalezno$ci od wygenerowanej liczby punktow.

N = 100 N = 1000 N = 10000
0,32 0,313 0,3431
0,4 0,348 0,3389
0,33 0,378 0,3438
0,35 0,347 0,3428
0,27 0,332 0,3425
Sr. = 0,334 | Sr. = 0,3436 | Sr. = 0,34222

Oszacowanie bledu metody Monte Carlo jest zagadnieniem ztozonym. Ogolnie
rzec biorac, gérne oszacowanie bledu metody otrzymamy z pierwiastka kwadra-
towego z liczby préb. W monografii S. Brandta ,,Analiza danych” wykazano, ze
typowa fluktuacja liczby M jest w przyblizeniu rowna:

AM = /M.

(9.46)

Tak wiec wzgledna dokladno$é wyznaczania wartosci calki (9.37) wynosi:

AJAM 1

AR VR VE

(9.47)
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Mozemy przyjac¢, ze maksymalny blad obliczen dla N = 100, 10000, 1000000 bedzie
réwny odpowiednio 10%, 1% i 0.1%.

9.4.2 Metoda prébkowania $redniej

Druga metode szacowania calek nazywamy metoda prébkowania $redniej. Calke
J mozemy rozpatrywaé jako warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej:

y=[f(), (9.48)

gdzie x jest zmienna losowa o rozkladzie réwnomiernym na przedziale (0,1). Osza-
cowaniem wartos$ci oczekiwanej E{y} zmiennej losowej y jest $rednia z N niezalez-

nych obserwacji y;:
S

Jezeli wykonujemy calkowanie w granicach ( b
(0,1), to mamy wyrazenie:

f(s). (9.49)

3

= ﬂMZ

, a nie jak poprzednio w granicach

N

1
(b—a)— Zyz— (b—a) sz(xi)' (9.50)

i=1
Procedura catkowania metoda prébkowania $redniej jest nastepujaca:

1. Uruchamiamy generator liczb pseudolosowych o rozktadzie réwnomiernym na
przedziale (0,1).

2. Wedlug tego rozkladu losujemy punkty x1,xs,...,TN.

3. Dla wylosowanych N punktéw obliczamy wartoéci zadanej funkcji f(x1),

Flx2),..., flan).
4. Obliczamy $rednia z N wartosci: [ = 1/N Zi\;l f(z).
5. Uwazamy, ze obliczona Srednia I jest oszacowaniem calki (9.37).

Blad metody mozemy szacowac korzystajac z centralnego twierdzenia granicznego.
Dla duzych N mamy:

n 2
of ~ % =5 NZF (%2?) , (9.51)

gdzie U; jest wariancja f.
Kod zrédtowy programu do szacowania catek metoda probkowania Sredniej po-
kazany jest na Listingu 9.7.

Listing 9.7: Calkowanie metoda Monte Carlo — prébkowanie Sredniej.

1 #include<iostream>
2 #include<cstdlib>
3 #include<ctime>
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4 #include<cmath>

5

¢ const double PI = 3.1415926;
7

s double f1(double);

o double f2(double);

10

11 int main(Q)

12 {

13 std::srand(std::time(0));
14 int n;

15 double sum_f1, sum_flpow;
16 double sum_f2, sum_f2pow;
17 double avgl, erl;

18 double avg2, er2;

19 std::cout << "poadj liczbe losowa N > 10, N = ";

20 std::cin >> n;

21 sum_f1 = sum_flpow = 0.0;
22 sum_f2 = sum_f2pow = 0.0;
23 for (int i = 0; 1 < n; i++)
24 {

25 double x = std::rand() / (RAND_MAX + 1.0);
26 double filx = f1(x);

27 double f2x = f2(x);

28 sum_f1l += flx;

29 sum_flpow += flx * flx;
30 sum_f2 += f£2x;

31 sum_f2pow += f2x * f2x;
32 }

33 avgl = sum_£f1 / n;

34 avg2 = sum_£f2 / n;

35 erl = std::sqrt((sum_flpow / n - avgl * avgl) / n);
36 er2 = std::sqrt((sum_f2pow / n - avg2 * avg2) / n);

37 std::cout << "calka = " << avgl << ", blad = " << erl << std::endl;
38 std::cout << "calka = " << avg2 << ", blad = " << er2 << std::endl;
39 return 0;

40 }

41

12 double f1(double x)

a3 {

44 return 1.0 / (1.0 + x * Xx);

45 }

46
47 double f2(double x)

a8 {

49 return (1.0 / std::sqrt(2.0 * PI)) * std::exp(-(x * x) / 2.0);
50 }

9.4.3 Calki wielokrotne

Opisane powyzej techniki szacowania calek jednokrotnych metoda Monte Carlo
mozna rozszerzy¢ na catki wielokrotne typu:

/Gf(P)dP:/~~/Gf(x1,x2,...,a:n)dx1 dxy ... dzy, (9.52)
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gdzie G jest dowolnym obszarem przestrzeni n-wymiarowej, a punkty:
P(xy,xa,...,2y)

naleza do obszaru G. Aby oszacowaé catke wielokrotng losujemy N punktéw:

L1k, L2ks - - s Tnk,
gdzie k = 1,2,...,N. Aby zilustrowa¢ metode szacowania calek wielokrotnych
oszacujemy nastepujaca calke (korzystaé¢ bedziemy z metody prostego prébkowa-
nia):
93 /// dwy drs dos = = = 0,523599. (9.53)
forz%erggl 6

Obszarem calkowania jest kula o promieniu 1, srodek kuli lezy w poczatku ukltadu
wspotrzednych. Dla z; spelnione sa nastepujace warunki:

—1<(E1<1,
—1<J)2<1,
—1<J)3<1

Algorytm szacowania calki moze byé¢ nastepujacy:

1. Uruchamiamy generator liczb pseudolosowych o rozktadzie réwnomiernym na
przedziale (0,1).

2. Przy pomocy skalowania otrzymujemy liczby pseudolosowe o rozkladzie réw-
nomiernym na przedziale (—1,1).

3. Wedlug tego rozkladu losujemy N punktéw o wspélrzednych (z1, xo, 23).

4. Dla kazdego wylosowanego punktu sprawdzamy, czy spelniony jest warunek:
22+ 23+ a3 < 1.

5. Po wylosowaniu N punktéw i ustaleniu, ze powyzszy warunek zostal spelnio-
ny M razy obliczamy wielkos¢ M /N.

6. Za przyblizona warto$¢ catki uwazamy wielkoS¢:
M/N ~ 273 // dz1, dzs, dzs. (9.54)
G

Na Listingu 9.8 pokazany jest kod Zzrédlowy do obliczania caltki potréjnej metoda
Monte Carlo.

Listing 9.8: Calkowanie metoda Monte Carlo — potréjna metoda prostego probko-
wania.

#include<iostream>
#include<cstdlib>
#include<ctime>
#include<cmath>

[ N N
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6 const double PI = 3.1415926;

7

s int xy(double, double, double);
9

10 int main(Q)

11 {
12 std::srand(std::time(0));
13 int n;

14 double avg, erl;

15 std::cout << "poadj liczbe losowan N > 10, N = ";
16 std::cin >> n;

17 int m = 0;

18 double norm = (RAND_MAX + 1.0);

19 for (int i = 0; 1 < n; i++)

20 {

21 double x1 = 2 * (std::rand() / norm) - 1;
22 double x2 = 2 * (std::rand() / norm) - 1;
23 double x3 = 2 * (std::rand() / norm) - 1;
24 if (xy(x1, x2, x3))

25 m++;

26 }

27
28 avg = m / (double)n;

29 erl = std::sqrt(Cavg * (1 - avg) / n);
30 std::cout << "calka = "
31 return 0;

32 }

33

34 int xy(double x1, double x2, double x3)
35 {

36 double fx = x1*x1+x2*x2+x3%x3;

37 if (fx <= 1)

<< avg << ", blad =

<< erl << std::endl;

38 return 1;
39 return 0;
40 }

Do szacowania catek wielokrotnych mozemy takze uzy¢ metody prébkowania
sredniego. Jezeli P jest rozkladem réwnomiernym na G, czyli:

- dl‘l d.l?g dxn

dpP = , 9.55
i (9.55)

gdzie |G| jest miara (,objetoscia”) G w przestrzeni n-wymiarowej. W celu oszaco-
wania catki wielokrotnej losujemy N punktéw z obszaru G zgodnie z rozkladem
rownomiernym:

T1kyL2ky - -y Lk, (9.56)

gdzie k =1,2,..., N. Oszacowanie calki jest dane wzorem:

c ZN
N f(xlkvakv"';xnk)- (957)
k=1
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W celu zilustrowania metody obliczymy znana nam juz calke:

9-3 /// day dwy drs = = = 0,523599. (9.58)
2 +xi+ai<l 6

Dla wygody przeksztatcamy powyzsza catke do postaci:

1// V1= (22 +y?)dx dy = z/ V1= (22 +y2)dP.  (9.59)
4 x2+y2<1 4 T

2+y2<1

Zgodnie z naszymi oczekiwaniami, P jest rozkladem réwnomiernym na kole

22 +y? <1

oraz d d
ap =Y.

s

Oszacowanie omawianej calki dane jest wzorem:

N
T
I:mz,/1—(xi+y,3). (9.60)
k=1

Punkty (xg, yx) sa punktami losowanymi wedlug rozktadu réwnomiernego na kole
x? + y? < 1. Procedura szacowania calki wielokrotnej metoda prébkowania $red-
niego ma postac:

1. Uruchamiamy generator liczb pseudolosowych o rozkladzie réwnomiernym na
przedziale (0,1).

2. Przy pomocy skalowania otrzymujemy liczby pseudolosowe o rozkladzie réw-
nomiernym na przedziale (—1,1). Oznaczamy te liczby jako RN;. Stosujemy
skalowanie: RN = (max —min) RN +min, gdzie RN jest liczba z przedziatu
(0,1), min i max reprezentuja maksymalna i minimalna wartosé, w naszym
przypadku mamy: max = 1, min = —1.

3. Wedlug tego rozkladu losujemy N punktéw o wspélrzednych (zk, y).

4. Dla kazdego wylosowanego punktu sprawdzamy, czy spelniony jest warunek
2 2
¢ +y° < 1.

5. Jezeli warunek ten nie jest spelniony, wylosowany punkt odrzucamy i powta-
rzamy losowanie az do momentu spelnienia tego warunku.

6. Obliczamy $rednig z N wartosci: 1/N >, _, /1 — (27 + y3).

7. Uwazamy, ze $rednia pomnozona przez czynnik 7/4 jest oszacowaniem roz-
wazanej catki.

Kod zrédtowy programu przeznaczonego do szacowania calek wielokrotnych meto-
da probkowania $redniego pokazany jest na Listingu 9.9.
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Listing 9.9: Calkowanie metoda Monte Carlo — potréjna metoda $redniego prob-

kowania.

#include<iostream>
#include<cstdlib>
#include<ctime>
#include<cmath>

const double PI = 3.1415926;

double fx(double, double);

© 0 N G A W N

int main(Q)

11 {

12 std::srand(std::time(0));

13 int n;

14 std::cout << "poadj liczbe losowan N > 10, N
15 std::cin >> n;

16 double norm = RAND_MAX + 1.0;

17 double sumfl = 0.0;

18 int m = 0;

-
S}

19 do

20 {

21 double x1 = 2 * (std::rand() / norm) - 1;
22 double x2 = 2 * (std::rand() / norm) - 1;
23 if ((x1 * x1 + x2 * x2) <= 1.0)

24 {

25 sumfl += fx(x1, x2);

26 m++;

27 }

28 }

29 while (m < n);
30

31 double avg = 0.25 * PI * sumfl / n;

32 std::cout << "calka = "<< avg << std::endl;
33 return 0;
34 }

35
36 double fx(double x1, double x2)
37 {
38 return std::sqrt((l - (x1
39 }

o

x1 + x2 * x2)));

9.5 Zadania testowe

Testowanie generatoréow liczb pseudolosowych moze by¢ wykonane za pomoca
zadan kontrolnych. Metoda ta polega na rozwiazywaniu metodami Monte Car-
lo wybranych zadan za pomoca wygenerowanych liczb pseudolosowych badanego
generatora i poréwnanie otrzymanych wynikéw z wynikami otrzymanymi innymi
metodami. Klasyczne zadania kontrolne to szacowanie liczby 7 czy obliczanie calek.
W niniejszym podrozdziale oméwimy kilka zadan kontrolnych.
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9.5.1 Gra Penney’a

W znakomitym podreczniku Grahama, Knutha i Patashnika oméwiona jest gra
wymyslona w 1969 roku przez W. Penney’a. Gra polega na tym, ze dwoch graczy
powiedzmy Ola i Olo rzucaja moneta, tak dtugo, az wypadnie ustalony na poczatku
gry wzorzec. Przyjmijmy nastepujace wzorce:

e wzorzec Oli: OOR,
e wzorzec Ola: ORR.

gdzie O oznacza wyrzucenie orta, R oznacza wyrzucenie reszki. Ola wygrywa, gdy
wzorzec Oli — OOR wypadnie jako pierwszy, natomiast Olo wygrywa gdy jako
pierwszy wypadnie wzorzec ORR. Na pierwszy rzut oka, szanse wygranej powinny
by¢ jednakowe dla Oli i Ola. Autorzy cytowanego podrecznika dowodza (korzysta-
jac z funkcji tworzacych), ze tak nie jest. Okazuje sie, ze w opisanym przypadku
prawdopodobienstwo wygrania Oli jest znacznie wigksze. Ola bedzie wygrywala
dwa razy czedciej niz Olo! Doktadne wyliczenia pokazuja te prawdopodobienstwa:

P(Ola) =

3

P(Olo) =

W= Wl

Aby sprawdzi¢ ten nieoczekiwany wynik mozemy wykonaé¢ symulacje komputerowe
gry Penney’a i poréwnaé otrzymane wyniki. Program symulacyjny pokazany jest
na Listingu 9.10.

Listing 9.10: Symulacja gry Penneya.

#include<iostream>
#include<cstdlib>
#include<ctime>

const int N = 1;
const int POW = 900;
const int NL = 100;

© W N O U oA W N e

int rand(int);

—
S}

11 int main(Q)
12 {

13 int a, b,
14 ola = olo
15 for(int j

i, olo, ola;
0;
0; j < POW; j++)

nmn o
[(=]

16 {

17 a = rand(N);

18 b = rand(N);

19 c = rand(N);

20 for(int i = 0; i < NL; i++)
21 {

22 if ((a == 0) && (b == 0) && (c == 1))
23 {

24 ola++;

25 break;

26 }

27 if ((a == 0) & (b == 1) && (c == 1))
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28 {

29 olo++;
30 break;
31 }

32 g = rand(N);
33 a = b;

34 b = c;

35 c = g;

36 }

37 }

38 std::cout << "0Ola = " << ola << " 0lo = " << olo << std::endl;
39 return 0;

40 }

41

42 int rand(int n)

a3 {

44 static bool first = true;
45 if (first)

16 {

a7 std::srand(std::time(NULL));

48 first = false;

49 }

50 return std::rand() / (RAND_MAX + 1.0) * (n + 1);
51 }

Podczas pierwszej symulacji Ola i Olo graja 900 razy. Takich symulacji wykonano
10. W Tabeli 9.6 pokazano przyktadowe wyniki. W swoich rozwazaniach o grze Pen-

Tabela 9.6: Wynik symulacji Gray Penneya.

Nr symulacji | Liczba sukceséw Oli | Liczba sukcesow Ola
1 586 314
2 604 296
3 589 317
4 601 299
5 576 324
6 587 313
7 585 315
8 620 280
9 606 294
10 611 289

neya autorzy podrecznika pisza: ,Dziwne rzeczy mogq sie zdarzyé w grze Penneya.
Na przyklad wzorzec OORO wygrywa ze wzorcem OROO w stosunku 3/2 i wzorzec
OROO wygrywa ze wzorcem ROOO w 7/5 przypadkach. Tak, wiecc OORO powinno
byé duzo lepsze niz ROOO. Jednakie ROOO wygrywa z OORO w stosunku 7/5.
Relacje wygrywania pomiedzy wzorcami nie sq przechodnie”.

9.5.2 Szacowanie liczby pi

Zastosujemy omawiane generatory liczb pseudolosowych do obliczenia przybli-
zonej wartosci liczby w. Do oszacowania wykorzystamy metody rachunku prawdo-
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podobienstwa i metody symulacji komputerowych. Niech w kwadrat jednostkowy

wpisane bedzie kolo (Rysunek 9.3).
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Rysunek 9.3: Metoda szacowania liczby 7.

Przy pomocy generatora liczb pseudolosowych losujemy wspélrzedne punktow.
Wylosowany punkt moze leze¢ wewnatrz kola lub nie. Nalezy obliczy¢ stosunek
liczby punktéw wylosowanych w kole (L) do liczby wszystkich losowan (N). Ten
stosunek réwny jest stosunkowi powierzchni kwadratu do powierzchni kota. Kod
programu realizujacego to zadanie zamieszczono na Listingu 9.11.

Listing 9.11: Oszacowanie liczby 7.

1 #include<iostream>
2 #include<cstdlib>
3 #include<ctime>

4

5 double rg_1Q);

6

7 int main()

s {
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18

int n;
std::cout << "podaj liczbe losowan: ";
std::cin >> n;
int 1 = 0;
for (int i = 1; 1 <= n; i++)
{
double x = rg_1Q0);
double y = rg_1Q);
double r2 = (x - 0.5) * (x - 0.5) + (y - 0.5) * (y - 0.5);
if (r2 <= 0.25)
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19 1++;

20 }

21 double pi = 4.0 * 1 / n;

22 std::cout << "dla n = " << n << ", oszacowanie pi = " << pi << std::
endl;

23 return 0;

24 }

25

26 double rg_10)

27 {

28 static bool flag = true;
29 if (flag)

30 {

31 std::srand(std::time(0));

32 flag = false;

33 }

34 return std::rand() / (double) (RAND_MAX + 1.0);
35 }

Funkcja rg_10 generuje liczby pseudolosowe z przedziatu [0, 1]. Do tego celu wy-
korzystano generator rand():

1 std::rand() / (double) (RAND_MAX + 1.0);

Aby zapewnié¢ losowanie zmienne w czasie wykorzystano funkcje srand():

1 std::srand(std::time(0));

Funkcja srand() powinna by¢ wywotana tylko jeden raz, dlatego mamy warunek:

static bool flag = true;

if (flag)

{
std::srand(std::time(0));
flag = false;

o N Ve

}

Dla kazdego punktu nalezy wylosowaé jego wspélrzedne (x,y):

rg_10;
rg_10;

Kolo wpisane w kwadrat jednostkowy ma $rodek w punkcie S o wspolrzednych
(0,5;0,5) (Rysunek 9.3). Dla wylosowanego punktu nalezy obliczy¢ jego odleglosé
od $rodka kota (dla przyspieszenia obliczen obliczamy kwadrat odleglosci):

1 r2 = (x - 0.5) * (x - 0.5) + (y - 0.5) * (y - 0.5);

a nastepnie sprawdzi¢, czy punkt lezy wewnatrz okregu:
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1 if (r2 <= 0.25)
2 1++;

Jezeli kwadrat odleglosci wylosowanego punktu od $rodka kota jest mniejszy lub
réwny kwadratowi promienia r (w kole jednostkowym jest to 0,25), to zwigkszamy
licznik punktéw lezacych wewnatrz kota. Ostateczne oszacowanie liczby

1 pi = 4.0 * 1 / n;

jest wyswietlane na ekranie monitora. Poniewaz mamy do czynienia z symulacjami
komputerowymi, za kazdym razem dostaniemy inny wynik. Nalezy takze spodzie-
waé sie, ze dokladno$é oszacowania bedzie wigksza dla wickszej liczby losowan.
Przyktadowe rezultaty wykonania programu pokazano w Tabeli 9.7.

Tabela 9.7: Przykladowe oszacowana liczby .

Liczba losowan (N) | Oszacowanie 7
100 2.84

500 3.184

1000 3.2

5000 3.1552

10000 3.1504

50000 3.14008







Rozdziat 10

Metody geometrii
obliczeniowe]

10.1 Wstep

Geometria obliczeniowa (ang. computational geometry) bada algorytmy prze-
znaczone do rozwiazywania geometrycznych probleméw przy pomocy komputeréw.
Jest to stosunkowo nowy dzial informatyki, liczacy sobie okoto 35 lat, jezeli za po-
czatek tych badan przyjmiemy opublikowanie w roku 1978 roku tekstu rozprawy
doktorskiej poswieconej algorytmom geometrycznym przez M. I. Shamosa. Tematy-
ka bedaca w kregu zainteresowan geometrii obliczeniowej jest bardzo rozbudowana.
Zgodnie z monografia J. O’Rourke najpopularniejsze algorytmy to:

e Wyliczanie powierzchni wielokatow.

e Triangulacja wielokatow.

e Otoczka wypuklta w dwoch wymiarach.
e Otoczka wypukta w trzech wymiarach.
e Triangulacja Delaunaya.

e Przeciecie odcinka z odcinkiem.

e Przeciecie odcinka z trojkatem.

e Punkt w wielokacie.

e Punkt w wielo$cianie.

e Przeciecie wypuklych wielokatow.

e Opis ruchu ramienia robota (kinematyka).
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Elementarne wprowadzenie do geometrii obliczeniowej mozna znalezé w mono-
grafii Banachowskiego, Diksa i Ryttera. Geometria obliczeniowa postuguje sie taki-
mi pojeciami jak punkt, prosta, plaszczyzna, dodatkowo tworzone sa takie obiekty,
jak na przyklad odcinek, wektor, wielobok (wielokat), powierzchnia, wielo$cian.
Najczesciej ograniczamy si¢ do rozwazan geometrycznych dla obiektéw zdefiniowa-
nych w ukladzie kartezjanskim dwuwymiarowym i tréjwymiarowym.

Punkt p na plaszczyZnie dwuwymiarowej reprezentuje dwdjka liczb (wspotrzed-
ne punktu), co zapisujemy jako (z(p),y(p)). Czesto w literaturze spotkamy ozna-
czenie p(x,y), gdzie x jest odcieta a y rzedna punktu. Jest to podstawowy element
geometryczny, wszystkie inne obiekty tworzone sg przy pomocy punktow:

e Odcinek jest reprezentowany przez punkt poczatkowy i punkt koncowy od-
cinka.

e Prosta jest definiowana jako para réznych punktéow nalezacych do prostej.

e Okrag i kolo jest reprezentowane przez zbiér punktow spelniajacych okreélone
kryteria, np. okrag jest zbiorem punktéw réwno odleglych od punktu zwanego
srodkiem okregu.

e Wektor jest skierowanym odcinkiem, reprezentowanym przez dwdjke liczb.

e Wielokat moze byé¢ zdefiniowany jako wektor punktéw bedacych wierzchol-
kami wielokata w kolejnosci wystepowania na obwodzie.

Wazne sa relacje pomiedzy punktem i prosta. Jezeli dwa punkty p(z,y) i ¢(z,t)
wyznaczaja odcinek, to mozemy zadaé¢ pytanie po ktérej stronie tego odcinka lezy
punkt r(u,v). Na plaszczyznie 2D (dwuwymiarowej) mamy trzy mozliwosci, poka-
zane na kolejnych rysunkach. Znalezienie polozenia punktu wzgledem prostej jest

Rysunek 10.1: Punkt r lezy nad prosta pq.

stosunkowo nieskomplikowane. Nalezy obliczy¢ wyznacznik det(p, g, r) postaci:

det(p,q,7) =

SRS I
S

1
1 (10.1)
1
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p q
@
2
r
Rysunek 10.2: Punkt r lezy pod prosta pq.

Rysunek 10.3: Punkty p, ¢ i r sa wspotliniowe.

Wnhioski sa nastepujace:
e Jezeli det(p, q,r) > 0, to punkt r lezy po lewej stronie prostej pg (sin e > 0).
e Jezeli det(p, q,r) < 0, to punkt r lezy po prawej stronie prostej pq (sin ¢ < 0).
e Jezeli det(p, ¢, ) = 0, to punkty p, ¢ i r sa wspdlliniowe (sinp = 0).

W grafice komputerowej czesto sprawdzamy, czy punkty leza czy tez nie leza po jed-
nej stronie prostej lub sprawdzamy czy punkt nalezy do prostej. Zanim oméwimy
rozwiazanie tych zagadnien przypomnimy pojecie funkeji znaku (w monografii Ba-
nachowskiego, Diksa i Ryttera jest blad drukarski). Jezeli x jest liczba rzeczywista,
to znak liczby z oznaczany symbolem sgn(z) i definiujemy nastepujaco:

1 x>0
sgn(z) =<0 :2=0 (10.2)
-1 :2<0

Na plaszczyznie gdy jest zdefiniowana prosta, punkty moga byé¢ réznie potozone
wzgledem prostej — moga by¢ po obu stronach prostej, moga leze¢ tylko po jednej
stronie, moga tez leze¢ na prostej ¢p (Rysunek 10.4). Prosta pg wyznaczaja dwa
punkty p(z,y) i ¢(z,t). Chcemy ustali¢ czy punkty a(b,c) i d(e, f) leza po jednej
stronie czy po obu stronach prostej. Aby rozwiazaé to zagadnienie nalezy sprawdzi¢
warunek:

sgn(det(p, ¢,a)) = sgn(det(p, ¢, d)).
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Rysunek 10.4: Polozenie punktéw wzgledem proste;j.

Punkty leza po tej samej stronie prostej, gdy warunek jest spelniony. Punkt moze
leze¢ na prostej (Rysunek 10.5). Punkt r(u, v) lezy na prostej pq, gdy spelnione sa
warunki:

x(p) < x(r) < z(q) Asgn(det(p,q,7)) =0: z(p) < z(q),
y(p) < y(r) < y(g) Asgn(det(p,q,7)) =0:y(p) < y(q)
Majac dane réwnanie prostej postaci:
ar +by+c=0, (10.3)

i wspélrzedne punktu (21, y1) mozna obliczy¢ odlegto$é d punktu od prostej zgod-

nie ze wzorem:
axy + by + ¢

va? + b2
Kod zZrédtowy programu uzytego do wyliczania odlegtosci punktu od prostej poka-
zany jest na Listingu 10.1.

d (10.4)

Listing 10.1: Obliczanie odleglosci punktu od proste;j.

1 #include <iostream>

2 #include <cmath>

3

4 int main()

5 {

double A, B, d;

double x1, x2, yl, y2;

double xp,yp;

std::cout << "podaj 1 punkt prostej x1 "
10 std::cin >> x1;

11 std::cout << "podaj 1 punkt prostej yl = ";
12 std::cin >> yl1;

13 std::cout << "podaj 2 punkt prostej x2 "5
14 std::cin >> x2;

15 std::cout << "podaj 2 punkt prostej y2 = ";
16 std::cin >> y2;

17 A =y2 - yl;

© o N o
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18
19
20
21
22
23
24

26
27
28

X

Rysunek 10.5: Punkt r lezy na prostej pq.

B = x2 - x1;

std::cout << "podaj badany punkt xp ;
std::cin >> xp;
std::cout << "podaj badany punkt yp = ";
std::cin >> yp;

d = std::fabs(A * (x1 - xp) + B * (yp - yl1)) / std

B);
std::cout << "odleglosc = "<< d << std::endl;
return 0;

t:sqrt(A * A + B *

Dla prostej o rownaniu:

odlegto$¢ punktu p(13,13) od tej prostej jest réwna 0,707107. Prosta o réwnaniu

y:(E—].,

(10.5)

y = x — 1 wyznaczaja dwa punkty, na przyklad pl(—3, —4) oraz p2(7,6).

trywialnym.

{(x17y1)a(mQayQ)v"'7CEn7yn)}a

Wryliczanie pdl figur geometrycznych sprawia klopoty, ze wzgledu na koniecz-
no$¢ pamietania dosé zawitych wzorow. Jezeli wielokat wypukly opisany jest na
plaszczyznie zbiorem wierzchotkéw, to obliczenie jego powierzchni jest zadaniem

Jezeli wielokat jest wyznaczony przez zbiér n punktéw postaci:
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to wzor na pole powierzchni wielokata ma postac:

1
(@12 — oy + T2ys — Taya + - Tno1Yn — Tnyn—1). (10.6)

Kod zrédlowy programu uzytego do wyliczania pola powierzchni wielokata poka-
zany jest na Listingu 10.2. Znak wartosci pola powierzchni zalezy od porzadku
wprowadzania wierzcholtkéw. W naszym algorytmie polozenia wierzchotkéw wpro-
wadzamy kolejno zgodnie z ruchem wskazdwek zegara.

Listing 10.2: Obliczanie pola wielokata.

1 #include <iostream>
2 #include <cmath>

3

4 const int W = 20;

5

6 int main()

7 {

8 double x[W],y[W];

9 int n,i;

10 double area = 0.0;

11 std::cout << "podaj liczbe wierzcholkow n = ";
12 std::cin >> n;

13

14 std::cout << "podaj x1 = ";
15 std::cin >> x[0];

16 std::cout << "podaj yl H
17 std::cin >> y[0];

18

19 for (i=1;i<n;i++)

20 {

21 std::cout << "podaj x" << i + 1 << " =",
22 std::cin >> x[i];

23 std::cout << "podaj y" << i + 1 << " ="y
24 std::cin >> y[i];

25 area += x[i - 1] * y[i] - x[i] * y[i - 1];
26 }

27 std::cout << "pole = "<< 0.5 * std::fabs(area) << std::endl;
28 return 0;

29 }

Dla wielokata wyznaczonego przez zbiér pieciu punktéw {(0,0), (0, 1), (1,2), (1,1),
(2,0)} zgodnie 7 oczekiwaniem otrzymamy warto$é pola réwna 2, 0.

W grach komputerowych waznym zagadnieniem jest wykrywanie kolizji. Wy-
krywanie kolizji w grach komputerowych nie jest trywialnym zagadnieniem. Dys-
ponujemy wieloma technikami wykrywania kolizji. Jednym z najprostszych sposo-
bow wykrywania kolizji jest zastosowanie techniki bryt otaczajacych. W tym celu
w przestrzeni 3D najczesciej wykorzystujemy szeScian lub sfere, a w przestrzeni 2D
wykorzystujemy kwadrat lub okrag (Rysunek 10.6). Promien okregu dobieramy
w ten sposéb, aby wszystkie elementy obiektu byly w nim zamkniete. Technicz-
nie oznacza to, ze przegladamy wszystkie wierzchotki obiektu i sprawdzamy czy
sa wewnatrz okregu. Podobnie postepujemy znajdujac kwadrat otaczajacy obiekt.
Gdy dla obiektéw zostana znalezione okregi otaczajace (polozenie $rodka okre-
gu i jego promien), wykrycie kolizji jest juz zadaniem prostym. Nalezy ustalié,
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Rysunek 10.6: Bryly otaczajace — okrag i kwadrat.

czy spelniony jest warunek, ze odlegltos¢ pomiedzy srodkami dwoch okregéw jest
mniejsza niz suma ich promieni. Na Rysunku 10.7 pokazana jest sytuacja, gdy zna-
leziona jest kolizja. W wielu przypadkach zastosowanie prostokatéw otaczajacych
lub prostopadloscianéw moze da¢ doktadniejsze wyniki przy wykrywaniu kolizji,
gdyz bryla otaczajaca lepiej przyblizy ksztalty obiektu. Taka sytuacja pokazana
jest na Rysunku 10.8. Zastosowanie okregu ograniczajacego obiekt byloby zbyt
duzym przyblizeniem. W celu utworzenia prostokata ograniczajacego nalezy przej-
rzeé liste wierzchotkow obiektu i wyszukaé¢ wierzcholki o najwiekszej i najmniejszej
wspoélrzednej x i y. Funkcja wyznaczajaca prostokat ograniczajacy moze mieé po-
staci pokazanej na Listingu 10.3. Prostokat otaczajacy zdefiniowany jest dwoma
wierzchotkami LD(x,y) oraz PG(z,y), gdzie LD jest to dolny prawy wierzcholek
prostokata, a PG jest to prawy gorny wierzchotek prostokata.

Listing 10.3: Prostokat otaczajacy — testowanie kolizji.

#include <iostream>
struct Point {int x, y; };
const int NP = 5;

int main(Q)
{
Point ob[NP] = {{5,2}, {4,12}, {7,18}, {10,123}, {9,2}};
10 Point p = {12,5}; // testowany punkt
11 int minx=ob[0].x;
12 int miny=ob[0].y;
13 int maxx=ob[0].x;
14 int maxy=ob[0].y;

© 0 N O A W N e
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16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

Rysunek 10.7: Wykrywanie zderzenia przy pomocy okregdéw otaczajacych.

for (int i

= 1; i < NP; i++)

{
if (ob[i].x < minx) minx = ob[i].x;
if (ob[i].y < miny) miny = ob[i].y;
if (ob[i].x > maxx) maxx = ob[i].x;
if (ob[i].y > maxy) maxy = ob[i].y;
}

// wykrywanie kolizji :
if ((p.x >= minx && p.y >= miny) && (p.x <= maxx && p.y <= maxy))
std::cout << "Kolizja\n";

else

std::cout << "Brak kolizji\n";

return 0;

Rysunek 10.8: Prostokat ograniczajacy obiektu.
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20 }

W programie przy pomocy petli for przegladamy wierzcholki obiektu ob i wy-
znaczamy wspélrzedne wierzchotkéw prostokata otaczajacego (( minx, miny) oraz
(maxx, maxy)). W naszym przykladzie otrzymamy wartosci LD(4,2) i PG(10,18).
Sprawdzamy czy punkt p o wspdlrzednych (12,5) znajduje sie wewnatrz prosto-
kata otaczajacego obiekt ob. W tym przypadku nie jest to prawda i otrzymujemy
komunikat ,Brak kolizji”. Gdyby punkt p mial wspélrzedne (5,5) otrzymalibysmy
komunikat ,,Kolizja”.

10.2 Przynaleznos¢ punktu do figury

W geometrii obliczeniowe]j rozwaza sie czesto zagadnienie przynaleznosci jed-
nych obiektéw do innych, na przyklad pytamy sie czy dany punkt na plaszczyznie
znajduje sie wewnatrz zdefiniowanego okregu czy tez lezy poza nim.

Najprostsze do zbadania jest zagadnienie przynaleznosci punktu do prostoka-
ta. Niech prostokat bedzie zdefiniowany dwoma punktami A(zy1,y1) 1 B(z2,y2).
Punkt A oznacza dolny lewy wierzcholek prostokata, punkt B oznacza gérny pra-
wy wierzcholek prostokata. Sprawdzimy, czy punkt P(z,y) lezy wewnatrz prosto-
kata. W tym celu nalezy sprawdzié, czy odcieta punktu lezy pomiedzy odcietymi
wierzcholtkow prostokata i czy rzedna punktu lezy pomiedzy rzednymi wierzchotkéw
prostokata. Musza by¢ spelnione nieréwnosci:

min(x1, x2)

<
min(y;,y2) <

Problemy lokalizacji punktu w prostokacie czy okregu sa dosé¢ proste. Bardziej ogol-
ny problem polega na rozwiazaniu nastepujacego zadania. Jesli jest dany wielokgt
prosty W i punkt P, sprawdzi¢ czy P nalezy do wnetrza W . Istnieje zaskakujace
proste rozwiazanie tego pytania. Niech [ bedzie pélprosta o poczatku w P. Punkt
P lezy wewnatrz wielokata W wtedy i tylko wtedy, gdy [ przecina brzeg W niepa-
rzysta ilosé razy (Rysunek 10.9).

10.3 Test przecinania sie odcinkéw

Do zagadnienia znalezienia punktu przeciecia sie dwoch odcinkéw lezacych na
plaszczyznie mozna podejé¢ wprost, rozwigzujac uktad réwnan liniowych. Formal-
nie dysponujemy dwoma réwnaniami (réwnania prostych) oraz mamy dwie niewia-
dome (wspélrzedne (x,y) punktu przeciecia). Nasze réwnania to:

a1 r + bly =d;
asx + bgy =dy
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Rysunek 10.9: Badanie zawierania si¢ punktu w wielokacie prostym. Pélprosta [
przecina sie z wielokatem na lewo od P jeden raz, na prawo od P — 5 razy, wobec
czego P nalezy do wnetrza wielokata.

Rozwiazanie tego uktadu réwnan jest proste:

. bady — bida
arby — asby
_aida — asd;
a a1b2 —-agbl

Nalezy pamig¢taé, ze mamy trzy mozliwosci (Rysunek 10.10):

e Istnieje jedno rozwiazanie, mianownik we wzorach jest niezerowy.

e Nie ma rozwiazania, proste sa réwnolegle, nie przecinaja sie, mianownik jest
réwny zero.

e Istnieje nieskonczona liczba rozwiazan, proste pokrywaja sie, mianownik jest
réwny zero.

K. Loudon w swojej monografii omawia wydajny algorytm sprawdzania czy dwa
odcinki si¢ przecinaja. Na Listingu 10.4 pokazany jest program sprawdzajacy czy
odcinki sie przecinaja, metode podal Loudon.

Listing 10.4: Test przecinania sie odcinkéow — algorytm Loudona.

© 0 N O U oA W N =

[ = S S
w N = O

#include <iostream>

typedef struct

{
double x, y;
} Point;
inline double min(double x, double y) {return x <y ? x y;}
inline double max(double x, double y) {return x >y ? x y;}

bool loudon(Point pl, Point p2, Point p3, Point p4);

int main(Q)
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Linie przeciniajace sie: jedno rozwigzanie.

Linie réwnolegle: brak rozwiazania.

Linie pokrywaja sie: nieskonczenie wiele rozwiazan.

Rysunek 10.10: Przecinanie si¢ prostych na plaszczyznie, trzy typy rozwiazan.

14 {

15 Point ob1[2] = {{1, 1}, {7, 6}};

16 Point ob2[2] = {{2, 8}, {6, 1}};

17 std::cout << loudon(obl1[0], obl1[1], ob2[0], ob2[1]) << std::endl;
18 return 0;

19 }

20

21 bool loudon(Point pl, Point p2, Point p3, Point p4)
22 {

23 double z1, z2, z3, z4;

24 int t1, t2, t3, t4 ;

25

26 if (! (max(pl.x, p2.x) >= min(p3.x, p4.x) &&

27 max(p3.x, p4.x) >= min(pl.x, p2.x) &&
28 max(pl.y, p2.y) >= min(p3.y, pd.y) &&
29 max(p3.y, p4.y) >= min(pl.y, p2.y)))
30 return false;

31
32 if ((z1 = ((p3.x - pl.x) * (p2.y - pl.y)) - ((p3.y - pl.y) * (p2.x -
pl.x))) < ®

33 tl = -1;

34 else if (z1 > 0)
35 tl = 1;

36 else

37 tl = 0;

38

30 if ((z2 = ((p4.x - pl.x) * (p2.y - pl.y)) - ((p4.y - pl.y) * (p2.x -
pl.x))) < 0)

40 t2 = -1;

41 else if (z2 > 0)

42 t2 = 1;
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43 else

44 t2 = 0;

45

46 if ((z3 = ((pl.x - p3.x) * (p4.y - p3.y)) - ((pl.y - p3.y) * (pd.x -
p3.x))) < O

47 t3 = -1;

48 else if (z3 > 0)
49 t3 = 1;

50 else

51 t3 = 0;

53 if ((z4 = ((p2.x - p3.x) * (p4.y - p3.y)) - ((p2.y - p3.y) * (p4.x -
p3.x))) < 0)

54 t4 = -1;

55 else if (z4 > 0)
56 t4 = 1;

57 else

58 t4 = 0;

59
60 if ((tl * t2 <= 0) && (t3 * t4 <= 0))

61 return true;
62 return false;
63 }

Algorytm jest zoptymalizowany pod katem szybkosci wykonania i doktadnosci (sa
oczywiscie inne, duzo prostsze algorytmy, nie sa one jednak tak wydajne).

Odcinki sa definiowane przy pomocy punktow poczatkowych i koncowych. Od-
cinek pierwszy definiowany jest para punktéw pi(x1,y1) oraz pa(ze,y2) odcinek
drugi definiowany jest para punktéw ps(xs,ys) i psa(x4,ys). Rozpatrujemy tutaj
zadanie ustalenia przeciecia dwéch odcinkéw na plaszezyznie. W tescie rozwazamy
dwa prostokaty otaczajace (Rysunek 10.11). Algorytm jest dwuczedciowy — naj-
pierw wykonywany jest szybki test odrzucenia, a potem wykonywany jest wlasciwy
test. Krotki test odrzucenia ma postac:

if (! (max(pl.x, p2.x) >= min(p3.x, p4.x) &&
max(p3.x, p4.x) >= min(pl.x, p2.x) &&
max(pl.y, p2.y) >= min(p3.y, pd.y) &&
max(p3.y, p4.y) >= min(pl.y, p2.y)))
return false;

oR W N e

Wedlug K. Loudona zlozonosé rozwazanego algorytmu wynosi O(1), gdyz wszystkie
kroki wykonywane sa w stalym czasie. Funkcja loudon zwraca wartos¢ true, gdy od-
cinki sie przecinaja, w przeciwnym przypadku zwraca wartos¢ false. W pokazanym
przykladzie odcinki przecinaja sie.

10.4 Test przecinania sie okregow

Zagadnienie wyznaczania punktéw przeciecia sie dwoch okregdéw ma duze znacz-
nie praktyczne w grafice komputerowej. W grach komputerowych wykrycie kolizji
ma istotne znaczenie. Jezeli jako prymityw otaczajacy rozwazany obiekt wybierze-
my okrag, to kolizje miedzy dwoma obiektami wyznaczymy rozwigzujac zagadnienie
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Rysunek 10.11: Algorytm Loudona do sprawdzenia czy odcinki si¢ przecinaja.

(o (9 (o

Rysunek 10.12: Przecinanie si¢ dwoch okregow.

przecinania sie okregéw (patrz Rysunek 10.12). Okrag pierwszy jest okreslony przez
podanie polozenia $rodka okregu pi(piz,p1y) oraz jego promienia ry, okrag drugi
jest okreslony przez podanie polozenia srodka okregu pa(pas,pe2y) oraz jego pro-
mienia ro. Najprostsza metoda wyznaczenia punktéw przeciecia sie dwoch okregdéw
polega na rozwiazaniu ukltadu réwnan:

{(J,‘ _plx)2 + (y - ply)2 = r%a

) 5 (10.7)

({E _me)2 + (y - p2y) =T3.

Kod Zrédlowy (opracowany korzystajac z monografii P. Stanczyka ,,Algorytmy
praktyczne”) pokazany jest na Listingu 10.5.

Listing 10.5: Test przecinania sie okregéw.

1 #include<iostream>
2 #include<cmath>
3
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4 const double EPS = 10e-9;

5

¢ inline bool isZero(double x) { return x >= -EPS && x <= EPS; }

7

s int main()

9 {
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49

52

double ppx1,ppyl,ppx2, ppy2;
// okrag 1
double plx = 4.0
double ply 5.0
double r1 = 3.0;
// okrag 2
double p2x 2
double p2y = 0.
double r2 = 4.0;

p2x -= plx;
p2y -= ply;
// wspolsrodkowe
if (isZero(p2x) && isZero(p2y))

{
std::cout << "okregi wspolsrodkowe" << std::endl;
return 0;
}
double A = (-r2 * r2 + rl1 * rl + p2x * p2x + p2y * p2y) * 0.5;
// ta sama wspolrzedna v
if (isZero(p2y))
{

double x = A / p2x;
double y2 = rl * rl - x * Xx;
if (y2 < -EPS)
{
std::cout << "taka sama y" << std::endl;
return 0;
}
// okregi styczne
if (isZero(y2))
{

ppxl plx + x;
ppyl = ply;
std::cout << "x = " << ppxl << " y = " << ppyl << std::endl;
return 0;
}
// przecinaja sie
else
{
ppxl = plx +
ppyl = ply + std::sqrt(y2);
ppx2 = plx +
ppy2 = ply - std::sqrt(y2);
std::cout << " x1 = " << ppxl <<
endl;
std::cout << " x2 = " << ppx2 <<
endl;
return 0;

yl = << ppyl << std::

y2 = << ppy2 << std::

}
}
double a = p2x * p2x + p2y

%

p2y;
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61 double b = -2.0 * A * p2x;

62 double c A * A -rl * rl * p2y * ply;
63 double d = b * b - 4.0 * a * c;

64 if (d < -EPS)

65 {

66 std::cout << "nie ma przeciecia" << std::endl;

67 return 0;

68 }

69 double x = -b / (2.0 * a);

70 // jesli sa styczne

71 if (isZero(d))

72 {

73 ppxl = plx + Xx;

74 ppyl = ply + (A - p2x * x) / p2y;

75 std::cout << "xl1 = " << ppxl << " yl = " << ppyl <<std::endl;
76 std::cout << "x2 = " << ppx2 << " y2 = " << ppy2 <<std::endl;
77 }

78 // okregi przecijnaja sie

79 else

80 {

81 double e = std::sqrt(d) / (2.0 * a);

82 ppxl = plx + x + e;

83 ppyl = ply + (A - p2x * (x + e)) / p2y;

84 ppx2 = plx + x - e;

85 ppy2 = ply + (A - p2x * (x - e)) / p2y;

86 std::cout << "xl1 = " << ppxl << " yl = " << ppyl << std::endl;
87 std::cout << "x2 = " << ppx2 << " y2 = " << ppy2 << std::endl;
88 }

89 return 0;

90 }

Po uruchomieniu tego programu mamy nastepujacy wynik:

1 x1 5.28141 y1
2 x2 = 1.20135 y2

2.28744
3.91946

10.5 Test przecinania sie odcinka i okregu

Poszukiwanie punktow przeciecia prostej z okregiem ma duze znaczenie prak-
tyczne. Bardzo czesto w grach komputerowych poruszajacy sie obiekt moze zderzy¢
sie z przeszkoda — nalezy obliczy¢ taki punkt. Proste trajektorie poruszajacych sie
obiektow reprezentuja odcinki, przeszkoda modelowana jest okregiem otaczajacym.
W celu obliczenia punktu przeciecia okregu z prosta (patrz Rysunek 10.13) nalezy
rozwiaza¢ odpowiedni uktad réwnan. Mozemy mieé¢ trzy mozliwosci:

e Prosta przecina okrag, sa dwa punkty przeciecia.
e Prosta jest styczna do okregu, jest jeden punkt.
e Prosta nie przecina okregu.

Okrag jest okreslony przez podanie polozenia $rodka okregu p,(rs,7,) oraz jego
promienia 7. Prosta jest okre$lona przez podanie punktu poczatkowego pi1(piz, piy)
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Rysunek 10.13: Przecigcie okregu z prosta.

oraz punktu koiicowego pa(p2s, p2y). Uklad réwnain ma postaé:

T = bplx + (1 - b)mev
y  =bpiy + (1 —=0)py,
P =) = (-1

Kod Zrédlowy programu (opracowany korzystajac z monografi

(10.8)

i P. Stanczyka , Al-

gorytmy praktyczne”) do wyznaczania punktéw przeciecia prostej z okregiem po-

kazany jest na Listingu 10.6.

Listing 10.6: Test przecinania sie prostej i okregu.

#include<iostream>

1

2 #include<cmath>

3

4 const double EPS = 10e-9;

5

¢ inline bool isZero(double x) { return x >= -EPS && x
7

s int main()

9 {

10 double ppx, ppy, ppxl, ppyl, ppx2, ppy2;
11 // okrag

12 double rx = 0.0;

13 double ry = 0.0;

14 double r = 2.0;

15 // pl

16 double plx = -3.0;

17 double ply = 1.0;

18 // p2

19 double p2x = 4.0;

20 double p2y = 1.0;

21
22 double a = plx * plx + ply * ply + p2x
plx *p2x + ply * p2y);

23 double b 2.0 * (rx * (p2x - plx) + ry * (p2y - pl

ply * p2y - p2x * p2x - p2y *

o

pP2x + p2y

%

¢ p2y);

24 double c = -(r * r) + p2x * p2x + p2y * p2y + rx *
2.0 * (rx * p2x + ry * p2y);

25 double d = b * b - 4.0 * a * c;

26 if (d < -EPS)

<= EPS; }

%* p2y - 2.0 = (
y) + plx * p2x +

rx + ry * ry -
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27 std::cout << "brak rozwiazania" << std::endl;
28 double t = -b / (2.0 * a);

29 double e = std::sqrt(std::fabs(d)) / (2.0 * a);
30 if (isZero(d)) // pojedyncze  rozwiazania

31 {

32 ppx = t * plx + (1.0 - t) * p2x;

33 ppy = t * ply + (1.0 - t) * p2y;

34 std::cout << "x = " << ppx << " y = " << ppy << std::endl;

35 }

36 else // podwojne rozwiazanie

37 {

38 ppxl = (t + e) * plx + (1.0 - t - e) * p2x;

39 ppyl = (t + e) * ply + (1.0 - t - e) * p2y;

40 std::cout << "x1 = " << ppxl << " yl = " << ppyl << std::endl;
41 ppx2 = (t - e) * plx + (1.0 - t + e) * p2x;

42 ppy2 = (t - e) * ply + (1.0 - t + e) * p2y;

43 std::cout << "x2 = " << ppx2 << " y2 = " << ppy2 << std::endl;
44 }

45 return 0;

46 }

Po uruchomieniu tego programu mamy naste¢pujacy wynik:

1 x1
2 x2

-1.73205 y1 =1
1.73205 y2 =1

10.6 Obrys wypuktly

Najbardziej rozwazana struktura w geometrii obliczeniowej jest obrys wypuktly
(czesto tez nazywany otoczka wypukla, ang. conver hull). Definicja wypuklosci
i obrysu wypuklego w monografii Josepha O’Rourke zapisana jest na dwoch stro-
nach i zawiera jedenascie punktéw, co juz wskazuje na to, ze jest to struktura
niebanalna.

Nie wdajac sie w szczegdly, podamy definicje zgodna z monografia Banachow-
skiego: Obrysem wypuklym dowolnego zbioru punktéow S nazywamy najmniejszy
zbior wypukly zawierajgcy S. Problem jest ogdlny, w niniejszym skrypcie omdowi-
my zagadnienie znajdowania obrysu wypuktego dla punktéw umieszczonych na
plaszczyZnie (skonczony zbiér punktéw w dwdch wymiarach). Zadanie formulowa-
ne jest nastepujaco: dla zbioru n punktéow lezacych na plaszczyznie nalezy zna-
lez¢ najmniejszy wielokat wypukly zawierajacy wszystkie punkty (Rysunek 10.14).
Praktycznie musimy wyznaczy¢ wierzchotki tego wielokata. Znalezione wierzchot-
ki sortuje sie¢ ze wzgledu na ich kolejnos¢ wystepowania na obwodzie wielokata.
Znalezione wierzcholki wielokata sa tzw. punktami ekstremalnymi (ang. extreme
points). Istnieje prosty sposob ustalenia czy punkt zbioru S jest nie-ekstremalny
(ang. nonextreme point): Punkt jest nie-ekstremalny jezeli lezy wewngtrz tréjkqgta,
ktorego wierzcholki sq punktami ze zbioru S, 1 sam mnie jest jednym z wierzchol-
kow tego trojkgta. Na Rysunku 10.15 pokazano sposéb ustalania czy punkt zbioru
S jest ekstremalny. Znajac metode wyznaczania punktéw ekstremalnych mozna
podaé postaé naiwnego algorytmu obliczania obrysu wypuklego. Sktada sie on z
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Po2 = D6

Po7 = P10

Rysunek 10.14: Obrys wypukly punktéw na plaszczyZnie (zbior S sklada sie z 10
punktéw, 3 punkty nie sa ekstremalne), wierzchotki wielokata sa uporzadkowane
w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazowki zegara.

®
([ ]
Y41 ®

P2 ®
{

Rysunek 10.15: Wyznaczanie punktow ekstremalnych. Punkt p nie jest punktem
ekstremalnym, poniewaz lezy wewnatrz trojkata (p1, pe, ps).

dwdéch krokdw:
1. Znalezé¢ wszystkie wierzcholki obrysu wypuklego dla zbioru S.

2. Uporzadkowaé¢ wierzcholki w kolejnosci ich wystepowania na obwodzie wie-
lokata.

Zlozonoé¢ obliczeniowa dla n punktow zgodnie z monografig O’Rourke jest naste-
pujaca:

1. Dla n punktéow w celu ustalenia punktéw ekstremalnych trzeba sprawdzié, co
najwyzej (g) trojkatow. Koszt obliczen jest rzedu O(n?).

2. Optymalny czas sortowania jest rzedu O(nlogn)

7Z tych oszacowan wynika, ze calkowity koszt obliczen jest rzedu O(n?). Naiwny
algorytm znajdowania obrysu wypuklego nie jest oszczedny.
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W literaturze przedmiotu duza popularnoécia ciesza sie dwa algorytmy znajdo-
wania obrysu wypuklego:

e Algorytm Grahama, zwany czasem skanem Grahama.
e Algorytm Jarvisa, zwany czasem pochodem Jarvisa.

Algorytm Grahama ma zlozonosé obliczeniowa rzedu O(nlogn) i nie zalezy od
liczby punktéw obrysu wypuklego. Algorytm Jarvisa ma zlozono$é obliczeniowa
rzedu O(kn), gdzie n jest liczba punktéw w zbiorze S, a k jest liczba wierzchotkéw
w wielokacie wypuktym.

10.7 Dtugosé¢ tuku na kuli

Waznym zagadnieniem jest wyznaczanie odleglosci pomiedzy dwoma punktami
w przestrzeni. Lokalizacja punktow w przestrzeni moze byé realizowana réznymi
sposobami. Zwykle punkty umieszczone w przestrzeni lokalizowane sa przy pomo-
cy wspolrzednych, okreslonych dla réznych typéw uktadéw wspédlrzednych. Istnieje
wiele typéw takich ukladéw wspdlrzednych, najpopularniejsze uktady wspdlrzed-
nych to:

e Prostokatny uktad wspolrzednych kartezjanskich.
e Biegunowy uktad wspotrzednych.

e Cylindryczny uktad wspétrzednych.

e Sferyczny uklad wspdtrzednych.

Wyznaczanie odleglodci pomiedzy dwoma punktami w prostokatnym ukladzie kar-
tezjanskim nie sprawia zadnego klopotu. Jezeli punkty p; i p2 maja wspdlrzedne
p1(x1,y1, 21) 1 pa(2, Y2, 22), to odlegltodé d miedzy tymi punktami wyraza sie wzo-
rem:

d(p1,p2) = V(w1 — 22)2 + (y1 — ¥2)® + (21 — 22)2. (10.9)

Przy rozpatrywaniu pewnych zadan geometrycznych na plaszczyznie euklidesowej
wygodnie jest czasem wykorzystaé¢ inny niz prostokatny ukltad wspolrzednych. Na
Rysunku 10.17 pokazany jest biegunowy uklad wspdlrzednych. Odleglosé d dwdch
punktéw pp i po na plaszczyznie euklidesowej, ktére maja wspoélrzedne biegunowe
p1(r1, 1) 1 p2(re, p2) ma postac:

d(p1,p2) = \/7"% + 12 — 2r17r9 cos(p1 — @2). (10.10)

W przestrzeni euklidesowej wygodnie jest czasem wprowadzi¢ inny uktad wspdl-
rzednych — walcowy uktad wspdlrzednych. Nazwa tego ukladu (czasem ten uklad
jest nazywany cylindrycznym ukladem wspdlrzednych) pochodzi stad, ze pierwsza
wspoélrzedna walcowa r jest stala i dodatnia, lezy na powierzchni pewnego walca
(Rysunek 10.18). Odlegtosé d dwéch punktdéw pi(r1, o1, h1) 1 pa(ra, w2, ha) W cy-
lindrycznym ukladzie wspoélrzednych wyraza sie¢ wzorem:

d(p1,p2) = \/r% + 12 — 2r1re cos(p1 — @2) + (h1 — ha)2. (10.11)
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Rysunek 10.16: Prostokatny uktad wspolrzednych.
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Rysunek 10.17: Biegunowy uktad wspoélrzednych.
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(0.0 o

Rysunek 10.18: Walcowy uktad wspolrzednych.

Mozemy takze wykorzysta¢ w obliczeniach sferyczny uklad wspolrzednych. Nazwa
ta pochodzi stad, ze punkty, ktérych pierwsza wspolrzedna sferyczna r jest stala
i dodatnia, leza na sferze o promieniu r (Rysunek 10.19). Odleglosé d dwéch punk-
6w p1(r1, 1, ¢1) 1 p2(ra, w2, @2) w sferycznym ukladzie wspélrzednych wyraza sie
wzorem:

d(p1,p2) = \/r% + 12 — 2r17r2(sin @1 sin 9 cos(¢r — ¢2) + cospy cospa).  (10.12)

Okazuje sig, ze skomplikowany problem geometryczny moze by¢ mniej skompli-
kowanym, jezeli si¢ wybierze odpowiedni uklad wspotrzednych. Ten fakt wykorzy-
stuja fizycy, dobierajac uklad wspélrzednych do rozwiazywania zadan o konkretnej
symetrii.

W sferycznym ukladzie wspélrzednych polozenie punktu p(r, ¢, ¢) okreslone
jest przez podanie:

e Odlegtosci r punktu p(r, ¢, ¢) od poczatku ukladu wspdlrzednych (jest to
promien wodzacy).

e Kat ¢ jest to kat miedzy punktem p(r, ¢, ¢), a osia & w kierunku osi y
e Kat ¢ jest to kat miedzy punktem p(r, ¢, ¢), a osia z kierunku osi x

Polozenie punktu p(r, ¢, ¢) w sferycznym ukladzie wspoélrzednych pokazane jest
na Rysunku 10.20. Rozwiazujac zadania opisane na sferze, wygodnie jest uzywaé
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Rysunek 10.19: Sferyczny uktad wspotrzednych.

Rysunek 10.20: Punkt p(r, ¢, ¢) w sferycznym ukladzie wspoirzednych.
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wspolrzednych sferycznych. Relacje miedzy polozeniem punktu p(z, y, z) we wspdl-
rzednych prostokatnych i polozeniem punktu p(r, ¢, ¢) we wspdlrzednych sferycz-
nych sa nastepujace:

T = rsin p cos ¢, (10.13)
y = rsin @ sin ¢, (10.14)
Z = T COS . (10.15)

Zagadnienie wyliczania odleglo$ci na sferze ma aspekt praktyczny. Obliczamy na
przyklad trasy okretow, samolotéw przemieszczajacych sie po catej kuli ziemskiej.
Zadaniem naszym jest rozwigzanie zadania wyliczenia dlugosci tuku pomiedzy
dwoma punktami p; i po lezacymi na sferze. W rozwazaniach pomocny bedzie
Rysunek 10.21. Jezeli poprowadzimy promienie wodzace pomiedzy $rodkiem sfery

Rysunek 10.21: Polozenie punktéw na sferze i odleglosé miedzy nimi.

i punktami p; i py to utworzony miedzy tymi promieniami kat wyraza si¢ wzorem:

= cos™! (mm Ty T leQ) . (10.16)
T

Dtugos¢ tuku s wyraza sie wzorem:

s=ar. (10.17)
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Algorytm wyliczania dtugoéci tuku na powierzchniach sferycznych. Potozenie punk-
tow podajemy we wspélrzednych sferycznych. Nalezy podaé wspolrzedne punk-
tu p1(ri,o1,01) 1 pa(re, pa, d2), ktére znajduja sie na powierzchni sfery (Rysu-
nek 10.21). Proste laczace te punkty z poczatkiem ukladu wspélrzednych utworza
kat «. Dzieki znajomosci kata o mozemy okredli¢ jaka czesé obwodu kota zajmuje
tuk utworzony przez nasze punkty. Czes¢ ta wynosi:

@
271’

Pamietamy, ze 27 jest to dlugosé okregu w radianach. Wiemy, ze wzér na obwdd

kota wynosi 277, skad obliczamy dlugosé tuku:

%2#7“ = ar. (10.18)

W algorytmie w celu wyliczenia kata o dokonujemy konwersji polozenia punktéw
ze wspolrzednych sferycznych do wspélrzednych prostokatnych (10.13), (10.14),
(10.15). Kod zrédlowy do wyznaczenia dlugosci tuku pokazany jest na Listingu 10.7

Listing 10.7: Obliczanie dlugosci huku.

1 #include<iostream>

2 #include<cmath>

3

4 const double RAD = 3.1415926 / 180.0;
5

6 int main()

7 {
8 double pl_x, pl_y, pl_z, p2_x, p2_y, p2_z;
9 //p (1, varphi ,  phi )

10 double pl_r = 1.0;

11 double pl_phi = 0.0;

12 double pl_varphi = 90.0;

13

14 double p2_r = 1.0;

15 double p2_phi = 90.0;

16 double p2_varphi = 90.0;

17

18 pl_x = pl_r * std::sin(pl_varphi * RAD) * std::cos(pl_phi * RAD);

19 pl_y = pl_r * std::sin(pl_varphi * RAD) * std::sin(pl_phi * RAD);

20 pl_z = pl_r * std::cos(pl_varphi * RAD);

21 std::cout << "koordynaty 1 punktu:" << std::endl;

22 std::cout << pl_x << std::endl;

23 std::cout << pl_y << std::endl;

24 std::cout << pl_z << std::endl;

25

26 p2_Xx p2_r std::sin(p2_varphi * RAD) * std::cos(p2_phi * RAD);

27 p2_y p2_r * std::sin(p2_varphi * RAD) * std::sin(p2_phi * RAD);

28 p2_z = p2_r * std::cos(p2_varphi * RAD);

29

30 std::cout << "\nkoordynaty 2 punktu:

31 std::cout << p2_x << std::endl;

32 std::cout << p2_y << std::endl;

33 std::cout << p2_z << std::endl;

34

35 double alpha = std::acos(((pl_x * p2_x) + (pl_y * p2_y) + (pl_z *
p2_z)) / std::pow(pl_r, 2.0));

o

<< std::endl;
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36 std::cout << "\ndlugosc luku = " << alpha * pl_r << std::endl;
37 return 0;
38 }

Dla podanych punktéw wynik obliczen jest zgodny z oczekiwaniem:

koordynaty 1 punktu:
1

0

2.67949e-08

koordynaty 2 punktu:
2.67949e-08

1

2.67949e-08

© 0w N G A W N

=
= o

dlugosc luku = 1.5708

Opisana metoda wyznaczania dlugosci tuku moze byé¢ wykorzystana do wyzna-
czania odlegltosci miedzy punktami polozonymi na powierzchni Ziemi. Nie jest to
zadanie zbyt trudne, ale musimy braé¢ pod uwage pewne uwarunkowania geograficz-
ne. Polozenie na Ziemi w systemach geograficznych definiuje si¢ podajac szeroko$é
i dlugosé geograficzna. Szeroko$é geograficzna na réwniku ma warto$é 0°, na bie-
gunie Ziemi — 90°. Mamy dwa bieguny, wobec tego dla p6tkuli péinocnej (biegun
péinocny) wartosé szerokosci oznacza sie symbolem N (ang. north), dla pétkuli
poludniowej mamy oznaczenie S (ang. south). Dlugosci geograficzne zmieniaja sie
od wartosci 0° (dla tzw. pierwszego poludnika) do 180°, w obu kierunkach. Po-
lozenia od pierwszego poludnika w kierunku na zachdéd oznaczane sg symbolem
W (ang. west), a dla polozen w kierunku wschodnim — oznaczane sa symbolem E
(ang. east). Dla wygody (np. w obliczeniach komputerowych) wprowadza sie spe-
cjalna konwencje: dlugosci zachodnie maja warto$¢ dodatnia, dtugosci wschodnie
sa ujemne.

W monografii K. Loudona szczeg6lowo jest oméwione zagadnienie wyznaczania
odleglosci pomiedzy punktami na Ziemi pomiedzy Paryzem i Perth. Jak podaje
Loudon, polozenie Paryza to (49,010N i 2,548F') a polozenie Perth w Australii to
(32,9405 i 115,967F). Schemat obliczen jest nastepujacy: nalezy najpierw prze-
liczy¢ polozenie geograficzne na wspolrzedne sferyczne i katy na radiany. Wspoél-
rzedne sferyczne to tréjka liczb: r, ¢ 1 ¢. Wiemy, ze r jest promieniem Ziemi,
wartos$¢ ta wynosi 3440, 065 mil morskich. Wspoélrzedna ¢ to jest dlugoscia geogra-
ficzna, a wspoélrzedna ¢ jest szerokoscia geograficzna. Polozenia miejscowosci we
wspbélrzednych sferycznych sa nastepujace:

e Paryz: (3440,056;2, 548; 40, 990),
e Perth: (3440, 065; 115, 967; 121, 940).

Wyznaczona odleglo$é miedzy tymi miastami to 7706 mil morskich.

Listing 10.8: Obliczanie odlegtosci geograficznej.

1 #include<iostream>
2 #include<cmath>
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4 inline double rad_to_deg(double rad) {return (rad * 360.0) / (2.0 *
3.1415926);}

inline double deg_to_rad(double deg) {return deg * 2.0 * 3.1415926 /
360.0;1}

const double EARTH_RADIUS = 3440.065;

@

int main(Q)

{

10 double latl, lonl, lat2, lon2;

11 double droga, alpha, ile;

12 double pl_x, pl_y, pl_z, p2_x, p2_y, p2_z;

© o N o

13 // p (r, varphi phi )
14 // Paryz

15 latl = 49.010;

16 lonl = -2.548;

17 // Perth

18 lat2 = -32.940;

19 lon2 = -115.967;

20
21 if (latl < -90.0 || latl > 90.0 || lat2 < -90.0 || lat2 > 90.0)

22 std::cout << "blad danych" << std::endl;
23 if (lonl < -180.0 || lonl > 180.0 || lon2 < -180.0 || lon2 > 180.0)
24 std::cout << "blad danych" << std::endl;

25

26 double pl_r = EARTH_RADIUS;

27 double pl_phi = -1.0 * deg_to_rad(lonl);

28 double pl_varphi = (deg_to_rad(-1.0 * latl)) + deg_to_rad(90.0);
29

30 std::cout << "koordynaty 1 punktu, sferyczne:'
31 std::cout << pl_r << std::endl;

32 std::cout << rad_to_deg(pl_phi) << std::endl;
33 std::cout << rad_to_deg(pl_varphi) << std::endl;

34

35 double p2_r = EARTH_RADIUS;

36 double p2_phi = -1.0 * deg_to_rad(lon2);;

37 double p2_varphi = (deg_to_rad(-1.0 * lat2)) + deg_to_rad(90.0);
38

39 std::cout << "koordynaty 2 punktu, sferyczne:" << std::endl;

40 std::cout << p2_r << std::endl;

41 std::cout << rad_to_deg(p2_phi) << std::endl;

42 std::cout << rad_to_deg(p2_varphi) << std::endl;

43

44 pl_x = pl_r * std::sin(pl_varphi) * std::cos(pl_phi);

45 pl_y = pl_r * std::sin(pl_varphi) * std::sin(pl_phi);

16 pl_z = pl_r * std::cos(pl_varphi);

<< std::endl;

48 p2_x = p2_r * std::sin(p2_varphi) * std::cos(p2_phi);
49 p2_y = p2_r * std::sin(p2_varphi) * std::sin(p2_phi);
50 p2_z = p2_r * std::cos(p2_varphi);

* *

52 alpha = std::acos(((pl_x p2_y) + (pl_z * p2_z)) /
std::pow(pl_r, 2.0));

53 std::cout << "\nodleglosc Paryz - Pert = " << alpha
morskich"<< std::endl;

54 return 0;

p2_x) + (pl_y

o

pl_r <<" mil
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Po uruchomieniu tego program mamy nastepujacy wynik:

© 0 N U oA W N R

[
(=]

koordynaty 1 punktu, sferyczne:
3440.07

2.548

40.99

koordynaty 2 punktu, sferyczne:
3440.07

115.967

122.94

odleglosc Paryz - Pert = 7744.83 mil morskich
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